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1 Uvod

Studium struktury litek zaloZené na difrakci n&jakého zafeni se vétsinou pro-
vadi tak, Ze na zkoumanou latku dopadd rovnobézny svazek zéfeni a ve vzda-
lenosti R — velké ve srovndni s rozméry objektu — se registruje difraktované z4-
feni. Z n€ho se pak usuzuje na strukturu zkoumané latky. JestliZze se pfitom
pfedpokladd, Ze difrakce je slabd v tom smyslu, Ze neovlivni (,,neoslabi) pri-
mdrni zafeni a Ze difrakce nastdvd pouze jednordzové, tj. Ze difraktuje pouze
primadrni zéfeni, resp. Ze difrakce uZ jednou difraktovaného zifeni je zanedba-
telnd, mluvime o kinematické teorii difrakce (téZ - a moZnd vystiZzné&ji — o geo-
metrické teorii [18]). Bere-li se v ivahu ovlivnéni primdrni viny v désledku di-
frakce a difrakce zdfeni uz difraktovaného, mluvime o dynamické teorii
difrakce. :

Matematickym zdkladem kinematické teorie difrakce je Fourierova trans-
formace v E,. At pracujeme v kterékoli fyzikdlni oblasti teorie difrakce — di-
frakce na jednorozmérnych mfizkach (E,), Fraunhoferova difrakce v optice
(E,), strukturni analyza pevnych latek (E;) vEetné kvazikrystald (E,), difrakce
vlnéni nejriizné€jsiho druhu (zvuk, elektromagnetické vinéni, elektrony, neu-
trony, protony, atomy, ionty, molekuly) a nejrizné&jsich energif, resp. vinovych
délek — vidy pouZivdme apardtu a vysledkd Fourierovy transformace. Je asi
nemozné najit univerzalni diivod, pro¢ tomu tak je. Casto se viak setkdvame
(Huygenstiv princip, Bornova formule) s asymptotickou aproximaci jistého in-
tegrélu, kterd tento integrdl pfevadi do tvaru blizkého Fourierovu integralu.
Uprava s tim spojend neni korektni ani elegantni, je vSak tak rozsifend, Ze ji
uvedeme i zde.

Pfedpoklddejme, Ze objekt charakterizuje funkce f(x) (funkce propustnosti
v optice, elektronova hustota v rentgenové difraktografii, elektrostaticky po-
tencidl v elektronové difraktografii atd.), kterd piedstavuje rozptylovou
schopnost objektu. Na objekt dopadd kolimovany svazek, rovinna vlna cha-
rakterizovand vyrazem exp(ikm,.x), v némZ n, znad&i jednotkovy vektor ve
sméru §ifeni a k = 2r/A je vinové &islo. Kazdy bod objektu plisobi pruzny roz-
ptyl, jimZ vznikd kulové vina

f(x)exp(ikn,. x)

jejiz amplituda je imérnd jednak rozptylové schopnosti f(x) objektu, jednak —
a to je vyrazem kinematické teorie — dopadajici viné. r znadi vzdalenost mezi

exp(ikr)
kr

»
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bodem x a bodem pozorovani R, tj. r = | R— x| (viz obr. 1.1). Difraktované vl-
néni v bodé pozorovani je pak charakterizovano integrdlem

v, (R) = f H (x)exp(ikn,. >e"p,f,‘,§’”xl"') d’x. (1.1)

Obr. 1.1 K aproximaci (1.2).

Nyni se vyuZije toho, Ze bod pozorovani je velmi vzdédleny od objektu. Mini
se tim, Ze funkce f(x) nabyva fyzikdlné vyznamnych hodnot jen pro x < R
a jinde je rovna nule. VSeobecné se md za to, Ze tento pfedpoklad dovoluje
jednak nahradit vyraz k| R—- x| ve jmenovateli vyrazem kR a vytknout jej pfed
integrdl, jednak nahradit tyZ vyraz v exponenc1aln1 funkci aproximaci prvnimi
dvéma ¢leny Taylorova rozvoje

kIR - x| = kR — kn. x, (1.2)
v niz n= A/R. S oznatenim
p=n-n, (1.3)
pro tzv. vektor rozptylu lze pak pfepsat integral (1.1) do tvaru
Y, = z%ﬁﬂjfjf(x)exp(—ikp. x) d°x. (1.4)

Integrdl v tomto vyrazu ma uZ formdlné tvar Fourierova integrélu.

Se skutecnosti, Ze proménnd p nenabyvd viech moznych hodnot v E; - jak
je tomu u Fourierovy transformace, ale Ze je omezena podminkou (1.3), se te-
orie difrakce vyrovndvd tzv. Ewaldovou konstrukci. VyuZivd Fourierovy
transformace, ale dodav4, Ze fyzikdlni smysl maji pouze ty hodnoty proménné
p. které splituji podminku (1.3), tj. které jsou rozdilem dvou jednotkovych
vektorli.

Podstatou Ewaldovy konstrukce je tedy toto (viz obr. 1.2): V prostoru pro-
ménné Fourierovy transformace sestrojime kulovou plochu p o jednotkovém
poloméru tak, Ze prochdzi po¢itkem O a jeji stied C lezi ve sméru opatném
sméru Sifeni primdrni viny, tj. CO = n, (Ewaldova, téZ reflexni, kulova plocha).
Pak amplituda zdfeni difraktovaného ve sméru CQ = n = ny+ p je Umérnd Fou-
rierové transformaci F(p) (funkce f(x) charakterizujici preparit) v bodé Q Ewal-
dovy kulové plochy, jehoZ pritvodi¢ je roven vektoru rozptylu p, tj. p = OQ.
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Po pravdé fe€eno, ve snaze zdlGvodnit, pro¢ md Fourierova transformace z4-
kladn{ vyznam pro teorii difrakce, jsme Ewaldovu myslenku [21] zobecnili do
t€ miry, Ze je to na hranici pfipustnosti. Ewaldovy konstrukce se totiz vidy
pouZiva k diskusi difrakce na miizkdch. ProtoZe Fourierova transformace
miiZky je rovné€Z miizka (viz odst. 2, 5, 7, 8), fikd Ewaldova konstrukce, Ze
hlavni difrak¢ni maxima jsou ve smérech, pro néz je vektor rozptylu p mfizko-
vym vektorem zminéné miizky ve Fourierové prostoru (viz odst. 9). Rovnéz
mefitko Ewaldovy konstrukce byvd jiné: Polomér kulové plochy p nebyv4 jed-

notkovy, nybrz 1/A.

Obr. 1.2 Vektor rozptylu p (viz (1.3)).

Ve fyzice povrchd se pouZivd riznych difrakénich technik (LEED,
RHEED), pfi nichz dochdzi k difrakci na dvojrozmérnych i trojrozmérnych
strukturdch. Pfi modelovdni struktur povrchi a analyze elektronov& mikro-
skopickych snimkil pfichdzi ke slovu optickd Fraunhoferova difrakce a pii
studiu kvazikrystali mohou byt uZitecné i vicerozmérné mfizky. Proto se
v ndsledujicich odstavcich budeme zabyvat Fourierovou transformacf N-roz-
meérnych miiZzek. Budeme postupovat ponékud nezvykle, totiz formdlné ma-
tematicky a bez zfetele na zplisob realizace difrakénich experimentd. Snad
tim vynikne to, co je spolecné viem zminénym difrakénim technikdm,
a oztejmi se formdln€ matematicky piivod zavddénych pojmi. Teprve v z4-
véru (odst. 9) pojedndme o difrak&nich podminkdch. I k nim vSak budeme
pfistupovat spiSe z geometrického nez fyzikdlniho hlediska. Teorii a experi-
mentdlni realizaci jednotlivych difrakénich metod jsou v&novdny jiné kapi-
toly této publikace.

Tim, Ze se budeme zabyvat Fourierovou transformaci N-rozmé&rnych mfi-
Zek, by nemél vzniknout dojem, Ze sméfujeme k n&jaké N-rozmérné difrakeni
teorii. Néco takového by sotva mohlo mit vyznam. Vektory n,, n, p v rovnici
(1.3) jsou téméf vzdy trojrozmé&rmé. Pouze objekt f(x) mize byt trojrozmérny
nebo dvojrozmérny (nebo dokonce i jednorozmérny). Aby integral v (1.4) mél
smysl, i kdyZ funkce f(x) = f(x,, x,) je funkci dvou proménnych, mizeme ji pfi-
fadit funkci tff proménnych pomoci funkce delta:

f(x, %, x,)= fx, x,) 8(x,). (15)
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Fourierova transformace F(p) funkce (1.5) nezdvisi na tfeti soufadnici,
F(p,, p,» P3) = AF(p,, p,), (1.6)

nebof Fourierova transformace funkce delta v (1.5) je konstanta, viz (2.10).
M tedy smysl pojednat o Fourierové transformaci miiZek bez ohledu na jejich
dimenzi. Pfi diskusi difrakce na mfiZzkdch v odst. 9 vSak probereme zv1ast di-
frakci na trojrozmérnych a dvojrozmérnych mfizkach.

Ptispévek mad tedy tento obsah:

V odst. 2 nésleduje po definici Fourierovy transformace nékolik ptikladi,
které sméfuji ke krystalografickym aplikacim. Zejména je ukdzédno, Ze Fourie-
rova transformace N-rozmérné nekonecné , kartézské“ mfizky je ortogonalni
reciprokd miizka (srov. (2.17)). Vypocet je snadny, nebot N-ndsobnou fadu
funkei delta Ize v tomto pipadé faktorizovat, tj. vyjadfit souCinem jednodu-
chych fad. Pro difraktografické aplikace je mimofddné uZiteCna véta o Fouri-
erové transformaci funkci, které Ize ztotoznit linedrni reguldrni transformaci
soufadnic. Je dokdzdna v odst. 3, aplikovdna na translaci objektid v odst. 4

vy

a v odst. 5 na deformaci. Obecna N-rozmérnd mifzka se zde povaZzuje za de-
formovanou kartézskou miizku a pomoci uvedené véty je ukdzdno, Ze Fourie-
rova transformace obecné miizky je rovna (nebo aspoii podobnd) reciproké
miiZce, srov. (5.6). Kromé toho je v odst. 5 odvozen vztah vyjadfujici pomoct
Giramova determinantu zakladni vektory reciproké miizky prostfednictvim
z4kladnich vektorfi pfimé mfiZky a naopak (srov. (5.12), (5.13)), a to pfi libo-
volné dimenzi mfizky.

V odst. 2 a 5 jde o nekone¢né miizky tvofené body. Aby bylo moZné poho-
ding pojednat o miizkdch se sloZit&jsi bazi a konecnych mfizkdch, je v odst. 6
definovdna konvoluce a jsou diskutovany nékteré jeji vlastnosti, zejména ve
vztahu k Fourierové transformaci (Fourierova transformace konvoluce a sou-
¢inu). V zdvéru odst. 6 je ukdzano, Ze étverec modulu Fourierovy transformace
je Fourierovou transformaci autokorelace. V odst. 7 se vyuZiva vlastnosti kon-
voluce k vypoétu Fourierovy transformace nekonecné miizky s bdzi a k diskusi
strukturniho faktoru. V odst. 8 je Fourierova transformace koneCné miizky
vyjddiena jednak prostfednictvim mifizkové amplitudy, jednak prostiednic-
tvim tvarové amplitudy. Déle je v odst. 8 odvozen vztah mezi mfizkovou a tva-
rovou amplitudou a jsou naznadeny pfednosti pouZiti tvarové amplitudy k vy-
poctu Fourierovy transformace koneiné mfizky. Tim kon¢i pojednédni
o Pourierové transformaci mfizek.

Odst. 9 m4 uz ponékud aplikacni charakter. Jsou v ném odvozeny podminky
pro sméry hlavnich difrakénich maxim a pfedstavuje povechny navod, jak pfi-

o

stupovat k interpretaci difrakce na mfizkdch v rdmci kinematické teorie di-
frakce.
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2 Definice Fourierovy transformace

Fourierova transformace byvé definovdna riznymi zptisoby. V diisledku toho
jsou riizného tvaru (L3 se rizné rozmisténymi konstantami) i véty, jeZ maji
v aplikacich fyzikdlni obsah (napf. véta o konvoluci, Rayleighova-Parsevalova
véta apod.). V jednotlivych oborech se viak zvolen€ definice uziva vice méné
disledné. Tak dochdzi k tomu, Ze i tak zdkladni pojem jako reciprokd mfizka
se zavadi jinak v krystalografii a jinak ve fyzice pevnych ldtek a vznikaji do-
konce i spory o opravnénosti t€ &i jiné volby [1]. Abychom ziskali interdiscip-
lindrni nadhled, zavedeme do definice Fourierovy transformace vhodné kon-
stanty, jejichz konkrétni volba dovoli ztotoZnit se s jednotlivymi specidlnimi
definicemi Fourierovy transformace.

Snad viechny definice Fourierovy transformace pouZivané v literatufe jsou
specidlnim ptipadem transformace, definované s pouZitim tfi nenulovych kon-
stant A, B, k . Definujeme tedy Fourierovu transformaci {f} funkce f(x) a in-
verzni Fourierovu transformaci & {F} funkce F(p) integraly

F{rt= A”J.---jf(X)eXP(~ikp~X)d”x, (2.1)

FHF} = B”J....J’F(p) exp(ikp.x)d"p. (2.2)

Ptitom se ptedpoklddd, Ze f a F jsou absolutn€ integrovatelné komplexni
funkce redlnych proménnych x, p € Ey a Ze tyto funkce maji konecnou variaci
v kazdé ohrani¢ené oblasti Ey. Konstanty A , B mohou byt komplexni, kon-
stanta k musi byt oviem redlnd. Zavadét konstanty A, B komplexni je vSak for-
madlni a neddelné, nebot to komplikuje formulaci nékterych vét a jejich di-
kazi. Proto budeme v dal§im textu povaZovat viechny tfi konstanty za redlné.
Volbu konstant A, B, k svazuje podminka

AB = —IEI- (2.3)
2n
Podminka (2.3) vyplyvd (viz [2]) z tzv. fundamentélni vé€ty o Fourieroveé
transformaci. Podle ni plati v bodech spojitosti funkce f(x)

FHF Ol = £00 (2.4)
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a v bodech, v nichz md f(x) kone¢nou nespojitost, se leva strana vztahu
(2.4) rovna stfedni hodnoté funkce f v infinitezimalnim okoli bodu nespoji-
tosti.

Podminka (2.3) je nezbytnd k tomu, aby bylo smysluplné nazyvat funkce
f(x) a F(p) dvojici funkci souvisejicich spolu Fourierovou transformaci.
Z.(2.1), (2.2) a (2.3) totiZ vyplyva

F(p)=8{f(x)}, f(x)=g"{F(p)}. (2.5)

Bylo jiz feceno, Ze v rtiznych oborech aplikaci se pouzivd navzdjem odlis-
nych definic Fourierovy transformace. V matematice samé se nejcastéji pou-
7ivé tzv. symetrického tvarus A = B = 1, k = 2n [3, 4], zdaleka v3ak ne vidy [5].
Rovnéz v krystalografii se ponejvice pouZivd tvarus A = B =1, k =2n [7], Casto
viak také A=B=1,k=-2n[6, 8], adokonce i A =12n, B=1, k=-1[9]. Ve
fyzice pevnych ldtek, fyzice povrchl a v teorii obvodi A =1, B=12n, k=1
nebo k = -1 atd. Na tyto riizné volby konstant je tieba ddvat pozor pfi pouZi-
véini riznych sborniki a sbirek vzorct pro Fourierovu transformaci.

V aplikacich, pti modelovéni redlnych objektii a d€ji, je Casto Zadouci poci-
tat s Fourierovymi transformacemi funkci, které nejsou absolutné integrova-
telné. Napf. v krystalografickych aplikacich jde Casto o vypocet Fourierova in-
tegralu periodickych funkci. Pro tyto pfipady se zavadi tzv. limitni Fourierova
transformace:

Neni-li f(x) absolutné integrovatelnd funkce a existuje-li hladkd funkce
g(x, €) takovd, Ze pfi libovolném xje lim g(x, €) = L a [Z. ... [ [f(x)g(x, €)| d"x exi-
stuje pro € z n&jakého okoli a, pak existuje Fourierova transformace soucinu
f(x)g(x, €) a definujeme

F(p) = §{f(0)} = lim F{F(0)5(x, ©)}. (2.6)

V tomto smyslu Ize mluvit napf. i o Fourierové transformaci konstanty, jak vy-
plyne z pfikladu 2.1.

Piikiad 2.1
Pro vypocet Fourierovy transformace fazoru f(x) = exp (ikp©x) zvolime

g(x, £) = exp g(-&x?), £> 0

i

A lim |exp|-ex® —ik(p — p®)x|dx
P

£-0*

H”{cxp(i kp(o)x)}

2
= A lim {exp[—%(p - p@ )2}.

e-0*

.jiexp{~s[x + %(p - p("))T} dx}

. 7 k?
= A lim /= exp|—— (p — pO)
lim \18 Xp[ 2P )}
2n .. K k?
= A = lim e —Z(p - pOy|.
W oo Vaen Xp[ PP )]

Limita pfedstavuje funkci delta proménné p — p©, takze

§{exp (k") = = 8(p - p). @.7)

V E, ziejmé je
o . 1
Flexp (kP x)} = — 8(p - ), 2.8)

nebot si miiZeme pfedstavit, Ze vyrazy na obou strandch rovnice (2.8) vznikly
z faktorizovaného tvaru

N N
IT §{expipx,)} = 1
r=1

r=1

&(p, - p)

ST

v néjaké kartézské soustavé soufadnic.
Specidlné pfi p©@ = 0 dostavame z (2.8)

§{1} = 27 &e). 2.9)

Priklad 2.2
Vyraz pro Fourierovu transformaci funkce §(x-x©) vyplyva z filtraéni vlast-
nosti funkce delta

8‘*{5(x - x© )} = A" J...j(?(x - x9Yexp(-ikp. x)d"x

= AV exp(~ikp. x?). (2.10)

Fazory a funkce delta tedy tvofi dvojice funkci, které spolu souviseji Fouriero-
vou transformaci.

Priklad 2.3
Vypocteme nyni Fourierovu transformaci funkce

£x) = 38x - ), 2.11)

kterd charakterizuje nekone¢nou miizku v E, tvofenou body s celogiselnou
soufadnici (srov. obr. 2.1(a)).

Uvedeme nejprve jiné vyjadfeni fady (2.11), které ziskdme, vyjadiime-li
tuto periodickou funkci s periodou délky jedna Fourierovou fadou

i(S(x - n)= i exp(i 2mhx), (2.12)

P, -
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jejiz Fourierovy koeficienty c, jsou rovny jedné, nebot
1,2 oo
¢, = Y &(x — n)exp(-i 2nhx)dx = 1.
_y2  pm—e
Udélame-li v exponencidlnich funkcich v rovnici (2.12) formdlni dpravu
¥, exp(i k hx 2n/k), vyplyvd ihned z (2.7), Ze Fourierovou transformaci neko-
necné fady funkci delta je op&t nekonecnd fada funkci delta

Fo(p)=z‘?{25(x—n)}= 7 2 .,.,5("__") (2.13)

N

Tato fada charakterizuje rovnéz nekone¢nou mfizku v E, tvofenou body (viz

obr. 2.1(b)). Jeji miiZkovy parametr 2n/k zavisi na volbé konstanty k ve Fouri-
erove transformaci.

Obr. 2.1 Linearni miizka (2.11) (a) a jeji Fourierova transformace (2.13) (b).

Priklad 2.4
Pouzitim vysledku (2.13) snadno vyjaddiime Fourierovu transformaci

funkce

L(x)=3Y 8x-n) (2.14)

neinf

charakterizujici nekone¢nou mfizku v Ey tvofenou body s celoCiselnymi kar-
tézskymi soufadnicemi. Mfizkovy vektor n = n,i; + ... + nyiy, kde i,...,iy jsou
jednotkové vektory ve sméru kartézskych os. Clsla n, nabyvaji vech celoci-
selnych hodnot a symbol n € inf vyjadiuje, Ze jde o N-ndsobnou nekoneénou
fadu. Protoze jde o kartézskou soustavu soufadnic, Ize funkci (2.14) faktori-
zovat
N N o0
Zf 8(x-n)= ZfH(S(x, - n,)=H 25(15, - n). (2.15)

Také jadro Fourierovy transformace v Ey lze faktorizovat, takZe dostaneme
i faktorizovanou Fourierovu transformaci funkce (2.14). Podle (2.13) a (2.15)

je

és‘{Z 5(X—n)} L ﬁ ) ———h) (2.16)

neinf rel wees
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Postupem opacnym jako v (2.15) pak dostaneme

Fo(p)=§}{z 5(x—n)} Y p————h) (2.17)
neinf heinf ' )
kde h= hii, + ... + hyiy a &isla h, nabyvaji vSech celo&iselnych hodnot. Fourie-
rova transformace miizky (2.14) tedy pfedstavuje nekoneénou ,kubickou*
miizku bodl v E s miiZkovym parametrem 2mwk.



3 Véta o Fourierové transformaci funkci, které lze
ztotoznit linearni regularni transformaci souradnic

Mnohé véty o Fourierové transformaci maji v difraktografickych aplikacich
pozoruhodny fyzikdlni obsah [10]. Napf. linedrnost

g{z o, f,-(x)} = Ya3{5,0}

je vyjadienim tzv. Babinetovy véty pro Fraunhoferovu difrakci. Rayleig-
hova—Parsevalova véta

A"’J-...J‘[f(x)|2 d¥x = B"J‘...JAlF(p)[z d'p

vyjadfuje zachovdni energie. Pro krystalografii a difrakci je velmi obsazna
véta, kterd uddva vztah mezi Fourierovymi transformacemi funkci, jeZ lze zto-
toZnit reguldrni linedrni transformaci proménnych.

Povazujme vektor x za sloupcovou matici a vektor p za fddkovou matici.
Necht étvercovd matice A = || a,, || charakterizuje reguldrni (tj. det A # 0) line-
arni transformaci soufadnic

x = Ax + x©. (3.1)

Pak inverzni transformaci charakterizuje inverzni matice A™' = |a;}] =
= | A, /det A], kde A, je algebraicky dopln&k prvku a,, v matici A a inverzn{
transformace md tvar

x=A"(x" - x9). (3.2)

O Fourierové transformaci funkci, které lze ztotoZnit reguldrni linedrni
transformaci proménnych, plati véta:
Necht funkce fi, f, spolu souviseji vztahem

L(x)= fi(Ax + x©). (3.3)
Pak jejich Fourierovy transformace spolu souviseji vztahem
1 . - -
F(p) = et A] exp(ik pA"x?) F(pA™). (3.4)

Diikaz je zaloZen na pouhé substituci ve Fourierové integrélu
F(p)= A" [ f0 exp(-ikp.x)dYx =
;/"\N j:j/'(Ax + X“”))cxp(mikp. X)dNX -

1= AV L:.J'fz(x) exp(-ikp.x)d"x =

= A" '[::.jﬁ(Ax + xP)exp(-ikp.x)d"x =

d's  _
|det A|

exp(ikp A”'x?)A" [."[ fi(x) exp(-ikpA”x) d"x =

= 4" j_:JfI(X) exp[-ikp A~ (x - x¥)]

|det A

= ikpA'x®)F(pA™).
dot A] exp(ikpA™x7)E(pA™)

Linedrni reguldrni transformace (3.1) zahrnuje jako zvld$tni pfipady trans-
laci (kdyZ matice transformace je jednotkovou matici, tj. || a,, || = || 8, || a X # 0,
rotaci (kdyzZ je matice transformace ortogonadlni, tj. A = AT a X = 0), i line-
arni deformaci (kdyZ A je obecnou reguldrni matici). O translaci a linedrni de-
formaci pojedname v nasledujicich odstavcich.

Zivérem tohoto odstavce si vSimneme rotace a vyuZijeme dokdzané véty
k formdlnimu odvozeni urité vlastnosti Fourierovy transformace, kterou vét-
$inou pokldddme za samozfejmost. ProtoZe v piipadé rotace je A = A7,
det A = 1 (ortogondlnost matice A), vyplyva podle véty (3.4) z pfedpokladu
f-(x) = fi(Ax), ze Fy(p) = Fi(pAT) = F,((Ap")T). Rotaci objektu i jeho Fourie-
rovy transformace charakterizuje tedy tdZ matice A. Pootodi-li se tedy né&jak
objekt, pootodi se stejné i Fourierova transformace objektu. Kromé toho, mé-
li objekt vlastnost symetrie souvisejici s rotaci, tj. je-li f(x) = f(Ax), m4 tutéz
vlastnost i Fourierova transformace F(p) = F((Ap")7).
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4 Translace a soustava identickych stejné
orientovanych objekti

UvaZzujme o dvou identickych a stejné€ orientovanych objektech, z nichz jeden
f,(x) je vzhledem k druhému fy(x) posunut o vektor X! (viz obr. 4.1). Plati
tedy

fi(x) = f(x - x?). (4.1)

Fourierovy transformace obou funkci spolu zfejmé& souviseji vztahem, ktery
ziskdme z véty (3.4) pti A =1= A, xO = —x:

FLA} = 8{f,(x - x)} = exp(-ikp. x) F{£,(x)}. (4.2)

Posun objektu se tedy ve Fourierové transformaci projevi pravé jen fdzorem
exp (-ikp. xXV). Je-li tedy néjaky jev (difrakce) charakterizovan Fourierovou
insformaci, aviak detekovatelny jen jako ¢tverec jejtho modulu, neprojevi se
posun prepardtu jako celku. Této skuteCnosti se vyuZzivd napf. pfi préci s optic-
kym difraktografem k pfesnému stanoveni roviny, v niZ se pozoruje Fraunho-
ferova difrakce, jeZ je Fourierovou transformaci funkce propustnosti vysetio-
vaného objektu. Posunujeme-li (bez rotace) objektem v roviné kolmé
i optické ose, pak v roviné Fraunhoferovy difrakce se toto posouvani objektu
wesmi projevit.

*2 ’ $1%)
;(’(U
f, (X)
4 —
e/ X,

Obr, 4.1 Translace objektu fo(X) podle (4.1).

Vyjadfime nyni Fourierovu transformaci souboru n identickych stejné ori-
-ntovanych objektil. Takovy soubor je charakterizovadn funkci

FOO0 =3 f0x = xM), (4.3)
FEq
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Fourierova transformace funkce (4.3) md vzhledem k (4.2) tvar

FF(0)} = 3{2}%(:: —x¥ )} = 3{H (0} Zexp(-ikp. x?).
Fourierova transformace n identickych, stejn€ orientovanych objekti je
tedy souc¢inem dvou funkcf, z nichZ jedna je Fourierovou transformaci jednoho
objektu a druhd zdvisi jen na vzdjemné poloze objektli (a nikoli na tvaru a ji-
nych vlastnostech objektid samych). V aplikacich jde vétsinou o strukturu, tj.
o vzdjemné polohy objektli, tedy o druhou z uvedenych funkci, o soucet
Sriexp (Hkp.xD).
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S Linearni deformace a reciproka mrizka

Linedrni deformace objektu se projevi ve Fourierové transformaci ,,recipro-
kou* deformaci. V nejjednodussim pfipadé, deformujeme-li objekt v néjakém
sméru, deformuje se Fourierova transformace v témz sméru nepfimo umérné.
Tyto jevy jsou dobfe zndmé z difraktografické praxe (viz obr. 5.1 az 5.3).

Z krystalografie je zndmé, Ze stejnym zpiisobem souvisi deformace miizky
s deformaci reciproké miiZzky. Reciprokd miiZka se viak v krystalografii defi-
nuje geometricky (vztahy (5.7)), bez zfejmého vztahu k Fourierové transfor-
maci miizky. Pak se viak bez dal$tho odvozovani pfedpokldd4, Ze takto zave-
dena reciprokd miizka je Fourierovou transformaci krystalové mfizky. Tento
problém nyni vyjasnime. Budeme pfi tom postupovat do jisté miry opacné.
Vypolteme Fourierovu transformaci mfizky a ukdZeme, jak souvisi s geome-

2 %2

tricky definovanou reciprokou miizkou. V druhé ¢asti tohoto odstavce uve-

Obr. 5.1 Fraunhoferova difrakce na kruhovém a elipsovitém otvoru. Otvory jsou vyobrazeny v le-
vych dolnich rozich difrakénich obrazcd. Elipsovity otvor vznikl roztazenim kruhového otvoru ve
vodorovném sméru. V disledku toho je difrakéni obrazec ve vodorovném sméru v tém?2 poméru
zkrédcen.
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Obr. 5.2 Fraunhoferova difrakce na &tvercovém a kosodélnikovém otvoru. Otvory jsou vy¢
zeny v levych dolnich rozich difrakénich obrazci. Piedstavujeme-li si, Ze rovnobéznik vznik]
formaci &tverce, je pro deformaci difrakéniho obrazce pfiznatné, Ze ramena difrakéntho o
zlstévajf kolma ke strandm rovnobé&Zniku (tzv. Abbeova véta).

deme, jak pii libovolné dimenzi N vyjddfit vektory baze reciproké mfizky po-
moci vektort baze krystalové mfizky a naopak. Za¢neme piikladem.

Priklad 5.1
Vypoéteme Fourierovu transformaci jednorozmérné nekonecné miiZky s pi-

rametrem a, tj. funkce

f(x) = 3.6(x ~ na) (51)
(viz obr. 5.4(a)). Tuto funkci miZeme povaZovat za deformovanou funkei

(2.11).

Pro jednorozmérnou deformaci vyplyva z véty (3.3), (3.4): Je-li f(x) = fu( 1),
pak pro Fourierovu transformaci plati F(p) = | a'| Fo(a”'p). Vezmeme tedy
f, a F, funkce (2.11) a (2.13) a funkci (5.1) vyjddfime prostfednictvim fur

(2.11)

F(x) = S 8(alax = n)) =|a?| T8a'x - n)=la"| f(ax).

n—co LS

Fourierovu transformaci této funkce pak vyjadfime pomoci funkce (2.13)

()= k| )= S o{ar - 524) = 5 Zo{fr - )

[

takZe Fourierova transformace funkce (5.1) md tvar




Obr. 5.3 Fraunhoferova difrakce na dvojrozmé&rné mifzce. V horni &4sti obrazku je t4z dvoj-
rozmérnd miizka tvofend jednou kruhovymi, jednou obdélnikovymi otvory. Ve stfedni &sti
obrdzku jsou celé Fraunhoferovy difrakénf obrazce téchto mtiZek. Ukazuji, Ze difrakéni obra-
zec jako celek je vymezen dtvarem odpovidajicim difrakci na motivu vytvéfejicim miizku (ro-
tainé symetricky Airyho difrakéni obrazec pfedstavuje difrakci na kruhovém otvoru, kii# s ra-
meny kolmymi na strany difrakci na obdélnikovém otvoru). V dolni &4sti obrdzku je zvétiend
centrdln{ ¢ast difrakéniho obrazce. Hlavni maxima tvofi reciprokou mifzku k difrakéni miizce.
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Fo) = 5 30(p - Zah) (5.2)

Bla| 4L k
(viz obr 5.4(b)).
t (x)} Fip)|
1 -
TN
-2a-a 0 a 20 3a

Obr. 5.4 Linedrni mfizka (5.1) s parametrem a (a) a jeji Fourierova transformace (5.2) (b).

vy

Definujeme-li tedy reciprokou mfiZku k jednorozmérné mfiZce s paramet-
rem a jako miiZzku s parametrem a’l, je takto zavedend reciprokd miizka Fou-
rierovou transformaci jen tehdy, pouzivame-li Fourierovy transformace s k =
+2n, A = B = 1. UkdZeme nyni, Ze k obdobnému vysledku dospé&jeme i v obec-
ném piipadé N-rozmérné miizky.

V ptikladé 2.4 jsme se zabyvali nekonecnou mfizkou tvofenou v E, body
s celoCiselnymi kartézskymi soufadnicemi a jeji Fourierovou transformaci.
Obecnou nekonecnou miizku tvofenou body,

f(x) = Zf&(x— na —.. —ny,ay), (5.3)

wex

lze povazovat za deformaci miizky (2.14) ( n zde znaéi multiindex). Matice
charakterizujici tuto deformaci souvisi s matici A = | a,, ||, jejiZ fadky jsou tvo-
feny kartézskymi slozkami zdkladnich vektortt

a =a, i +..+a,i, (5.4)

obecné miizky. Formdlné to vyjadfuje dprava

f(x)=3 8(x -ATn)= Y SAT((AT)' x - n))=

neinf neinf
= |det A7| 3 8((AT) x - n).
neinf
Deformace miizky (2.14) v miizku (5.3) je charakterizovdna matici (AT)"..
Podle véty (3.4) je pak deformace Fourierovy transformace (2.17) charakteri-
zovéana matici A7 a plati
1 2n

Fp) = B(pAT) = o 38(pA” - )

& 2w )

heinf
SR B Zé(p - %(A"‘h’)r).

BY |det A | wSe
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Vyraz (A'h7)" plisobi dosti komplikovang. Je viak snadné se presvédgit, ze jde
o fadkovou matici

(A"RT) = (ajh + ...+ ajyhy, ..., aihy + .+ aphy),

jejiz prvky jsou kartézské slozky vektoru A ai!+...+ hyan, kde vektory

T=ali +.+ailiy (5.5)

3

a

jsou sloupcoveé vektory matice A~'. Kromé toho z faktu, ze fddky matice A jsou
tvofeny kartézskymi slozkami zakladnich vektort miizky (srov. (5.4)), vyplyva
(viz napf. [17], str. 230), Ze

|det A] =V,
kde Vi, znali N-rozmérny objem elementédrni bufiky. M4 tedy Fourierova

v

transformace obecné mfizky (5.3) tvar

1 1 2n - -
F(p)=E-‘\T“—/;h§f p——;—(h1811+...+hNaNl)), (56)
jenZ pfedstavuje opét obecnou miizku s bazdlnimi vektory 2n/k al,s =1,..., N.

Vyjasnime nyni vztah Fourierovy transformace (5.6) a reciproké miiZky.
V krystalografii (viz napf. [6], str. 53) se definuje ke krystalové m¥iZce se zi-

Moy

kladnimi vektory a, reciprokd mfizka se zdkladnimi vektory a,! vztahy
a.a'=6_. (5.7

V E, pfedstavuje (5.7) N? rovnic, jimiZ je bdze reciproké miizky jednozna&ng
uréena. Kromé toho je ze symetrie rovnic (5.7) zfejmé, Ze reciprokd miizka
k reciproké mfiZce je plivodni krystalovd mfizZka.

Co se Fourierovy transformace (5.6) tykd, je pfedevs§im ziejmé, Ze vek-
tory a,! urené vztahem (5.5) a vektory a, uréené vztahem (5.4) splituji rov-
nice (5.7). Vyplyva to z toho, Ze vektor a, je fadkovy vektor matice A a vek-
tor a,”! je sloupcovy vektor inverzni matice A-!. Pro prvky inverzni matice
plati a7 = A, /det A, kde A, je algebraicky doplnék prvku a, v matici
A a rovnost

-1 -1
a.a;, +...+ aya,, =0,

rs

a, A, +...+ayA, =detAd,,

vyjadiuje rozvoj det A podle prvki r-tého fadku. Je tedy Fourierova transfor-
mace (5.6) reciprokou miiZkou s reciprokou konstantou [11] K = 2n/k, jez z4-
visi na definici Fourierovy transformace.

Z. toho, co bylo az dosud uvedeno, je vidét, jak bychom mohli k dané miiZce

vy

sestrojit reciprokou mfizku. Vektory bdze mfizky rozloZime do sloZek v né-

jaké kartézské soustavé soufadnic, utvofime matici A, jejiz fadky jsou slozky
jednotlivych vektori baze miizky. Vypocteme inverzni matici A~ a jeji sloupce
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jsou slozky vektorii baze reciproké mfizky. Takto bychom oviem vyjadfili re-
ciprokou mfizku prostfednictvim sloZek bazalnich vektorid krystalové miizky
v n&jaké pomocné kartézské soustavé soufadnic. To nenf Ziddouci a v krystalo-
grafii se, jak zndmo, vyjadfuji vektory baze reciproké mfiZky pfimo prostfed-
nictvim vektoril baze krystalové miiZky a naopak. Uvedeme nyni ndvod, jak
takové vztahy odvodit v prostoru Eylibovolné dimenze.

Vektor a,”! rozlozime v bazi tvofené zdkladnimi vektory mfiZzky

a'=q,a +..+ 0,48, (5.8)

a zndsobime postupné vektory a,. Podle (5.7) pak je
a.a,.a +..+o,a,.a =90, (5.9)

Pfi pevném s pfedstavuje (5.9) soustavu N rovnic pro N koeficientd ay,..., o
Determinant této soustavy je Gramiv determinant vektort baze

a.a a.a, a.a,
G =248 &.4& a,-ay| (5.10)
a,.a a,.a .. a,.a,

Oznacime-li G,, algebraicky doplné&k prvku a, . a, dostdvame podle Cramerova
pravidla pro koeficienty «,, vyrazy

G
o = —=, 5.11
- (5.1)

Dosadime-li je do (5.8), dosp&jeme k pozoruhodnému vyjddieni vektori re-
ciproké mfizky
a'l= —(%(G“al +...+ G,,a,). (5.12)

Oznaéime-li tedy symbolem G, determinant vznikly z Gramova determi-
nantu nahrazenim s-tého fddku vektory béze, 1ze (5.12) zapsat ve tvaru

at = G (5.13)

Tento vysledek — formalné& velmi jednoduchy - je ve skute¢nosti dosti kom-
plikovany, je-li tieba rozepisovat determinanty. Skutecnosti je, Ze pfi N =1 je
vysledek (5.13) trividlni, pfi N = 2 je cenny a v pfipad€ N = 3 je nepfiméfené
komplikovany ve srovndni s b&Zné pouZivanym vyjidfenim prostfednictvim
vektorovych soucinti.

Zivérem odstavce uvedeme vztahy mezi vektory pfimé a reciprok€ baze
VE,E,aE;:

V E, zfejmé je

at=2 =9 __ (5.14)
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V Esje

a, a% a 4&.a,
a.a a a a
at = e T ! 2
a; a,.a, ;  a,.a,
a,.a a a,.a a
tj.
a—l — a22 al - (al : 82 )az -l a12 82 - (al . 82 )al (5 15)
b . .
l alzazz - (8,.82)2 ’ alzaz2 - (81-82)2
Naopak
_ (@' Ve - (a' 8))a) MV (&' a8’ o

@@ -@ Y T @@ - (e a )y
V E; jsou vztahy tradi¢né€ pouZivané mnohem jednodussi nez (5.13). Odvo-
zujf se takto: Z (5.7) vyplyv4, Ze a7 je kolmy k roviné (a,,8;), a3' je kolmy k ro-
ving (a;,8,) a a3' k roviné (a,,8,). Plati tedy
ax_l = ¢(a, x a,), az_l =g (a,x a,), a:;l =g,(a,x a,).

Skaldrnim vyndsobenim téchto rovnic postupné vektory a,, a,, a, dostaneme
s pfihlédnutim ke (5.7)

1
E, = % = 83 = e
’ a,.(a,xa,)
TakZe
-1 - az X 83 82-1 - a3 X al 1 - 8! X az (5 17)
! ’ » e e, 3
a.(a,xa,) a.(a,xa,) a . (a,xa,)
Naopak
a‘l X a—l a_l X a—l a-l X a—l
al - ;:T-—%;Tja_—l—; ’ a2 = a*‘l za—l xl a-]) ’ a3 = a_1 ‘(a—l Xza—l) -(5.18)
oA 3 1 = \"2 3 1 -\ 3
Friklad 5.2

Vypotitame zdkladni vektory reciproké miizky k prosté obdélnikové miizce
v I, s pomé€rem délek zdkladnich vektort 1:2 a s delsi stranou elementédrni
buiiky ve svislém sméru. Délky zdkladnich vektorti a,, 8, oznacime a, = a, a, =
2a (viz obr. 5.5(a)), takZe a,?= a?, a,> = 442, a, . &, = 0. Ze vztaht (5.15) pak vy-
plyvaji zdkladni vektory reciproké miizky ve tvaru a,! = a,/a?, a,”! = a,/(2a)
Maiji tedy zdkladni vektory reciproké miizky tyZz smér jako vektory ptivodni
mifzky a jejich velikosti jsou a,™! = 1/a, a,! = 1/(2a). Reciprokd mfiZka je opét
obdélnikovd, aviak s pomérem stran elementdrni bufiky 2:1, tj. s del3{ stranou
ve vodorovném sméru (viz obr. 5.5(b)).

Kdybychom z n&€jakého diivodu nezvolili zdkladni vektory nasi obdélnikové
miiZky ortogondlni, ale né&jaké jiné, dostaneme oviem tutéZ reciprokou
miiZku; bude pouze charakterizovdna jinymi zdkladnimi vektory: Zvolme za
zdkladni vektory miiZky napf. vektory aj, & podle obr. 5.5(c). Zfejme je
a;>=8a?, ay’= 542, a] .8, = 642, takZe ze vztaht (5.15) vyplyvaji pro zdkladni vek-
tory reciproké miizky vyrazy

3. Lo
ial' - ga; -=a; +2a
al—l 4 2 azf—l —_ 2 .
1 az ? a2
Velikosti t&chto vektort jsou
al—l —_ __5_ al—l — [2__
' 2a’ ? a
(viz obr. 5.5(d)).
° ° ° .
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Obr. 5.5 Dvojrozmérna obdélnikovd m¥izka (a), (c) s rizné zvolenymi zdkladnimi vektory &, 8,
a jejf reciprokd mifZzka (b), (d).
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Priklad 5.3

Vypocitdme reciprokou mfiZku k centrované obdélnikové mfiZzce v E, s po-
mérem stran obdélnikové elementdrni buriky 1:2 a s delsi stranou ve svislém
sméru. Protoze jsme se dosud zabyvali pouze mfizkami tvofenymi body (a ni-
koli dvojicemi bodii nebo jinym motivem), zvolime za zdkladni vektory neor-
togondlni vektory a, a a, podle obr. 5.6(a). Ziejmé je a7 = a?, a5 = 5a%4,
a, . &= a*2. Z rovnic (5.15) pak vyplyv4, Ze zdkladni vektory reciproké mifzky
jsou

5 1 1

~a, - —a, --a, + a,

O a_ 2
a = 2 ’az_ 2

a a

Jejich velikosti jsou

5
2a

a' = , a4 =~

a
(viz obr. 5.6(b)). Reciprokd miizka je tedy opét centrovand obdélnikova
miiZka, avak s pomérem stran elementdrni buiiky 2:1, tj. s delsi stranou ve vo-
dorovném sméru.

» 2
26 % 06 14

by, 5.6 Dvojrozmérnd centrovand obdélnikova mfizka (a) se zdkladnimi vektory &, & definuji-
clmi primitivni m¥izku a jeji reciprokd mfizka (b).

6 Konvoluce

Konvoluci f; * f, funkci fi(x) a fo(x), x € Ey, se rozumi integral
fixf, =j---Jﬂ(Y)£(x—y)d”y. (6.1)

Podminky existence jsou slozité. N&kdy se uvadi jako dostacujici podminka
absolutni integrovatelnost asponl jedné z funkci f), f,. Jinou dostacujici
podminkou je existence 2¥-tantu, kde ob¢& funkce jsou absolutné integrova-
telné.

Konvoluce je komutativni

fixf = h* S (6.2)
asociativni
(h*h)* f, = fix(h* f), (6.3)
distributivni
(e i+ h)*fi=afi*xfi+of*f, (6.4)
invariantni vzhledem k translaci, tj. ozna¢ime-li f;(x) * fo(x) = f3(x), plati také
filx = xP) = f,(x) = fi(x - x©). (6.5)
Vsechny tyto vlastnosti Ize dokdzat jednoduchou dpravou konvoluéniho inte-
grélu.

V krystalografickych aplikacich se konvoluce hojné vyuzivd k zdpisu
translace né&jaké funkce f(x) (motivu, elementdrni buiiky). Pak druhou
funkci v konvoluénim integrélu je funkce delta a translace x(¥ se zapiSe vy-

razem
fix = x9) = J‘mJ‘f(Y)5(Y - (x = x?))d" = f(x)* 8(x - x¥). (6.6)

Pfi vypoctech Fourierovy transformace mfiZky je pak dulezité v&dét, co je
Fourierovou transformaci konvoluce. Vypovida o tom ndsledujici véta:
1. '

5% 5} = =5 RE. 6.7)
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a tedy
FHEE} = A" fi*f,, (6.8)
2.
F{fr}=B" F*E, (6.9)
a tedy
FHE*E} = = 15 (6.10)

Vyjadreno slovy: 1. Fourierova transformace konvoluce funkci je (aZ na even-
tualni konstantni faktor) sou¢inem Fourierovych transformaci funkci. 2. Fou-

rierova transformace sou¢inu funkci je konvoluci Fourierovych transformaci

funkci.
Vzhledem k dileZitosti této véty naznalime dlkaz tvrzeni (6.7) a (6.9):
1. Diikaz tvrzeni (6.7) je snadny a zaklddd se na zdméné pofadi inte-
grace

F{fi=r}=a" jj U---J‘fl(y)fz(x ~¥) d"y}exp (-ikp.x)d"x =
= J---Iﬁ(Y){A”J-.-Jﬁ(x—Y)exp[(-ikn(x—Y)]d”(x—Y)}

exp(-ikp.y)d"y.
Vyraz ve sloZené zdvorce je roven F,(p), takze

§ {#*£} = BE(®) 47 B(P) = 7 R(PIE(P).

2. Dlkaz tvrzeni (5.9) je o malo sloZit&jsi. Zakldda se na zdméné& potadi in-
tegrace a integralnim vyjadfeni funkce delta

F{rh}= A" J-J f(x)f,(x)exp (-ikp.x)d"x =

= A”BZNJ....J.I:J‘...IF;(r) exp (ikr.x)d"r x

xJ-...JP;(s)exp(iks. x) d”s] exp(-ikp.x)d"x =

ANB"”J...JFI(r) J-J-FZ(S)J'J‘ exp[ik(r + s - p). x] x

xd"xd"s d"r.

il
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Integrél podle x je integrdlnim vyjddfenim funkce delta
J' J-explk(r+s—-p) x] x-[—l——]—] o(r + s — p). (6.11)

Pouzitim filtra¢ni vlastnosti funkce delta a vztahu (2.3) dostdvdme tvrzeni
(6.9)

stiny= (w2 [ omo- o wnes

Pfi difrakénich experimentech se téméf vZdy registruje intenzita zafeni, a ni-
koli komplexni amplituda pfisluSného vinéni. Je-li difrakéni jev charakterizo-
véan Fourierovou transformaci, znamend to, Ze experiment poskytuje uidaje ni-
koli o Fourierové transformaci F(p) né&jaké funkce f(x) charakterizujici
zkoumany objekt, ale o ¢tverci modulu [F(p)I? Fourierovy transformace funkce
f(x). VyuZijeme tedy pravé uvedené véty a odvodime je$té jiny vyznam Ctverce
modulu Fourierovy transformace.

Podle (6.7) je

F(p)F'(p) = A" §{f(x) = 3 {F (p)}}.

PouZitim (2.3) a vyrazu (6.11) pro funkci delta vypocteme inverzni transfor-
maci komplexné& sdruZzené Fourierovy transformace

FHF (p)} =

= B”J‘...J{A” j...Jf'(x’) exp(ikp. x’)d”x:’exp(ikp. x)d"¥p =
= (AB)" j...Jf'(x’) {j...jexp[ikp. (x’ + x)] d”p} d*x’ =
(ABWJ J Jf (x)6(x" + x)d"x’ = f'(~x).

F(p)F'(p) = A" F{f(x)* f(-x)} =

Y 8{-[---Jf(Y)f'(y - x) d”v}- (6.12)
Integral

f(x)* f(-x) = J~-~jf(y)f'(y -x)d'y = J‘---J‘f'(y)f(y +x)d%

Takze

i
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se nazyvd autokorelaéni funkci funkce f(x). V krystalografickych aplikacich se
pfi redlné funkci f tento integral nazyva zobecnénou Pattersonovou funkci (viz
(8], str. 92).

Z (6.12) tedy vyplyvd, Ze ¢tverec modulu Fourierovy transformace je Fou-
rierovou transformaci autokorelace funkce charakterizujici objekt. Jinymi
slovy, kdybychom vypocetli nebo experimentalné ziskali inverzni Fourierovu
transformaci z intenzity I(p) = F(p)F"(p), ziskali bychom nikoli funkci f{x) cha-
rakterizujici objekt, nybrz pouze jeji autokorelaci.

7 Nekonecna krystalova miizka a jeji Fourierova
transformace, strukturni faktor

V odst. 5 jsme se zabyvali nekone¢nou miizkou tvofenou body. VyuZijeme
nyni véty o konvoluci Fourierovy transformace k vypoctu Fourierovy trans-
formace nekoneéné miiZky tvofené pravidelnym rozmist€nim né&jakého sloZi-
t&jstho motivu. Takové miiZce se fikd (bez ohledu na dimenzi) krystalova
miizka. Charakterizujeme-li elementérni buiiku funkci f,(x), je zfejmé (srov.

vy

(5.3), (6.6)), Ze nekoneénou krystalovou mfizku f(x) charakterizuje konvoluce

f(x) = f,(x)* 3, 8(x - x,), (7.1)

neinf
v niz
X,=na +..+n,a, (7.2)
znadi miizkovy vektor. Podle véty (6.7) a s pouzitim (5.6) a (2.3) je ziejmé, Ze
Fourierova transformace nekonecné miizky (7.1) je ddna soucinem

(=) 1 _2n
F(p)~[[kJ RGP 5. (7.3)

v némz F,(p) znadi Fourierovu transformaci elementarni buiiky f,(x) a
p, = ha'+..+h, a; (7.4)

miizkovy vektor reciproké mfizky. Vyraz (7.3) lze upravit do tvaru

F<p>=(%j”-;; > 5 (20, ){p- 2p,). 2.5)

Fourierova transformace nekonecné miizky (7.1), jejiz mfizkové polohy x,
jsou osazeny elementdrnimi butikami f;,(x), je nekonecnd miizka (7.5) tvofend
body, jejichZ ,,vdha* je riznd a je ur¢ena hodnotou Fourierovy transformace
F v téchto bodech. To neni nic pfekvapujiciho, nebot nekonecnd miizka (7.1)
je periodickou funkci, a proto samoziejmé md diskrétni spektrum.

Vyjadiime-li m¥izku (7.1) prostfednictvim inverzni Fourierovy transfor-
mace (2.2) funkce (7.3), dostaneme Fourierovu fadu funkce (7.1)

fy(x) 3 8(x = x,) =

neinf

1 B . 2%
= — ) E,(p)exp(ikp.x) X8 p- ’T’Pn)dNP:
A v(/ o heinl l\
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= .A—”lx_/u—,,éf”(zk_np") exp(2ni p, . X). (7.6)
K dplnému popisu nekoneéné krystalové miiZky i jeji Fourierovy transfor-
mace stadi tedy zndt miizkové vektory p, reciproké mfizky a hodnoty Fourie-
rovy transformace F, elementdrni buiiky v bodech 2n/k p,. Tyto hodnoty
F,(2n/k p,) se nazyvaji strukturni faktor a jsou tabelovany. Rovnéz jsou tabe-
lovdny rozvoje (7.6) viech dvojrozmé&rnych a trojrozmérnych miizek (viz [11],
str. 353 az 525).

Pozndmka:

Terminologie je zde pon&kud nesjednocend (srov. napf. [6, 11, 12] vs. [13,
14]). Logické by bylo nazyvat Fourierovu transformaci Fy(p) elementdrni
buriky strukturni amplitudou, ¢étverec jejtho modulu | Fy(p) I strukturnim fak-
torem, hodnoty F,(2n/k py), resp. |Fy(2n/k p,)| 2 strukturni amplitudou, resp.
strukturnim faktorem v bodé p = 2n/k p,,.

Uvedeme nyni, jak se strukturni faktor F;, pocitd. Necht elementédrni buiiku
tvofi U rozptylovych center (atomy, ionty, molekuly) charakterizovanych
funkcemi f,(x), u = 1,..., U (elektronova hustota v rentgenové difraktografii,
elektrostaticky potencidl v elektronové difrakci apod.). Je-li u-té rozptylové
centrum lokalizovdno v elementdrni burice v poloze

X, =€,a +...+¢&,a,, €, €(0,1), (7.7)

charakterizuje elementarni buiiku funkce

fox) = SL00*8x-x). (7.8)
Jeji Fourierova transformace ma pllc;dle (6.7) a (2.10) tvar
F,(p) = $.E(p) exp(-ikp. x,) (7.9)
a hodnoty v bodech p = 2n/k p, jsu:u
Fu(z—kn—p,,) = i}ﬁ(%ph)exp(dni p,.X,). (7.10)

Fourierova transformace F,(p) se nazyva atomovy rozptylovy faktor. Je rov-
n&Z tabelovana (viz napf. [15, 16]) pro rozptyl rentgenového zéfeni, elektroni
i neutronti. Ve strukturni analyze se pro strukturni faktor F,(2n/k p,) pouzivé
symbolu F(hkl) a pro atomovy rozptylovy faktor Fy(p) symbolu f (viz napf.
[11], str. 353).

Vypodteme strukturni faktor né€kolika miizek. Omezime se na mfiZky
prvkid (4. £,(%) = fo(x), F.{p) = Fo(p) pro viechna u), zato viak uvedeme
strukturni faktor tém&¥ viech mfiZek, které jsou pro prvky dilezité (srov. [12],
tab. 1.3).
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Pro miizku s elementdrnimi buitkami tvofenymi jedinym atomem umisté-
nym v pocdtku elementdrni buiiky je zfejmé Fy, = F.

Objemové centrovanou miizku tvofi elementdrni buiiky se dvéma atomy.
Polohové vektory (7.7) atomi jsou x, = 0, x, = 1/2(a; + ... + ay), takZe struk-
turni faktor (7.10) je

Fu(gkﬁph) = F(,(%ph) {1 +exp[-in(h, +...+ hy )]} = F[1+(-1)" "'““”"’*]1
TakZe
F, = 2F,, kdyz h, +... + h, = sudédislo,
F, =0, kdyZh, +...+ h, = lichéZ&islo. , (7.11)

Plosné centrovand trojrozmérnd miizka md elementdrni buiku se Ctyfimi
atomy s polohovymi vektory x, = 0, x, = 1/2(a, + &,), X, = 1/2(a, + &), x, = 1/2(#,
+ a&,). Strukturni faktor pak je

Fy = R+ ()" + (1) + ()],
Takze

F, = 4F,, kdyz&isla h,, h, ,h; jsoustejné parity ,

F, =0, kdyZé&isla h, h ,h, jsourizné parity.

Hexagondlni nejsméstnan&jsi miizka mé elementdrni bufiku se dvérma
atomy v polohach x, = 0, x, = 2/3a, +1/3a, +1/2a,. Strukturni faktor je tedy din
vyrazem

F, = Pg{l + exp[-——g— ni(2h + hz)] exp(-i nll,)}.

Rozborem tohoto vyrazu Ize nahlédnout, Ze

F, =0, kdyz 2h + h, = 3n, h, = liché&islo,
F, =2F, kdyz 2h + h, = 3n, h; = sudédislo,
F, = 3(3FiV3) K, G.|R[ = JE[, kdyz 2h + hy=3n £ 1, by = liché &fslo,
F, = H(121V3) R, G.|R[ = |E[, kdyz2h + h=3n %1, b = sudé tislo,

Diamantovd mfizka md elementdrni buiiku s osmi atomy s polohovymi
vektory

x, = 0, x, = ;(a, + a, + 3a,),
x, = y(a +a,), x, = +(a, + 3a, + a,),
x, = y(a, +a,), x, = .(3a, +a, +a,),
x, = y(a, + 8,), x, = y(a, +a, + a,).
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Strukturni faktor (7.10) je pak dan vyrazem
Fy = B[1+ (<" + (<1)"*" + (-1)"*" +

+ (i)t (_i)”:*‘:”’z*"s_*_(__i)3h1*hz+”>+i"1+’h+hn]_

Rozborem se zjisti, Ze

F, =0, kdyZ h,, h,, h, jsourdzné parity , nebo kdyz h+ b+ h, = 2(Q2n + 1),
F, = 8F,, kdyZ h, h,, h;jsouvesméssudad ¢islaa h + h, + b, = 4n,
F, = 40 £1)F, 4. |F[ = 32|E[, kdyz h, h,, h, jsou vesmés lich4 &sla

(znaménko imagindrni ¢dsti je shodné se znaménkem u jedni¢ky ve vyrazu
hl +h2+h3:4n i 1).

Priklad 7.1

Vypocitdme znovu reciprokou miizku k centrované obdélnikové mftizce v E,
s pomé€rem stran obdélnikové elementdrni buiiky 1:2, zndmou z piikladu 5.3.
Nyni v8ak zvolime za zdkladni vektory mifizky ortogondlni vektory a,, a, podle
obr. 7.1(a). Zakladni vektory reciproké miizky se vypocitaji stejné jako v pii-
kladu 5.2 a jsou tedy a,7 = a,/a?, a,! = a,/(2a)? (srov. obr. 7.1(b)). Strukturni
faktor je podle (7.11) roven nule v bodech, kde A4k, jsou riizné parity (na obr.
7.1(b) jsou oznacdeny kfizkem) a 2F, v bodech, kde 4, h, jsou téze parity (na
obr. 7.1(b) jsou oznadeny kolecky). Je ziejmé, Ze reciprokd mfizka tvofend
body s nenulovym strukturnim faktorem je stejnd jako v piikladé 5.3 (obr.
5.6(b)). (Mohlo by se zdat, Ze je rozpor v tom, Ze nenulové hodnoty struktur-

@ [ ] [ ] [}
02 12 22 32 + °
05 15 25
[ ] ® [ [ + [J
04 14 24
e . . + ° +
01 11 21 31 03 13 23
| ® + Py
Gl o | o ° 02 12 22
| YR 5
] 1 '
t—-——-j a -
Q 2 — f a’ I
oo 8,10 20 30 00 G 10 20
a b

Obr. 7.1 Dvojrozmérna centrovand obdélnikovd mfizka (a) a jeji reciprokd mftizka (b). Za z4-
kladni vektory miizky byly zvoleny ortogonalni vektory a,, &, takZe na elementdrni buiiku pfi-
padaji dvé rozptylovd centra. V disledku toho neni strukturni faktor Fy, (hy, h;) tyZ pro viechny
hodnoty h,, h,, nybrz je roven nule v m¥izkovych bodech oznadenych kfizky a 2F, v bodech ozna-
Zenych kolecky.
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niho faktoru jsou nyni 2F,, kdeZto v ptiklad€ 5.3 by byly pouze F;. Skuteéné
tomu tak je, je vSak tfeba mit na paméti, Ze ve vyrazu (7.5) pro Fourierovu
transformaci nekonecné miizky je ve jmenovateli objem V elementirni
buriky. Elementdrni buiika m4 v pfikladu 7.1 dvojndsobnou velikost ve sroy-

ndni s primitivni buitkou v piikladu 5.3 (srov. obr. 7.1(a) a 5.6(a))).




8 Kone¢na mfizka a jeji Fourierova transformace,
miizkova a tvarova amplituda

Kone¢nou miizku f(x) — pravidelné rozmistény motiv f; (x) (elementarni
buitka) v kone¢né oblasti V N-rozmérného prostoru - Ize matematicky popsat
dvéma formadlné odlisnymi zplisoby:

f(x) = f,00% 3 8(x - x,), (8.1a)

neV

F(x) = 00 3, 8(x = x,) s(). (8.1b)
Vyraz (8.1a) je ptirozené&jsi, nebof suma pfedstavuje soucet konecné¢ho poctu
s¢itanch (symbol n € V vyjadfuje, Ze soudet tvoii s¢itance, v nichZ koncovy bod
miizkového vektoru x, (7.2) patH do oblasti V). Ve vyrazu (8.1b) se naproti
tomu vymezuje konecnd oblast V z nekoneéné mifizky (s¢itd se pfes vSechny
hodnoty multiindexu n) pomoci tzv. tvarové funkce s(x) (charakteristické
funkce oblasti V):

s(x)=1, kdyZ x e V,

s(x)=0, kdyZz x ¢ V. (8.2)

Pokud piedpoklddame, Ze kone¢nd miizka je tvofena jen kompletnimi ele-
mentdrnimi busikami, je vyraz (8.1b) nezdvisly na pofadi, v némz se provadi
konvoluce a ndsobeni, a oba vyrazy (8.1a) a (8.1b) jsou ekvivalentni.
E:kvivalentni jsou i Fourierovy transformace obou vyrazii (8.1). Jsou viak
vyjadieny riznymi funkcemi.
Fourierova transformace vyrazu (8.1a) je podle (6.7) a (2.10) souCinem

F(p) = F,(p) G(p), (8.3)

v ném? funkce
G(p) = Y, exp(-ikp. x,) (8.4)

neV

vy

je souétem koneéného podtu fazord, ktery v. Laue [18] nazval mfizkovou am-

plitudou. Je zfejme periodickou funkci s 2n/k-ndsobnou periodicitou recip-
roké miizky a ponévadz p, . x, je cel€ Cislo, je
2n 14

ax |G = G| — =
max |G(p)| ( p ph) 7

Podil VIV, je pocet elementdrnich bunék tvoficich kone¢nou miiZku.

(8.5)
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Fourierova transformace vyrazu (8.1b) je podle (6.7), (6.9), (5.6) a (7.4)
déna vyrazem

Fo) g B (P) 3 8(p - 2 p, ) s(p), (8.6)
kde
S(p) = F{s(x)} = A" J...J'exp(—ikp. x)d"x. (8.7)

Funkci S(p) nazval Ewald [19] tvarovou amplitudou. TymzZ terminem se ozna-
Cuji i veliCiny umérné Fourierové transformaci tvarové funkce, zejména bez-
rozmérné veli¢iny

¥(p) = —

v v SP) (8.8)

Je zfejmé, Ze pro p = 0 nabyvaji absolutni hodnoty téchto veli¢in maximalnich
hodnot

S(p) a  G(p)=

S(0) = AYV, W(0)=1 G/(0)= VV' (8.9)

U
Pouzitim tvarové amplitudy G, lze pfepsat Fourierovu transformaci (8.6)
konec¢né mfiZky do tvaru

2n
Fo) = £®) 3 8- Zp, )G (o), (8.10)
jenZ md pfesné stejnou vystavbu jako vyraz (8.1b) charakterizujici koneénou
miizku. Fourierovu transformaci kone¢né miiZky tvofi tedy tvarové amplitudy

Obr. 8.1 Fraunhoferova difrakce na dvoj¢etné Siemensové hvézdici. Hvézdice je vyobrazena v le-
vém dolnim rohu difrakéniho obrazce. Ramena difrakéniho obrazee jsou kolma na rovné tseky
okraje hvézdice. Dvojcetné Siemensovy hvézdice je pouzito jako zdkladniho motivuy, jehoZ trans-
laci vznikly miiZky na obr. 8.2.
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Obr, 8.2 Dvojrozmérné Stvercové mifzky v levém sloupci j§ou tt/o?f:ny transla(}:x' rﬁlzné 01;1611(1;(2):"‘2')%-
nyeh dvojéetnych Siemensovych hvézdic. Fraunhoferovy (lilfrakcm){e\"'y’v pravém sloupci ul ! i ;
se difrakéni obrazec na mfizce je vymezen difrakel na motivu vytvarejicim miizku (srov. orientac
ramen kolmych k rovaym okrajim Sicmensovy hvézdice).
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Obr. 8.3 Vliv vnéjsiho tvaru koneéné miizky na tvar difrakénich stop [23]. (a), (b) - dvojroz-
mérné mfizky s touZ strukturou (Ctvereénou), aviak s rdznymi vnéjSimi okraji. (c), (e) a (d), (f) -
Fraunhoferova difrakee z (a) a (b). (c), (d) - celd stfedni &ast difrak&niho obrazce. (e), (f) ~ de-
tail ukazujici tvar difrak¢énich stop {(étverec modulu mfizkové amplitudy G(p)). Vedlejsi maxima

uprostied bungk reciproké miizky zfetelnd v (f) zanikaji s rostouci velikosti mifzky. (Jejich in-
tenzita je imérnd poctu rozptylovych center, kdeZto intenzita hlavnich maxim roste s kvadritem
poctu rozptylovych center.)
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G,(p) rozmisténé v miizkovych bodech 2n/k p, a ndsobené Fourierovou trans-
formaci F,(p) elementdrni buiiky. Tato analogie mezi kone¢nou mfizkou a jeji
Fourierovou transformaci je snad jeSté zfejmé&;jsi z vyrazi, které se ziskaji, kdyz
se v (8.1b) a (8.10) provede nejprve ndsobeni a potom konvoluce:

fx)= 2 s(x,) fy(x - x,), (8.11)

neinf

F(p) = 3 F, ( ) G, (p— %ph). (8.12)

heinf

Jinymi slovy a formélné nahlizeno, Fourierovou transformaci kone¢né

miizky je opét ,,konecnd“ mfizka, v niZ tvarové amplitudy G, hraji roli elemen-

tarnich bun&k f,, a Fourierova transformace F; elementdrni bunky hraje roli
tvarové funkce s a omezuje rozsah ,konecné“ miiZky v prostoru Fourierovy
transformace (srov. obr. 5.3, 8.2, 8.3). Lze v tom op€t spatfovat projev recipro-
city. Velkému v prostoru proménné x odpovidd malé ve Fourierové prostoru
proménné p a naopak. V&cné viak neni analogie mezi kone¢nou mifizkou a jeji
Fourierovou transformaci tak tplnd jako formdlné. UZ proto, Ze konelnd
miiZka je prostorové vymezena tvarovou funkci s(x), jeZ nabyva nulové hod-
noty skokem (viz (8.2)), kdeZto Fourierova transformace konecné€ miiZky je
koneénou mfizkou ve Fourierové prostoru jen v tom smyslu, Ze je vymezena
Fourierovou transformaci F (p) elementdrni buiiky, jez jde k nule pouze
asymptoticky, kdyZ p — oe.

Fourierovu transformaci kone¢né miizky lze tedy vyjadfit dvéma formdlné
riiznymi vyrazy. Jednak vyrazem (8.3), prostfednictvim mfiZkové amplitudy
(8.4), jednak vyrazem (8.10), resp. (8.12), prostfednictvim tvarové amplitudy
(8.8). Mohlo by se zddt, Ze k vypo¢tu Fourierovy transformace konecné
miizky je vZdy vyhodné&jsi pouZit vyrazu (8.3), ktery je souCinem dvou jedno-
duchych funkci, nez vyrazi (8.10) nebo (8.12), které ptedstavuji N-ndsobné
nekoneéné fady. Lze viak uvést aspoit tfi diivody, které vysvétluji, proC tomu
byva pravé naopak:

(i) Miizkovou amplitudu G(p) byvé obtizné vypocitat podle definice (8.4).
Je-li totiZz vn&jsi tvar miizky ponékud komplikovanéjsi, byva obtiZné specifi-
kovat meze souétu (8.4). Proto miZe byt uZitecny vztah, ktery se ziskd porov-
ndnim (8.3) a (8.10)

op) = S a@rs(p-2Ep,) - S a(p-Ep ) @1)

heinf heinf
Vyjadfuje mtizkovou amplitudu G(p) (periodickd funkce) superpozici tvaro-
vych amplitud G,(p) (neperiodicka funkce).
(i) Je-li kone¢nd mfiZzka tvofena velkym poctem elementdrnich bunék
v kazdém sméru, ma modul tvarové amplitudy | G,(p)l velmi ostré maximum
v poditku, tj. G,(p)V,,/V se vyraznéji lidi od nuly jen v blizkosti poc¢atku. V dii-
sledku toho v blizkosti bodi p = 2n/k p, plati
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nebot pfispévky viech ostatnich ¢lenil fady (8.13) jsou zanedbatelné. Tvaro-
vou amplitudu G,(p - 2n/k p,) lze tedy pouZit jako lokélni aproximaci n
kové amplitudy G(p) v okoli bodl p = 2n/k p,. To byl také plivodni podnét ke
studiu tvarové amplitudy, kdyZ v r. 1936 v. Laue [20] aproximoval soucet (8.4)
integrdlem vyjadfujicim tvarovou amplitudu G,.

(iii) Kone¢nd mfizka md vZdy tvar né&jakého N-rozmé&rného mnohos
(polygonu v E,, mnohosténu v E;). Tvarové amplitudy mnohosténii Iz
mérné snadno vypocitat, nebot integrdl (8.7) je vidy mozné vypodist ar
ticky, a tim vyjddfit tvarovou amplitudu algebraicky. Upozornil na to v. |
jiz v r. 1936 [20] a doporuloval vyuZit k vypoctu integrélu (8.7) tzv. Ab
transformace (viz [23]). V r. 1939 Patterson [22] po¢ital tvarové amplitudy né-
kterych mnohosténi tak, Ze rozloZil mnohostén na Ctyfstény, vypocetl (v
vou amplitudu obecného &tyfsténu a tvarovou amplitudu mnohosténu vyjaclii
jako superpozici tvarovych amplitud ¢tyfsténti. Algebraické formule pro tva-
rové amplitudy obecnych mnohothelnikd a mnohostént vSak byly publik¢
vany teprve neddvno (viz [23]). Pomoci nich se tvarovd amplituda m
sténli, resp. mnohothelnikl bez obtiZi vypocitd a Fourierovu transfc
kone¢né miizky je pak vyhodné pocitat podle vztahu (8.12). Ptitom je vz
dem k (8.14) moZné nahradit nekone¢nou fadu (8.12) n€kolika sc¢itanci,
dokonce jedinym.

G(p)=G (P— 2k p,,), pokud l p,, (8.14)
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9 Podminky pro sméry hlavnich difrakénich maxim pri
difrakci na mrizkach

V iivodu bylo vysvétleno, Ze amplituda zédfeni difraktovaného néjakym objek-
tem f(x) ve sméru n = ny+ p je urena Fourierovou transformaci F(p) objektu
/v bodé, jehoZ privodic je roven vektoru rozptylu p. Nékolik pfedchozich od-
stavcll pojedndvalo o Fourierové transformaci miizek. Je tedy vSe pfipraveno
k diskusi difrakce na miiZzkdch. Zaéneme difrakci na trojrozmérné mfizce.

Vidéli jsme, Ze Fourierovou transformaci mfizky je reciprokd mfizka defi-
novina vztahy (5.7) homogenné a izotropné deformovand v poméru
2n/k (srov. napf. (5.6)). V pfipadé, Ze pivodni mfiZka je konecnd, jsou mfiz-
kové polohy 2n/k p, této reciproké mifZky osazeny tvarovymi amplitudami G,
(srov. (8.12)), jez superponuji a vytvafeji miizkovou amplitudu G(p) (srov.
(8.13)). Hlavni difrakéni maxima jsou tedy ve smérech n,, pro néz je vektor
rozptylu roven mfizkovému vektoru p = 2n/k p,, (srov. (8.5)), takZe podle (1.3)

je
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My =My = == Py (9.1)

Z«de oviem k uz neni konstanta, kterou bychom si mohli volit (jako ve Fourie-
rové transformaci), nybrz vinové &islo k = 2m/A (A je vinova délka zéfeni), jak
jo tomu v integralu (1.4). Podminka pro sméry n, hlavnich maxim tim nabyva
tvaru

L - %o - p,, (9.2)
sniamého z ptirudek strukturni analyzy (viz téZ napf. [18] str. 115). Geometric-
kou interpretaci této podminky je Ewaldova konstrukce, jiZ se rozumi toto (viz
obr. 9.1):

(i) Pomoci vztaht (5.7), resp. (5.17) sestrojime reciprokou miizku k mifiZce,
na niz dochazi k difrakci, a mtizkové polohy osadime tvarovymi amplitudami
(;, vypoctenymi podle (8.7) a (8.8) (do (8.7) dosazeno k = 2r).

(ii) Pocitkem O reciproké miizky vedeme kulovou plochu p o poloméru
I/A a se sttedem v bodé C uréeném podminkou CO = nyA (Ewaldova kulova
plocha).

(iii) 7 rovnice (9.2) pak vyplyvd, Ze difrakéni maxima maji sméry n, ze
stiedu O k tém bodiim Q kulové plochy p, které koinciduji s miizkovymi body
p, reciproké miizky.
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Jinym vyjddfenim podminky (9.2) jsou Laueho rovnice [24]. Ziskaji se z rov-
nic (9.2) postupnym skaldrnim ndsobenim zdkladnimi vektory a,, a,, a; miiZky.
Pouzitim (5.7) dostaneme

(n,-n,).a =hA, tj. cos a —cos o, = hA/a,,
(n,—n,).a =hA, t. cos a —cosq, =hAi/a,
(n, —n,).a, = hyA, tj. cos @, —cos ¢y = h,A/a,, (9.3)

kde «,, znadi dhel (n,,a,), tj. Ghel sméru dopadajiciho zafeni a sméru zdklad-
niho vektoru a, miizky. Podobné «, znaci dhel (n,,a,), tj. dhel sméru difrake-
niho maxima a vektoru a,.

Porovndnim velikosti vektor na obou strandch rov. (9.2) se ziskd znamd
Braggova rovnice [25]. Podle obr. 9.2 plati n, — ny = 2 sin® a z mifzkové geo-
metrie je zndmé, Ze p, = 1/d,, kde d, je mezirovinnd vzdalenost rovin s Mille-

rovymi indexy (h,h,h;). TakZe z (9.2) plyne
A =2d,,, sind. 9.4)

Z Ewaldovy konstrukce (obr. 9.1) je zfejmé, Ze v obecném pifipad€ nemusi
Ewaldova kulovd plocha prochdzet Zddnym jinym mifizkovym bodem recip-
roké miizky kromé pocatku O, takze zadné hlavni difrak¢ni maximum nemusi

C
iy Q
5, P
A
X
X x
§\% Py
X
X 0 x
X

Obr. 9.1 Ewaldova konstrukce. X pfedstavuji tvarové amplitudy G, v m¥izkovych bodech recip-
roké miizky.

2sin

Obr, 9.2 K odvozeni Braggovy rovnice.
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byt pozorovatelné, a to i v piipadé, Ze je splnéna podminka A < 2a,. Toté? je
ziejm€ iz Laueho rovnic (9.3), nebot predstavuji tfi podminky pro tfi smérové
kosiny sméru hlavniho difrakéniho maxima vdzané oviem jesté podminkou, Ze
jde o sloZky jednotkového vektoru n,. Proto se pii experimentech pouZivé spo-
jitého rentgenového zéfeni (laueogramy) a podminka (9.2) je splnéna pro z4-
tent urcitych vlnovych délek nebo praskového prepardtu se viemi moznymi
orientacemi miiZzek (debyegramy) nebo otdcejiciho se krystalu (v poslednich
dvou ptipadech je (9.2) vZdy splnéna pro nékterou orientaci mfizkového vek-
toru p,). PHi difrakci rychlych elektront byvd vinova délka o dva fddy mensi
nez miizkove parametry, takZze Ewaldova kulova plocha p mé tak velky polo-
mér ve srovndni s miiZkovymi parametry reciproké miizky, Ze ji miizeme na-
hradit teCnou rovinou 7 v podtku O (viz obr. 9.3). Navic prepardty byvaji
tenké, takZe tvarové amplitudy maji tvar jehlic kolmych na prepardt. V di-
sledku toho je difraktovand amplituda ve smérech CQ znac¢n4, i kdyZ vektor
OQ se i3 od mfizkového vektoru p, = QQ' reciproké miizky (viz obr. 9.3).
Difrakeni obrazec lze pak (aspoi v jeho stfedni Edsti) povaZovat za rovinny fez
reciprokou mfizkou (odchylka Q'Q" je velmi mald ve srovnani s m¥izkovym
parametrem reciproké mfizky).

LT ol Tl dle

I

Obr. 9.3 Aproximace Ewaldovy kulové plochy p teénou rovinou 7 pfi difrakei rychlych elektront
na krystalech (A < a,).

Dvojrozmérna analogie k prdvé probrané trojrozmérné difrakei, kdy vek-
tory ny,, ng lezi v roviné dvojrozmérné mfizky, by mohla eventudiné mit jisty
vyznam pro plandrn{ optiku, nikoli v§ak pro strukturni analyzu. Nebudeme se
jt proto zabyvat. Uvedeme jen, Ze situace by byla obdobnd, nebot Ewaldova
kruZnice by prochazela pocatkem dvojrozmérné reciproké miizky a dvé Laue-
ho rovnice by obecné preurCovaly dva smérové kosiny sméru hlavniho di-
frakéniho maxima vdzané jesté podminkou, Ze musi byt slozkami jednotko-
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vého vektoru n,, mfizkové ,,pfimky* by byly charakterizovdany dvéma Millero-
vymi indexy (h,h4,) atd.

Velky vyznam pro fyziku povrchit (LEED, RHEED) a optiku (Fraunhofe-
rova difrakce) md v8ak trojrozmérnd difrakce na dvojrozmérnych miizkach.
Mini se tim situace, kdy na dvojrozmérny objekt dopadd rovinnd vlna s vekto-
rem n, neleZicim v roviné objektu (v praxi vét§inou kolmym k objektu).

M¢gjme tedy dvojrozmérnou miizku se zdkladnimi vektory a,, a, a necht na
ni dopadd rovinnd vlna, jejiZ vektor §ifeni n, svird s normdlou k miiZce ihel ay;
(viz obr. 9.4), tj.

a xa,
" laixa)]
Dvojrozmérna mfizka je nekone¢né tenkym objektem v E; (srov. (1.5)) a jeji
Fourierovou transformaci je dvojrozmérnd reciprokd mfizka v roviné rovno-
bézné s plivodni miizkou (podle vztahi (5.7)), nikoli v8ak nekonecné tenk4,
nybrZ naopak protaZzend do nekonecna ve sméru kolmém k dvojrozmérné
miiZce (srov. (1.6)). Vedeme-li po¢dtkem O Ewaldovu kulovou plochu p, mi-
Zeme olekdvat hlavni difrakéni maxima ve smérech ze stfedu C k bodiim,
v nichZ kulovou plochu p protinaji pfimky jdouci mfiZkovymi polohami pj
dvojrozmérné reciproké miizky kolmo k roviné miizky (viz obr. 9.4). Pod-

minka pro hlavni difrak¢ni maxima ma tedy tvar

COS Oy, =N,

n, - n, a,xa, 1 1 a,xa,
PR L SRS - N +l ——-—-—:ha + +l 71, 9.5
2 Py + 4 Ialxall 1 &y h a by by |3x><82| (9.5)

kde l,= 1, ,, je vzdalenost v reciprokém prostoru mezi mfizkovym bodem p,, =

Obr. 9.4 Ewaldova konstrukee pfi §ikmém dopadu zéfeni na dvojrozmérnou miizku L. RL - re-
ciprokd miiZka, p — Ewaldova kulova plocha, P,P -~ rovina difrakénfho obrazce kolmého na

smér 1, dopadajicfho zdfend.
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ha™ + hya, ' dvojrozmérné reciproké miizky a bodem Q, v némz kolmice
jdouci bodem p,, protina Ewaldovu kulovou plochu p.
Skaldrnim ndsobenim rovnice (9.5) postupné vektory a;, @, a a,x &/l a; x a,l
dostaneme
cos a; - ¢cos o, = h A/a,,
cos a, —cos &, = h, A/q,
COS @ — €OS Oy = 1, , A. (9.6)

Pro A < 2a, existuji vZdy sméry n, (cosa;, cosa,, cosas), jejichZ smérové kosiny
tyto rovnice splituji, nebot parametr /, , miiZze nabyvat viech redlnych hodnot,
nejen celociselnych. Je oviem zfejmé, Ze difrakni obrazee v roviné kolmé k pri-
marnimu sméru n, nemusi mit stfedovou symetrii. Mivaji zajimavy vzhled, kdy
difrakéni stopy jsou rozloZeny po obloucich pfedstavujicich ¢asti kuzZelosecek.

Pii kolmém dopadu je cosay, = cosay, = 0, cosay; =~1, takZe podminky (9.6)
nabudou tvaru

cos o, = hyA/a,,

cos o, = b A/a, ,
cos a; =1, , A-1. 9.7)

E:waldova konstrukce odpovidajici kolmému dopadu zéfeni na dvojrozmér-
nou miizku na obr. 9.5 ukazuje, Ze difrak&ni obrazec v roviné kolmé na pri-
mdrni smér méd v tomto piipade stfedovou symetrii. Difrak¢ni obrazce na obr.
5.3, 8.2 a 8.3 byly ziskdny pfi tomto experimentdlnim uspofdddni.

Zidvérem bychom chtéli znovu zdlraznit, Ze rovnice (9.1) az (9.7) pfedsta-
vuji prdvé jen podminky pro sméry hlavnich difrak¢nich maxim. V b€zné feli
se jim totiz fikd difrak¢éni podminky, ¢imZ mazZe vznikat dojem, Ze v jinych

/LT
/N
/ A\L
Y
s

\
L q RL

“[ I

IAVARARNY

N

Obr. 9.5 BEwaldova konstrukce pfi kolmém dopadu zéfeni na dvojrozmérnou miizku L. RL - re-
ciprokd miizka, p - Ewaldova kulovd plocha, PyP ~ rovina difrak¢éniho obrazce.

smérech Zddné zafeni difraktovdno neni. Mluvi se pak o diskrétnich difrak¢-
nich stopach a podobné&. To je jisté tim opravnéné&;jsi, ¢fm jsou konecné mfiizky,
na nichZ k difrakci dochazi, vétsi. Urcitéji feceno, mély by mit aspon stovku ¢i
stovky elementdrnich buné€k v kazdém sméru. Tak tomu také je v klasickych
oblastech strukturni analyzy. Jsou-li kone¢né mfiZzky mensi, jsou zfetelné po-
zorovatelnd i vedlejsi difrakéni maxima (srov. obr. 5.3, 8.2, 8.3), nékdy i spojité
rozloZeni intenzity v difrakénim obrazci.

Pfi studiu povrchil difrakénimi metodami, zejména pfi selek¢ni difrakcei po-
malych elektront [26], se miiZe uplatiiovat i difrakce na mfiZzkdch, které jsou
v nékterém sméru tvofeny jen desitkou ¢i desitkami elementarnich bunék. Pak
je ovéem Zddouci nespokojit se s hlavnimi difrak¢nimi maximy, ale - ve smyslu
Ewaldovy konstrukce — chdpat piislusné difraktogramy jako fezy Ctvercem

modulu Fourierovy transformace téchto mfizek Ewaldovou kulovou plochou.




10 Zaver

Smyslem této kapitoly bylo uvést matematickou stranku kinematické teorie
difrakce a tim formulovat vieobecné vychodisko k interpretaci difrakénich
obrazcil rizného druhu. Ve fyzice povrchii je to nejcastéji difrakce pomalych
elektrond (LEED) a difrakce rychlych elektront na odraz (RHEED). V po-
sledni dobé vsak jde i o analyzu obrazi povrchu ziskanych elektronovym mik-
roskopem s pomalymi elektrony (LEEM) pomoci difrakce svétla. Timto zpi-
sobem lze studovat jednak vlastnosti pfistroje (pfenosovd funkce, rozliSovaci
schopnost, astigmatismus), jednak vlastnosti zobrazeného povrchu (nezfe-
telné periodicity, orientace linedrnich wtvari apod.).

Znalost Fourierovy transformace miiZek je nezbytnd také pii vypoctech
Fourierovy transformace modell povrchovych struktur.
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