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Metoda maximálńı věrohodnosti
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Jak odhadnout parametry rozděleńı z experimentálńıch dat?

Máme sadu (nezávislých) naměřených hodnot x = (x1, x2, ..., xn)).

Rozděleńı xi je popsáno známou/předpokládanou hustotou pravděpodobnosti f(x|θ).

Parametry θ = (θ1, θ2, ..., θm) neznáme.

Jaký je jejich nejlepš́ı odhad (estimátor) θ̂ = (θ̂1, θ̂2, ..., ˆθm)?

Vlastnosti estimátor̊u

konzistence: pro n→∞ konverguje θ̂ → θ,

předpojatost: anlicky bias b = E[θ̂]− θ, b = 0 zamená nepředpojatý (nevychýlený) odhad.

efektivita: mean square error (MSE): E[(θ̂ − θ)2]

E
[
(θ̂ − θ)2

]
= E[θ̂

2
]− 2θE[θ̂] + θ

2
= E[θ̂

2
]− 2E[θ̂](E[θ̂]− b) + (E[θ̂]− b)2

= E[θ̂
2
]− E2

[θ̂] + b
2
= V [θ̂] + b

2

Př́ıklad: estimátory parametr̊u normálńıho rozděleńı N(µ, σ)

Odhad očekávané hodnoty: aritmetický pr̊uměr x (viz přednáška prof. Č́ıžka),

Odhad rozptylu: aritmetický pr̊uměr (xi − µ)2,

µ̂ = x =
1

n

n∑
i=1

xi, σ̂
2

=
1

n

n∑
i=1

(xi − µ)
2 ≈

1

n

n∑
i=1

(xi − x)
2
.
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Př́ıklad: estimátory parametr̊u normálńıho rozděleńı N(µ, σ)
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Jak odhadnout parametry rozděleńı z experimentálńıch dat?

Pokračováńı př́ıkladu: Předpojatost estimátor̊u µ̂ a σ̂ pro N(µ, σ)

µ̂ = x =
1

n

n∑
i=1

xi, σ̂
2

=
1

n

n∑
i=1

(xi − µ)
2 ≈

1

n

n∑
i=1

(xi − x)
2
.

Aproximace – většinou neznáme skutečnou očekávanou hodnotu µ, použijeme estimátor.

Předpojatost b = E[θ̂]− θ:

E[µ̂] =
1

n

n∑
i=1

E[xi] = µ → b = 0.

E[σ̂
2
] =

1

n

n∑
i=1

E[(xi − µ)
2
] = σ

2 → b = 0.

E[σ̂
2
] = E

[
1

n

n∑
i=1

(xi − x)
2

]
=

1

n

n∑
i=1

E[x
2
i ]− E[x

2
] = E[x

2
]− µ2 − E[x

2
] + µ

2

= V [x]− V [x] = V [x]−
1

n
V [x] =

n− 1

n
σ

2 → b = −
σ2

n
.

1

n

n∑
i=1

(xi − x)
2

=
1

n

n∑
i=1

x
2
i −

2x

n

n∑
i=1

xi +
x2

n

n∑
i=1

1 =
1

n

n∑
i=1

x
2
i − x

2

Nepředpojatý odhad rozptylu (ale o něco větš́ı EMS):

ŝ
2

=
n

n− 1
σ̂

2
=

1

n− 1

n∑
i=1

(xi − x)
2
.
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Metoda maximálńı věrohodnosti (maximum likelihood)

Máme sadu (nezávislých) naměřených hodnot x = (x1, x2, ..., xn)).

Rozděleńı xi je popsáno známou/předpokládanou hustotou pravděpodobnosti f(x|θ).

Parametry θ = (θ1, θ2, ..., θm) neznáme.

Pravděpodobnost pozorováńı hodnot x1, x2, ...xn záviśı na parametrech θ,

P (x, dx|θ) =
n∏

i=1

P
(
x ∈ (xi, xi + dx)|θ

)
=

n∏
i=1

f(xi|θ)dx.

Sada x kterou jsme pozorovali muśı být pravděpodobná...

Definujeme věrohodnostńı (likelihood) funkci, která je funkćı θ a má x jako parametry,

L(θ|x) =

n∏
i=1

f(xi|θ).

Nejlepš́ı odhad θ̂ je ten, který maximalizuje L – řeš́ıme soustavu m rovnic

∂L

∂θk
= 0, k = 1, 2, ...,m

Často je výhodněǰśı maximalizovat logaritmus L (součin → suma)

lnL(θ|x) =
n∑

i=1

ln f(xi|θ),
∂ lnL

∂θk
= 0, k = 1, 2, ...,m
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Př́ıklad: Odhad parametr̊u normálńıho rozděleńı

Maximálńı věrohodnost dostaneme pro µ̂ = x, σ̂2 = 1
n

∑n
i (xi − x)2.

Odvozeńı viz přednáška prof. Č́ıžka.

Vı́me: nevychýlený odhad ŝ2 = 1
n−1

∑n
i (xi − x)2.

Naměřené hodnoty: x = (51.99, 37.65, 49.82, 41.70, 50.24)

Spoč́ıtáme

µ̂ =
1

5

5∑
i=1

xi = 46.28, σ̂
2

=
1

5

5∑
i=1

(xi−46.28)
2

= 31.25, ŝ
2

=
1

4

5∑
i=1

(xi−46.28)
2

= 39.06.

Odhad š́ı̌rky rozděleńı
”
celé populace“ a současně odhad chyby jednoho měřeńı

σ̂ = 5.60, nevychýlený ŝ = 6.25.

Chyba aritmetického pr̊uměru (viz cvičeńı 8):

σx =
ŝ
√
n

= 2.80.

Zápis výsledku měřeńı:
x = x± σx = 46± 3.
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Př́ıklad: Odhad parametru rovnoměrného rozděleńı

Máme nezávislá měřeńı x1, x2, ..., xn ∈ U(0, b).

Hustota pravděpodobnosti

f(x|b) =

{
1
b pro 0 < x < b,

0 jinde.

Věrohodnost:

L(b|x) =

{∏n
i=1

1
b = b−n pro xi < b ∀i = 1, 2, ..., n,

0 jinak.

Pozn.: pro diskrétńı x:
”
German tank problem“.

0

1/b

0 b

f(
x)

x

f(x|b)
data

Věrohodnost je maximálńı pokud b je minimálńı a současně všechna xi < b.
Tedy b̂ = maxxi.

Ovšem je to odhad vychýlený (vždy bude b̂ < b). Předpojatost:

E[max xi] =

∫ b

0

xfmax(x)dx =

∫ b

0

n

bn
x
n

dx =

[
n

n+ 1

xn+1

bn

]b

0

=
n

n+ 1
b

Rozděleńı pravděpodobnosti pro maximum:

Fmax(x) = P (xmax < x) = P (xi < x, ∀i) =

n∏
i=1

P (xi < x) =

n∏
i=1

x

b
=

(
x

b

)n

pro 0 < x < b.

fmax(x) =
dFmax

dx
=

n

bn
x
n−1

pro 0 < x < b.

Nepředpojatý odhad (unbiased estimator): b̂UE = n+1
n

maxxi
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b = b−n pro xi < b ∀i = 1, 2, ..., n,

0 jinak.

Pozn.: pro diskrétńı x:
”
German tank problem“.

0

1/b

0 b

f(
x)

x

f(x|b)
data

Věrohodnost je maximálńı pokud b je minimálńı a současně všechna xi < b.
Tedy b̂ = maxxi.

Ovšem je to odhad vychýlený (vždy bude b̂ < b). Předpojatost:

E[max xi] =

∫ b

0

xfmax(x)dx =

∫ b

0

n

bn
x
n

dx =

[
n

n+ 1

xn+1

bn

]b

0

=
n

n+ 1
b

Rozděleńı pravděpodobnosti pro maximum:

Fmax(x) = P (xmax < x) = P (xi < x, ∀i) =

n∏
i=1

P (xi < x) =

n∏
i=1

x

b
=

(
x

b

)n

pro 0 < x < b.

fmax(x) =
dFmax

dx
=

n

bn
x
n−1

pro 0 < x < b.

Nepředpojatý odhad (unbiased estimator): b̂UE = n+1
n

maxxi
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Rozděleńı pravděpodobnosti pro maximum:

Fmax(x) = P (xmax < x) = P (xi < x, ∀i) =

n∏
i=1

P (xi < x) =

n∏
i=1

x

b
=

(
x

b

)n

pro 0 < x < b.

fmax(x) =
dFmax

dx
=

n

bn
x
n−1

pro 0 < x < b.
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Př́ıklad: Numerický odhad parametr̊u Breitova–Wignerova rozděleńı

Máme nezávislá měřeńı x = (x1, x2, ..., xn), xi maj́ı Breitovo–Wignerovo rozdělěńı

f(x|λ, ξ) =
1

π

λ

λ2 + (x− ξ)2
.

Chceme odhadnout λ a ξ.

Logaritmus věrohodnosti:

lnL(λ, ξ|x) =
n∑

i=1

ln

(
1

π

λ

λ2 + (xi − ξ)2

)
= −n lnπ + n lnλ−

n∑
i=1

ln
[
λ

2
+ (xi − ξ)2

]
Analytická maximalizace pomoćı derivaćı dává rovnice

0 =
∂ lnL

∂λ
=
n

λ
−

n∑
i=1

2λ

λ2 + (xi − ξ)2
, 0 =

∂ lnL

∂ξ
= −

n∑
i=1

2(xi − ξ)
λ2 + (xi − ξ)2

,

které neńı snadné vyřešit.

Můžeme hledat maximum numericky: upf cv9 BW.cc
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Př́ıklad: Numerický odhad parametr̊u Breitova–Wignerova rozděleńı
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Histogram naměřených hodnot. Logaritmus věrohodnosti
lnL(λ, ξ|x).

Přibĺıžeńı kolem maxima.

50 č́ısel s Breitovým–Wignerovým rozděleńım x (pro představu: histogram vlevo).
Jednoduchá metoda minimalizace:

lnL(λ, ξ|x) spoč́ıtáno ve 100× 100 bodech 0.1 < λ < 10, −40 < ξ < 40.

λ̂ = λj , ξ̂ = ξk, že lnL(λj , ξk|x) je maximálńı.

Existuj́ı lepš́ı metody maximalizace, např.:
Newtonova metoda (aproximace 2. řádem Taylorovy řady – paraboloidem).
Výstup po nejprudš́ım gradientu.
Levenberg̊uv–Marquardt̊uv algoritmus (kombinace prvńıch dvou).

Statistickou chybu odhadu lze zjistit z š́ı̌rky maxima.

Jan Matoušek UPF cvičeńı 9 24. 11. 2020 8 / 8


	Jak odhadnout parametry rozdelení z experimentálních dat?
	Metoda maximální verohodnosti (maximum likelihood)
	Príklad: Odhad parametru normálního rozdelení
	Príklad: Odhad parametru rovnomerného rozdelení
	Príklad: Numerický odhad parametru Breitova–Wignerova rozdelení

