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Jak odhadnout parametry rozdéleni z experimentalnich dat?

o Méme sadu (nezdvislych) naméfenych hodnot © = (x1, z2, ..., Zn)).
o Rozdéleni z; je popsdno zndmou/piedpoklddanou hustotou pravdépodobnosti f(z|0).
o Parametry 6 = (01,62, ..., 0, ) nezndme.

o Jaky je jejich nejlepsi odhad (estimdtor) 6 = (61,05, ..., 0m)?
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Jak odhadnout parametry rozdéleni z experimentalnich dat?

Maéme sadu (nezavislych) naméfenych hodnot @ = (z1, z2, ..., Tn)).
o Rozdéleni z; je popsdno zndmou/piedpoklddanou hustotou pravdépodobnosti f(z|0).
o Parametry 6 = (01,62, ..., 0, ) nezndme.

o Jaky je jejich nejlepsi odhad (estimdtor) @ = (61,02, ..., 0m)?

Vlastnosti estimatoru

konzistence: pro n — oo konverguje 60— 0,
predpojatost: anlicky bias b = E[f] — 6, b = 0 zamen4 nepredpojaty (nevychijleny) odhad.
efektivita: mean square error (MSE): E[(6 — 0)2]

E [(é - 9)2] = E[6%] — 20E[f] + 6> = E[6%] — 2E[A)(E[0] — b) + (E[0] — b)*

= E[6%] — E*[0] + b°= V[0] + b°

Jan Matousek UPF cviceni 9 24. 11. 2020 2/8



Jak odhadnout parametry rozdéleni z experimentalnich dat?

o Méme sadu (nezdvislych) naméfenych hodnot © = (x1, z2, ..., Zn)).

o Rozdéleni z; je popsdno zndmou/piedpoklddanou hustotou pravdépodobnosti f(z|0).
o Parametry 6 = (01,62, ..., 0, ) nezndme.

o Jaky je jejich nejlepsi odhad (estimdtor) 6 = (61,0, ..., 0m)?

Vlastnosti estimatoru

konzistence: pro n — oo konverguje 60— 0,
predpojatost: anlicky bias b = E[f] — 6, b = 0 zamen4 nepredpojaty (nevychijleny) odhad.
efektivita: mean square error (MSE): E[(6 — 0)2]
E [(6 - 0)*] = EI6°) - 20E[0) + 6> = E[0%] — 2E[0)(E[f] — b) + (B[] - b)*

= E[6%] — E*[0] + b°= V[0] + b°

Piiklad: estimatory parametru normélniho rozdéleni N (u, o)

o Odhad ocekavané hodnoty: aritmeticky prumér z (viz prednédska prof. Ciika),
o Odhad rozptylu: aritmeticky primér (z; — )2,

n n

Z 62 = %Z(mi — ) %Z(wi — )2

i=1 i=1

A=T=

:\H

4
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Jak odhadnout parametry rozdéleni z experimentalnich dat?

Pokracovani piikladu: Piedpojatost estimatoru i a & pro N(u, o)

n

) n
ﬂ:fzfzxi, &2:%2(@7#)2%%2(1175)2.
i i=1

i=1

o Aproximace — vét§inou nezname skuteénou oc¢ekdvanou hodnotu p, pouzijeme estimétor.
o Piedpojatost b = E[f] — 6:

Blg) = > Blei) = S b=o0.
Bl = 237 Bl - ) = 07 Sb=o.
=1

E6’|=E [% Xn:(zi 75)2} =
i=1
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Jak odhadnout parametry rozdéleni z experimentalnich dat?

Pokracovani piikladu: Piedpojatost estimatoru i a & pro N(u, o)
PO - o 1 2 1L 2
p,:azzfzxi, & zfz(wifu) zfz(wlfw)
i=1 i=1
o Aproximace — vét§inou nezname skuteénou oc¢ekdvanou hodnotu p, pouzijeme estimétor.
o Piedpojatost b = E[f] — 6:

N 1 n
Elp] = = > Elw] = p —b=0.
n i=1
1o
E[g%) = — 3 Bl(wi — p)’] =0 “b=0.
=1
1 n
A2 —\2
E[ ]:E[ > (@i —3) } =
n <
i=1
1 n o 1 n R —2 n
=D = 03 et =S8 et T3
n =1 n =1 =1 i=1
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Jak odhadnout parametry rozdéleni z experimentalnich dat?

Pokracovani piikladu: Piedpojatost estimatoru i a & pro N(u, o)

n

ﬂ:fzfzxi, &QZEi(zifu)zle(mfi)Q.
n n
i i=1

i=1

o Aproximace — vét§inou nezname skuteénou oc¢ekdvanou hodnotu p, pouzijeme estimétor.
o Piedpojatost b = E[f] — 6:

Blg) = > Blei) = S b=o0.
B = L3 Bl 7 = 07 b=,
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Bl6*) = B [% > - f)g} = 1y B - B = B - 7 - B 4
i=1 i=1

1 & s 1 &, 2 & T2 & 1S 5 o
- T, —T) = — T, — — T; + — 1=— T; — T
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Jak odhadnout parametry rozdéleni z experimentalnich dat?

Pokracovani piikladu: Piedpojatost estimatoru i a & pro N(u, o)

n

) n
ﬂ:fzfzxi, &2:%2(@7#)2%%2(%75)2.
i i=1

i=1

o Aproximace — vét§inou nezname skuteénou oc¢ekdvanou hodnotu p, pouzijeme estimétor.
o Piedpojatost b = E[f] — 6:

n

E[m:%;mm:u S b=o0.
Bl = 237 Bl - ) = 07 Sb=0.
=
E6%) = E [% Zu - f)g} == Zj El?] - B[] = Ele?] — #° — E[7°] + 12
= Vo) - VIE] = Via] - - Vie] = " Lo? Sb=-T

1 & L 1 &, 28 T2 & 1S 5 o
D D P P
o Nepiedpojaty odhad rozptylu (ale o néco vétsi EMS):

1 & .
2= 57— S (e - @)

n—1 nili:l
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Metoda maximélni vérohodnosti (maximum likelihood)

o Médme sadu (nezdvislych) naméfenych hodnot ® = (z1, z2, ..., zn)).
o Rozdéleni z; je popsdno zndmou/piedpoklddanou hustotou pravdépodobnosti f(z|0).
o Parametry 6 = (01,62, ...,0,,) nezndme.

e Pravdépodobnost pozorovani hodnot 1, x2, ...z, zdvisi na parametrech 0,

n

P(z,dz|0) = [ [ P(z € (zs,xi + dz)|0) = [ ] f(z:|6)dz.
=1

=1

Sada x kterou jsme pozorovali musi byt pravdépodobna...
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Metoda maximélni vérohodnosti (maximum likelihood)

o Médme sadu (nezdvislych) naméfenych hodnot ® = (z1, z2, ..., zn)).
o Rozdéleni z; je popsdno zndmou/piedpoklddanou hustotou pravdépodobnosti f(z|0).
o Parametry 6 = (01,62, ...,0,,) nezndme.

e Pravdépodobnost pozorovani hodnot 1, x2, ...z, zdvisi na parametrech 0,

n

P(z,dz|0) = [ [ P(z € (zs,xi + dz)|0) = [ ] f(z:|6)dz.
=1

=1

o Sada @ kterou jsme pozorovali musi byt pravdépodobna...

o Definujeme vérohodnostni (likelihood) funkci, kterd je funkef @ a mé @ jako parametry,
L(6lz) = [ ] f(=:l6).
i=1

o Nejlepsi odhad 6 je ten, ktery maximalizuje L — feSfme soustavu m rovnic

OL
— =0, k=1,2,....m
00y,

o Casto je vyhodnéjsi maximalizovat logaritmus L (soué¢in — suma)

OlnL
80,

InL(|z) = > In f(z:]0),

i=1

0, k=1,2,..,m
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Piiklad: Odhad parametru normalniho rozdéleni

41t x ~ A 1 —

o Maximélni vérohodnost dostaneme pro fi = T, 62 = S (e — 7)2.

e Odvozen{ viz prednédska prof. Cizka.

e Vime: nevychyleny odhad §2 = ﬁ Sz —T)2.

e Naméfené hodnoty: @ = (51.99, 37.65, 49.82,41.70, 50.24)

e Spocitame

ﬂ:lixv=4628 &2=lz5:(a:-—4628)2=3125 62=1§5:(x-—4628)2

5 i=1 ' . 7 5 i=1 ' 4 . 7 ‘ 4 i=1 ' 4

o Odhad sitky rozdéleni ,celé populace“ a soucasné odhad chyby jednoho méfeni

6 = 5.60, nevychyleny § = 6.25.
o Chyba aritmetického pruméru (viz cvi¢eni 8):
s 2.80
oz = — = 2.80.
NG
o Zapis vysledku méfeni:
T =T+ oz = 46 + 3.
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Piiklad: Odhad parametru rovnomérného rozdéleni

M4éme nezavisld méfeni x1, z2, ...,xn € U(0,b).

Hustota pravdépodobnosti

falt) = {g j

Vérohodnost:

n o1
L(blz) = {O =1

inde.

prox; < b
jinak.

pro0 < z < b,

Vi=1,2,...

Pozn.: pro diskrétni x: ,,German tank problem*.
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Piiklad: Odhad parametru rovnomérného

o Mdéme nezdvisld méfeni x1, z2,...,xn € U(0,b).
o Hustota pravdépodobnosti

#(alt) = {g

pro0 < z < b,

jinde.
@ Vérohodnost:
Lib|z) = . % =b"" proxz; <b Vi=1,2,.
0 jinak.

@ Pozn.: pro diskrétni z: ,,German tank problem*.

rozdéleni
£(x|b)
data °
bk A
2 |
=1
|
[ E—_ oo o L1
AR n)
| |
0 b

e Vérohodnost je maximdalni pokud b je minimdlni a soucasné vsechna z; < b.

o Tedy b = maxx;.

e Ovsem je to odhad vychyleny (vidy bude b < b). Piedpojatost:

Elmaxz;] = /b Z fmax (x)dz
0
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Piiklad: Odhad parametru rovnomérného rozdéleni

o Mdéme nezdvisld méfeni x1, z2,...,xn € U(0,b).
o Hustota pravdépodobnosti fg(alg .
L pro0<z<b Yo |
AN pr x s
f(zlb) {0 jinde. 2 |

@ Vérohodnost: ‘

nol—pm i P =
Lbla) = {O =13 b P.rol;? <b Vi=1,2,...,n,
jinak.

@ Pozn.: pro diskrétni z: ,,German tank problem*.

e Vérohodnost je maximdalni pokud b je minimdlni a soucasné vsechna z; < b.
o Tedy b = maxx;.
o Ovsem je to odhad vychyleny (vzdy bude b < b). Predpojatost:

Elmaxz;] = /b Z fmax (x)dz
0

Rozdéleni pravdépodobnosti pro maximum:

Frax () = P(Zmax < ) = P(z; < z,Vi) = Px; < x) = — == ro0 <z < b.
(2) = P( ) = P( =1lre<n=1I1; (3) v
dFmax -
fmax(@zﬂ:iw ! pro0 < = < b.
dz b
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Piiklad: Odhad parametru rovnomérného rozdéleni

o Mdéme nezdvisld méfeni x1, z2,...,xn € U(0,b).
o Hustota pravdépodobnosti fg(alg .
L pro0<z<b Yo |
AN pr x s
f(zlb) {0 jinde. 2 |

@ Vérohodnost: ‘

noLl_pn i P =
Lbla) = { =13 b P.ro;m <b Vi=1,2,...,n,
0 jinak.
@ Pozn.: pro diskrétni z: ,,German tank problem*.

e Vérohodnost je maximdalni pokud b je minimdlni a soucasné vsechna z; < b.
o Tedy b = maxx;.
o Ovsem je to odhad vychyleny (vzdy bude b < b). Predpojatost:

b b n+170
Elmaxz;] = / Z fmax(z)dz = / D yrdz = nz ="
0 o o

n+1 b» n+1

Rozdéleni pravdépodobnosti pro maximum:

Frax () = P(Zmax < ) = P(z; < z,Vi) = Px; < x) = — == ro0 <z < b.
(2) = P( ) = P( =1lre<n=1I1; (3) v
dFmax -
fmax(@zﬂ:iw ! pro0 < = < b.
dz b

o Nepiedpojaty odhad (unbiased estimator): bug = "TH max ;
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Piiklad: Numericky odhad parametri Breitova—Wignerova rozdéleni

o Médme nezavisld méreni @ = (v1, 2, ..., Tn), T; maji Breitovo-Wignerovo rozdélén{
1 A
NE) = ——
NG = e

o Chceme odhadnout A a &.
o Logaritmus vérohodnosti:

InL(\ &lx) = iln (l;> =-nlnwt+nln— iln [)\2 + (z; — 5)2]

7 i=1 A2+ (2 - €)? i=1 '
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Piiklad: Numericky odhad parametri Breitova—Wignerova rozdéleni

o Médme nezavisld méreni @ = (v1, 2, ..., Tn), T; maji Breitovo-Wignerovo rozdélén{

1 A
fzlXx, &) = TN T (@2

o Chceme odhadnout A a &.
o Logaritmus vérohodnosti:
A . 2 2
In L(A, 1 — ) =—nl In\ — In | A Ti —
nL(\ &lx) = Zn( e —§)2> nlnm + nln ;n[ + (x; 5)]
o Analytickd maximalizace pomoci derivaci dava rovnice
Oln L “ 2 OlnL “ 2(x;
= (r;;\ :;72/\2+(.,)2’ 0= 72)\2+(a:( f))z’
= zi —§ zi — &
které neni snadné vyftesit.
o Muzeme hledat maximum numericky: upf_cv9_BW.cc
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Piiklad: Numericky odhad parametri Breitova—Wignerova rozdéleni

L1

Histogram naméfenych hodnot.

! ! 1 1 !
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X
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3004

3504

400

Logaritmus vérohodnosti
In L(X, &|x).

210+

2154

220

225+

230+

24—6 1354455 55665

Pfiblizeni kolem maxima.

e 50 &isel s Breitovym—Wignerovym rozdélenim @ (pro predstavu: histogram vlevo).
o Jednoduchd metoda minimalizace:
o InL(A, §|:c) spocitdno ve 100 x 100 bodech 0.1 < A < 10, —40 < £ < 40.
o A= )\],5 = &k, ze In L(Xj, £k |®) je maximélni.
° EXIStqu lepsi metody maximalizace, napf.:
o Newtonova metoda (aproximace 2. fddem Taylorovy fady — paraboloidem).
o Vystup po nejprudsim gradientu.
e Levenbergiv-Marquardtuv algoritmus (kombinace prvnich dvou).

e Statistickou chybu odhadu lze zjistit z sitky maxima.
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