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Jaká je střed́ı hodnota a rozptyl kombinace v́ıce proměnných?

Náhodné proměnné x = (x1, ..., xn)
se středńımi hodnotami E[xi] = µi a kovariancemi cov(xi, xj) (cov(xi, xi) = σ2

i ).

Výsledná veličina y = y(x).

Jaká je očekávaná hodnota a rozptyl veličiny y?

Aproximujeme y dvěma členy Taylorova rozvoje okolo bodu µ = (µ1, ..., µn):

y(x) ≈ y(µ) +

n∑
i=1

∂y

∂xi

∣∣∣∣
x=µ

(xi − µi)
(((((((((((((
+...+

1

k!

∂ky

∂xki

∣∣∣∣
x=µ

(xi − µi)k + ...

Př́ıklad

Zaj́ımá nás odpor R(U, I) = U
I

.

Opakovaným měřeńım (U, I) jsme zjistili µU , µI , σ2
U , σ2

I a cov(U, I).

Prvńı dva členy Taylorova rozvoje:

R ≈
µU

µI
+
∂R

∂U

∣∣∣∣
µU ,µI

(U − µU ) +
∂R

∂I

∣∣∣∣
µU ,µI

(I − µI) =
µU

µI
+

1

µI
(U − µU )−

µU

µ2
I

(I − µI).
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Jaká je střed́ı hodnota a rozptyl kombinace v́ıce proměnných?

Taylor̊uv rozvoj v proměnné I:

0

μU	/	μI

0 μI

R

I

R	=	μU	/	I
0.	řád	Taylorova	rozvoje

Aproximace konstantou.

R ≈
µU

µI
.

Taylor̊uv rozvoj v obou proměnných:

0
μI

0

μU

0
μU	/	μI

R	=	U	/	I
(μI,	μU,	μU	/	μI)

1.	řád	T.	r.

I
U

R

Aproximace rovinou.

R ≈
µU

µI
−
µU

µ2
I

(I − µI) +
1

µI
(U − µU ).
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Jaká je střed́ı hodnota a rozptyl kombinace v́ıce proměnných?

Očekávaná hodnota:

µy = E[y] ≈ E
[
y(µ) +

n∑
i=1

∂y

∂xi

∣∣∣∣
x=µ

(xi − µi)
]

= y(µ) +

n∑
i=1

∂y

∂xi

∣∣∣∣
x=µ

E[xi − µi]= y(µ).

Rozptyl:

y
2
(x) ≈ y2

(µ) + 2y(µ)
n∑
i=1

∂y

∂xi

∣∣∣∣
x=µ

(xi − µi) +
n∑
i=1

n∑
j=1

∂y

∂xi

∣∣∣∣
x=µ

∂y

∂xj

∣∣∣∣
x=µ

(xi − µi)(xj − µj).

E
[
y

2] ≈ y2
(µ) +

n∑
i=1

n∑
j=1

∂y

∂xi

∣∣∣∣
x=µ

∂y

∂xj

∣∣∣∣
x=µ

E
[
(xi − µi)(xj − µj)

]
σ

2
y = E

[
(y − µy)

2]
= E

[
y

2]− µ2
y ≈

n∑
i=1

n∑
j=1

∂y

∂xi

∣∣∣∣
x=µ

∂y

∂xj

∣∣∣∣
x=µ

cov(xi, xj).

Př́ıklad

µR ≈
µU

µI
σ

2
R ≈

(
∂R

∂U

∣∣∣∣
µU ,µI

σU

)2

+

(
∂R

∂I

∣∣∣∣
µU ,µI

σI

)2

+ 2
∂R

∂U

∣∣∣∣
µU ,µI

∂R

∂I

∣∣∣∣
µU ,µI

cov(U, I)

σ
2
R ≈

(
1

µI
σU

)2

+

(
µU

µ2
I

σI

)2

− 2
µU

µ3
I

cov(U, I).

Soubor upf cv8.ods
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Kdy přenos chyby nefunguje?

0

μU	/	μI

0 μI
σI σI

R

I

R	=	μU	/	I
1.	řád	Taylorova	rozvoje

Pokud xi nemá konečnou středńı
hodnotu nebo rozptyl.

Pokud 1. řád Taylorova rozvoje neńı
dobrá aproximace (na intervalu jedné
standardńı odchylky). Př́ıklad:

µI = 0.5, σI = 0.09.
Přenosem: µR ≈ 0.2, σR = 0.03.
Simulaćı: µR ≈ 0.2, σR = 0.03.
µI = 0.5, σI = 0.3.
Přenosem: µR ≈ 0.2, σR = 0.08.
Simulaćı: µR ≈ 0.2, σR = 0.14.
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Daľśı př́ıklady

Nezávislé náhodné proměnné:

σ
2
y ≈

n∑
i=1

n∑
j=1

∂y

∂xi

∣∣∣∣
x=µ

∂y

∂xj

∣∣∣∣
x=µ

cov(xi, xj) =
n∑
i=1

(
∂y

∂xi

∣∣∣∣
x=µ

)2

σ
2
xi

Součet dvou proměnných:

∂

∂a
(a+ b) = 1,

∂

∂b
(a+ b) = 1, → σ

2
a+b = σ

2
a + σ

2
b + 2cov(a, b).

Rozd́ıl dvou proměnných:

∂

∂a
(a− b) = 1,

∂

∂b
(a− b) = −1, → σ

2
a−b = σ

2
a + σ

2
b − 2cov(a, b).

Aritmetický pr̊uměr (xi nezávislé):

x =
1

n

n∑
i=1

xi,
∂x

∂xi
=

1

n
, σ

2
x =

1

n2

n∑
i=1

σ
2
xi

Jsou-li všechny σxi = σx stejné,

σ
2
x =

σ2
x

n2

n∑
i=1

1 =
σ2
x

n
σx =

σx√
n
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x=µ

∂y

∂xj

∣∣∣∣
x=µ

cov(xi, xj) =
n∑
i=1

(
∂y

∂xi

∣∣∣∣
x=µ

)2

σ
2
xi

Součet dvou proměnných:

∂

∂a
(a+ b) = 1,

∂

∂b
(a+ b) = 1, → σ

2
a+b = σ

2
a + σ

2
b + 2cov(a, b).

Rozd́ıl dvou proměnných:

∂

∂a
(a− b) = 1,

∂

∂b
(a− b) = −1, → σ

2
a−b = σ

2
a + σ

2
b − 2cov(a, b).

Aritmetický pr̊uměr (xi nezávislé):

x =
1

n

n∑
i=1

xi,
∂x

∂xi
=

1

n
, σ

2
x =

1

n2

n∑
i=1

σ
2
xi

Jsou-li všechny σxi = σx stejné,

σ
2
x =

σ2
x

n2

n∑
i=1

1 =
σ2
x

n
σx =

σx√
n
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Daľśı př́ıklady

Součin dvou proměnných:

∂

∂a
(ab) = b,

∂

∂b
(ab) = a, → σ

2
ab = b

2
σ

2
a + a

2
σ

2
b + 2ab cov(a, b).

Pod́ıl dvou proměnných:

∂

∂a

a

b
=

1

b
,

∂

∂b

a

b
= −

a

b2
, → σ

2
a
b

=
σ2
a

b2
+
a2σ2

b

b4
− 2

a

b3
cov(a, b).

Pro a a b nezávislé můžeme napsat jak pro y = ab, tak pro y = a/b

σ2
y

y2
=
σ2
a

a2
+
σ2
b

b2
.

Př́ıklad

Soubor upf cv8.ods, list 3.

Generováńı náhodné proměnné x ∈ N(µ, σ) v Excelu metodou inverzńı funkce:

x = F
−1

(t), kde t ∈ U(0, 1) a F (x) =
1

2

[
1 + erf

(
x− µ
√

2σ

)]
.

NORM.INV(RAND(); mu; sigma)

Porovnáme standardńı odchylky spoč́ıtané přenosem chyb s těmi spoč́ıtanými ze
simulovaných dat.

Jan Matoušek UPF cvičeńı 8 24. 11. 2020 7 / 8
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x = F
−1

(t), kde t ∈ U(0, 1) a F (x) =
1

2

[
1 + erf

(
x− µ
√

2σ

)]
.

NORM.INV(RAND(); mu; sigma)
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Daľśı př́ıklady

Př́ıklad

Nafitovali jsme data lineárńı závislost́ı v programu gnuplot
(upf cv8 extrap.dat, upf cv8 extrap.plt)

Jakou hodnotu můžeme očekávat v bodě x = 14? S jakou přesnost́ı?

-20

-15

-10

-5

	0

	5

	10

	15

	0 	2 	4 	6 	8 	10 	12 	14

'cv8/upf_cv8_extrap.dat'
a+b*x

Výsledky fitu:
a = 11.88± 0.53,
b = −1.921± 0.086,
cor(a, b) = −0.886

odhad očekávané hodnoty:

µ = µa + µbx

odhad chyby:

∂

∂a
(a+ bx) = 1,

∂

∂b
(a+ bx) = x.

σ(x) =
√
σ2
a + (xσb)2 + 2xσaσbcor(a, b)

Interval věrohodnosti na úrovni 1σ:

a+ bx± σ(x).

(68 % pravděpodobnost, že nové měřeńı
na daném x padne dovnitř)
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