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3. 11. 2020
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Rovnoměrné rozděleńı U(a, b)

Hustota pravděpodobnosti

f(x|a, b) =

{
1
b−a pro a < x < b,

0 jinde.

Ověřeńı normalizace:∫ ∞
−∞

f(x)dx =

∫ b

a

1

b− a
dx = 1

Středńı hodnota (výpočet viz cvičeńı 3)

E[x] = µ =

∫ ∞
−∞

xf(x)dx =
b+ a

2
.

Rozptyl (výpočet viz cvičeńı 3)

V [x] = σ
2

=

∫ ∞
−∞

(x−µ)
2
f(x)dx =

(b− a)2

12
.

Distribučńı funkce

F (x|a, b) =

∫ x

−∞
f(ξ)dξ =


0 pro x < b,∫ x
a
f(ξ)dξ = 1

b−a
[
ξ
]x
a

= x−a
b−a pro a < x < b,∫ b

a
f(ξ)dξ = 1 pro x > b.

Jaká je pravděpodobnost, že x padne do intervalu (µ− σ, µ+ σ)?

P (µ−σ < x < µ+σ) = F (µ+σ|a, b)−F (µ−σ|a, b) =
µ+ σ − µ+ σ

b− a
=

2σ

b− a
=

1
√

3
≈ 0.577.
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E[x] = µ =

∫ ∞
−∞

xf(x)dx =
b+ a

2
.
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Normálńı (Gaussovo) rozděleńı N(µ, σ)

Hustota pravděpodobnosti

f(x|µ, σ) =
1

√
2πσ

exp

[
−

(x− µ)2

2σ2

]
Ověřeńı normalizace:∫ ∞
−∞

f(x)dx =

∣∣∣∣subst. y =
x− µ
√

2σ

∣∣∣∣
=

1
√

2πσ

∫ ∞
−∞

e
−y2√

2σdy

=
1
√
π

∫ ∞
−∞

e
−y2

dy = 1.

(modře je tzv. Gauss̊uv integrál =
√
π)
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f(
x)

x
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f(x,0,2)
f(x,0,4)
f(x,5,1)

Středńı hodnota

E[x] =

∫ ∞
−∞

xf(x)dx =

∣∣∣∣subst. y =
x− µ
√

2σ

∣∣∣∣ =
1
√
π

∫ ∞
−∞

(√
2σy + µ

)
e
−y2

dy

=

√
2σ
√
π

∫ ∞
−∞

ye
−y2

dy +
µ
√
π

∫ ∞
−∞

e
−y2

dy = µ.

(lichá funkce integrovaná symetricky kolem 0 dá 0)

Rozptyl

V [x] =

∫ ∞
−∞

(x− µ)
2
f(x)dx = σ

2
.
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Normálńı (Gaussovo) rozděleńı N(µ, σ)
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f(x|µ, σ) =
1

√
2πσ

exp

[
−

(x− µ)2

2σ2

]
Error funkce – jedna z funkćı, které se nedaj́ı vyjádřit pomoćı základńıch (sin, exp...)

erf(x) =
2
√
π

∫ x

0

e
−ξ2

dξ

Distribučńı funkce

F (x|µ, σ) =

∫ x

−∞
f(ξ)dξ =

∣∣∣∣subst. y =
ξ − µ
√

2σ

∣∣∣∣ =
1
√
π

∫ y(x)

−∞
e
−y2

dy

=
1
√
π

∫ 0

−∞
e
−y2

dy +
1
√
π

∫ y(x)

0

e
−y2

dy =
1

2

[
1 + erf

(
x− µ
√

2σ

)]
Jan Matoušek UPF cvičeńı 6 3. 11. 2020 4 / 12
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-1

-0.5

	0

	0.5

	1

-4 -2 	0 	2 	4

er
f(
x)

x

erf(x)

Error funkce

	0

	0.2

	0.4

	0.6

	0.8

	1

-10 -5 	0 	5 	10

F(
x)

x

F(x,0,1)
F(x,0,2)
F(x,0,4)
F(x,5,1)

Distribučńı funkce.
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Normálńı (Gaussovo) rozděleńı N(µ, σ)
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Jaká je pravděpodobnost, že x padne do intervalu (µ− σ, µ+ σ)?

P (µ− σ < x < µ+ σ) = F (µ+ σ|a, b)− F (µ− σ|a, b)

=
1

2

[
1 + erf

(
µ+ σ − µ
√

2σ

)]
−

1

2

[
1 + erf

(
µ− σ − µ
√

2σ

)]
=

1

2
erf

(
1
√

2

)
−

1

2
erf

(
−

1
√

2

)
= erf

(
1
√

2

)
≈ 0.683.

Daľśı násobky σ:

P (µ−2σ < x < µ+2σ) = erf

(
2
√

2

)
≈ 0.954, P (µ−3σ < x < µ+3σ) = erf

(
3
√

2

)
≈ 0.997.

Zápis výsledku měřeńı ve tvaru x = (µ̂± σ̂) [x] implicitně ř́ıká, že náhodná proměnná x má
normálńı rozděleńı. Daľśı měřeńı padne do intervalu µ̂± σ̂ s pravděpodobnost́ı asi 68.3 %.
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Daľśı násobky σ:

P (µ−2σ < x < µ+2σ) = erf

(
2
√

2

)
≈ 0.954, P (µ−3σ < x < µ+3σ) = erf

(
3
√

2

)
≈ 0.997.
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Daľśı násobky σ:

P (µ−2σ < x < µ+2σ) = erf

(
2
√

2

)
≈ 0.954, P (µ−3σ < x < µ+3σ) = erf

(
3
√

2

)
≈ 0.997.
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Transformace distribuce náhodné proměnné

Mějme náhodnou proměnnou x popsanou hustotou pravděpodobnosti f(x).
Jakou hustotu pravděpodobnosti g(y) má proměnná y = h(x)?

Funkce h(x) muśı být monotónńı.

g(y1) udává pravděpodobnost, že y lež́ı v
intervalu (y1, y1 + δ)

g(y1) δ = P
(
y ∈ (y1, y1 + δ)

)
= P

(
x ∈ (h

−1
(y1), h

−1
(y1 + δ))

)
Definice derivace:

da

dx

(
x
)

=
a(x+ δ)− a(x)

δ
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	3.5

	4
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y

x

h(x)	=	3x2	+	1

Př́ıklad: x ∈ U(0, 1) a
y = h(x) = 3x2 + 1.

Takže kolik je h−1(y1 + δ)?

h
−1

(y1 + δ) = δ
dh−1

dy

(
y1

)
+ h
−1

(y1)

Dosad́ıme a dostaneme (absolutńı hodnota – pro př́ıpad, že by h(x) byla klesaj́ıćı)

g(y1) δ = P

[
x ∈

(
h
−1

(y1)), h
−1

(y1) + δ

∣∣∣∣dh−1

dy

(
y1

)∣∣∣∣)] = f
(
h
−1

(y1)
)
δ

∣∣∣∣dh−1

dy

(
y1

)∣∣∣∣
g(y) = f

(
h
−1

(y)
)∣∣∣∣dh−1

dy

(
y
)∣∣∣∣
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Jan Matoušek UPF cvičeńı 6 3. 11. 2020 6 / 12



Transformace distribuce náhodné proměnné
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Cauchyho rozděleńı
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Cauchyho rozděleńı

Demonstrace: Generujeme N = 500 č́ısel φ ∈ U(−π
2
, π
2

) a z nich spoč́ıtáme č́ısla x = l tgφ.
Vytvoř́ıme jejich histogram a porovnáme ho s hustotou pravděpodobnosti Cauchyho
rozděleńı f(x) = 1

l
1

l2+x2 (pro srovnáńı s histogramem násob́ıme N a š́ı̌rkou binu d).

(cv6 cauchy.ods).
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Cauchyho rozděleńı

Středńı hodnota E[x]: neńı definována (viz přednáška prof. Č́ıžka), nebo jen přes limitu.

Rozptyl V [x]: nekonečný (také viz přednáška).

Demonstrace: Z dř́ıve vygenerovaných Cauchyovsky rozdělených č́ısel x budeme

”
kumulativně“ poč́ıtat pr̊uměr (odhad středńı hodnoty) a stadardńı odchylku (odhad√
V [x]). Spoč́ıtáme tyto hodnoty s použit́ım jen prvńıch dvou č́ısel, pak prvńıch tř́ı, čtyř atd.

(cv6 cauchy.ods)
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Cauchyho rozděleńı

Histogram ze 20 hodnot x. Histogram ze 100 hodnot x. Histogram z 500 hodnot x.

Pr̊uměr nekonverguje k očekávané hodnotě 0.
Skok, jaký vid́ıme kolem 50. měřeńı může nastat kdykoliv znovu.
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Cauchyho rozděleńı

Histogram ze 20 hodnot x. Histogram ze 100 hodnot x. Histogram z 500 hodnot x.

Standardńı odchylka roste s počtem měřeńı, protože rozptyl je nekonečný.

Jan Matoušek UPF cvičeńı 6 3. 11. 2020 10 / 12



Cauchyho rozděleńı

Histogram ze 20 hodnot x. Histogram ze 100 hodnot x. Histogram z 500 hodnot x.

Jako odhad středu distribuce lze použ́ıt medián.
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Cauchyho rozděleńı
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Př́ıklady

Nakreslete v Gnuplotu graf Gaussiánu a Lorentziánu s pološ́ı̌rkou 1 a maximem v bodě 0.
Dále nakreslete grafy distribučńıch funkćı obou rozděleńı.
Jaká je pravděpodobnost, že |x| > 2 pro obě rozděleńı?
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