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Nelineárńı metoda nejmenš́ıch čtverc̊u

Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u (cv. 10):

Necht’ mezi veličinou x a y plat́ı vztah

y = λ(x|θ).

Modelová funkce λ záviśı na
parametrech

θ = (θ1, θ2, ...θm).

V bodech x1, x2, ..., xN jsme naměřili
hodnoty y1, y2, ..., yN se standardńımi
odchylkami σ1, σ2, ..., σN .

yi ∈ N
(
λ(xi|θ), σi

)
Nejlepš́ı odhad θ̂ je ten, který
minimalizuje χ2

χ
2
(θ|x,y,σ) =

N∑
i=1

[
yi − λ(xi|θ)

]2
σ2
i

(je to ten, který maximalizuje lnL).
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Lineárńı model (λ(x|θ) lineárńı v θi)

λ(x|θ) = θ1f1(x) + θ2f2(x) + ...+ θMfM (x),

∂χ2

∂θi
= 0 soustava lineárńıch rovnic.

→ lze řešit analyticky (viz cvičeńı 10 a 11).

Nelineárńı model

∂χ2

∂θi
= 0 soustava nelineárńıch rovnic.

→ obecně nutno řešit numericky.

Jan Matoušek UPF cvičeńı 12 21. 12. 2020 2 / 8



Nelineárńı metoda nejmenš́ıch čtverc̊u

Př́ıklad (upf cv12 covid.py)

Data: upf cv12 covid.txt – aktivńı př́ıpady COVID-19 od 24. 8. do 18. 10. [MZ ČR].

Sloupce: č́ıslo týdne xi = i a týdenńı pr̊uměr yi = ni, σ
2
i = 1

6

∑7
j=1(nij − ni)2.

Model: exponenciálńı r̊ust λ(x|a, b) = aebx.

Nelineárńı fit

Numerická minimizace χ2, např.
pomoćı scipy.optimize.curve fit()

Někdy se vyplat́ı použ́ıt logaritmickou
škálu.
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Linearizace fitu

yi → ln yi,

λ(x|a, b)→ lnλ(x|a, b) = ln a+ bx,

σi → σln yi
=
∂ ln yi

∂yi
σi =

σi

yi
.

Lineárńı regrese, např. numpy.polyfit()

Riziko: I když yi ∈ N(λ(xi), σi),
po transformaci už to platit nemuśı.
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škálu.

1 2 3 4 5 6 7 8
x

104

y

Linearizace fitu

yi → ln yi,

λ(x|a, b)→ lnλ(x|a, b) = ln a+ bx,

σi → σln yi
=
∂ ln yi

∂yi
σi =

σi

yi
.
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Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u – chyby obou proměnných

x i y jsou náhodné proměnné.

Vzdálenost bodu [xi, yi] od modelové
funkce, vážená standardńımi
odchylkami:

d
2
i =

(xi − x̃)2

σ2
xi

+
(yi − f(x̃))2

σ2
yi

Vzdálenost bude minimálńı, pokud

∂d2
i

∂x̃
= 0

Odtud můžeme odvodit

d
2
i =

(
yi − f(xi)

)2
σ2
yi

+ σ2
xi
f ′2(xi)

=

(
yi − f(xi)

)2
σ2

tot.

Nakonec χ2 upravený pro chyby v y i x:

χ
2

=
N∑
i=1

d
2
i .

Prakticky např.:
Root (TGraphErrors::Fit() automaticky),

Gnuplot (fit... u 1:2:3:4 xyerrors...)
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Kvalita fitu pomoćı rezidúı

Fitujeme body [xi, yi] funkćı λ(x|θ).

Rezidua: ri = yi − λ(xi|θ).

Měla by být rovnoměrně rozdělená kolem nuly.

Hledáme systematické odchylky.

Můžeme odhalit oblasti, kde fit nepopisuje data dobře.

Měly by mı́t normálńı rozděleńı
(standardizovaná rezidua ri

σri
normálńı standardńı).

Standardńı odchylka rezidúı:

σ
2
ri

=

(
∂ri

∂yi
σi

)2

+

(
∂ri

∂λ
σλ

)2

+ 2
∂ri

∂yi

∂ri

∂λ
cov
(
yi, λ(xi|θ)

)
= σ

2
i + σ

2
λ − 2 cov

(
yi, λ(xi|θ)

)
σri ≈ σi, pokud σi � σλ (např. je-li bod̊u hodně).

Pro vážený pr̊uměr λ(xi|θ) = y:

cov(yi, y) = σ
2
y → σ

2
ri

= σ
2
i − σ

2
y.
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Rozděleńı χ2

Náhodné proměnné zi ∈ N(0, 1).

Náhodná proměnná y =
∑N
i=1 z

2
i .

Pak y ∈ χ2(N), tj. má rozděleńı χ2 s N stupni volnosti.

Hustota pravděpodobnosti:

fχ2 (y|N) =
1

2
N
2 Γ
(
N
2

)yN2 −1
e
− y

2 , y ∈ [0,∞), N = 1, 2, ...

Gamma funkce: definovaná integrálem

Γ(x) =

∫ ∞
0

e
−t
t
x−1

dt.

Γ

(
1

2

)
=
√
π, Γ(x+ 1) = xΓ(x), Γ(n) = (n− 1)!

Momenty rozděleńı: E[y] = N , V [y] = 2N .
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∑N
i=1 z

2
i .
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fχ2 (y|N) =
1

2
N
2 Γ
(
N
2

)yN2 −1
e
− y

2 , y ∈ [0,∞), N = 1, 2, ...

Gamma funkce: definovaná integrálem
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Jan Matoušek UPF cvičeńı 12 21. 12. 2020 6 / 8



Test kvality fitu pomoćı χ2

Nezávislá měřeńı y1, y2, ..., yN .

yi ∈ N
(
λ(xi|θ), σi

)
λ modelová funkce s parametry θ1, θ2, ...θM .

Potom

χ
2
(θ|x,y,σ) =

N∑
i=1

[
yi − λ(xi|θ)

]2
σ2
i

má rozděleńı χ2(N −M).

Počet stupň̊u volnosti je N −M , tedy počet bod̊u mı́nus
počet fitovaných parametr̊u.

E[χ
2
] = N −M, V [χ

2
] = 2(N −M).

χ2 na počet stupň̊u volnosti

E

[
χ2

N −M

]
= 1.

Pro jeden fit spoč́ıtáme jeho χ2
0 a jeho p-hodnotu:

P
(
y ≥ χ2

0

)
=

∫ ∞
χ2

0

fχ2 (y|N −M)dy = 1− Fχ2 (χ
2
0|N −M)

Je-li P
(
y ≥ χ2

0

)
< α, zamı́tneme nulovou hypotézu, tj. že

data lze popsat funkćı λ(x,θ).

α je hladina signifikance, obvykle 0.05 nebo 0.01.
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χ2
0 spoč́ıtaný z jedné sady

nafitovaných dat,
porovnaný s hustotou
pravděpodobnosti χ2.
P-hodnota odpov́ıdá

integrálu od vertikálńı čáry
doprava.
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0 a jeho p-hodnotu:

P
(
y ≥ χ2

0

)
=

∫ ∞
χ2

0

fχ2 (y|N −M)dy = 1− Fχ2 (χ
2
0|N −M)

Je-li P
(
y ≥ χ2

0

)
< α, zamı́tneme nulovou hypotézu, tj. že
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Test kvality fitu pomoćı χ2

Programy pro zpracováńı dat poskytuj́ı Fχ2 nebo př́ımo p-hodnotu:

gnuplot automaticky vypisuje p-hodnotu při fitu.
Fχ2,r = Excel: CHISQ.DIST(x, r, true), Root: ROOT::Math::chisquared cdf(x, r),

Python: stats.chi2.cdf(x, r)...

Lze zjistit i jaký χ2 odpov́ıdá určité hladině signifikance:
χ2 = F−1(P, r) = Excel: CHISQ.INV(P,r), Root: ROOT::Math::chisquared quantile(P,r)...

Tabulka p-hodnot pro počet stupň̊u volnosti 1–10:

Pro počet stupň̊u volnosti > 10 konverguje k N(k,
√

2k).
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