Uvod do praktické fyziky, cviceni 12
Metoda nejmensich ¢tevreu potfeti, test kvality fitu

Jan Matousek

21. 12. 2020

UNIVERZITA KARLOVA
Matematicko-fyzikalni
fakulta

Jan Matousek UPF cviceni 12 21. 12. 2020

1/8



Nelinedarni metoda nejmensich ¢tvercu

Metoda nejmensich ¢tverct (cv. 10):

o Necht mezi veli¢inou z a y plati vztah
y = A(z]0).

o Modelova funkce A zavisi na
parametrech

0= (61,02, ..0m).

V bodech z1,x3, ...,z jsme namérili
hodnoty y1,y2, ..., yn se standardnimi
odchylkami 01,02, ...,0N-
° y; € N(/\(ac,-|0),ai)
o Nejlepsi odhad 0 je ten, ktery
minimalizuje x?2
N 2
yi — A\(zi9)
COlzy,o) =S [07}

i=1 i

(je to ten, ktery maximalizuje In L).
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Linedrni model (A(z|@) linedrni v 6;)
A(@|0) = 01 f1(x) + O2f2(x) + ... + Ons frr (),
x>
00;
— lze Tesit analyticky (viz cviCenf 10 a 11).

=0 soustava linedrnich rovnic.

Nelinearni model
ax?
00;

— obecné nutno fesit numericky.

=0 soustava nelinedrnich rovnic.
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Nelinedarni metoda nejmensich ¢tvercu

Piiklad (upf_cv12_covid.py)

o Data: upf_cvi2_covid.txt — aktivni pfipady COVID-19 od 24. 8. do 18. 10. [Mz CR].
o Sloupce: &fslo tydne z; = i a tydenn{ primér y; = n;, 02 = % 2;7':1("1'1' — ;)2

o Model: exponencidln{ rist A(x|a,b) = aeb®.

Nelinearni fit
o Numerickd minimizace x2, napf.
pomoci scipy.optimize.curve_fit()
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https://onemocneni-aktualne.mzcr.cz/api/v2/covid-19

Nelinedarni metoda nejmensich ¢tvercu

Piiklad (upf_cv12_covid.py)

o Data: upf_cvi2_covid.txt — aktivni pfipady COVID-19 od 24. 8. do 18. 10. [Mz CR].
o Sloupce: &fslo tydne z; = i a tydenn{ primér y; = n;, 02 = % 2;7':1("1'1' —7y)

o Model: exponencidln{ rist A(x|a,b) = aeb®.

Nelinearni fit
o Numerickd minimizace x2, napf.
pomoci scipy.optimize.curve_fit()

o Nékdy se vyplati pouzit logaritmickou
skalu.
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Nelinedarni metoda nejmensich ¢tvercu

Piiklad (upf_cv12_covid.py)

o Data: upf_cvi2_covid.txt — aktivni pfipady COVID-19 od 24. 8. do 18. 10. [Mz CR].
o Sloupce: &fslo tydne z; = i a tydenn{ primér y; = n;, 02 = % 2;7':1("1'1' — ;)2

o Model: exponencidln{ rist A(x|a,b) = aeb®.

Nelinearni fit Linearizace fitu
o Numerickd minimizace x2, napf. yi — Iny;,
pomoci scipy.optimize.curve_fit() A(z|a,b) = In A(z|a,b) = Ina + bz,
o Neékdy se vyplati pouzit logaritmickou Olny; o
skéalu i 7 Olny; = P =

o; = .
9y; Yi
o Linedrni regrese, napf. numpy.polyfit ()
e Riziko: I kdyz y; € N(\(z;), 04),
po transformaci uz to platit nemusi.
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Metoda nejmensich ¢tvercu — chyby obou proménnych

. . . , - 2 5 T T T
@ z iy jsou ndhodné proménné. Vi
e Vzdéalenost bodu [z;,y;] od modelové 45 a+bx \ L |
funkce, vdzend standardnimi s
odchylkami: 4 r _
P O S (7R () > = f
i o2 o2 3.5 e B
z Y; %/,/
o Vzdalenost bude minimélni, pokud 3 // e
adJZ =0 2.5 % 1 1 | |
o 0 5 10 15 20 25
o Odtud muzeme odvodit X

i 2 2 2(p. 2
O-yi +gzif/ (Il) Ttot.

e (vi — F@))? (v — f(20)°

o Nakonec x2 upraveny pro chyby v y i x:

N
Xt =>"d. (@)
i=1

o Prakticky napf.:
Root (TGraphErrors::Fit() automaticky),

Gnuplot (fit... u 1:2:3:4 xyerrors...)

T o
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Kwvalita fitu pomoci rezidui

-
e Fitujeme body [z, y;] funkei \(z|6). Z;ﬁ_nﬂ{j\
o Rezidua: r; = y; — A(z;]6). 2 ”””””” {{igi’”
o Meéla by byt rovnomérné rozdélend kolem nuly. b H{ i
o Hledame systematické odchylky. 0 2 4 6 8 10

o Muzeme odhalit oblasti, kde fit nepopisuje data dobfe.

¥ = AMx)
a
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Kwvalita fitu pomoci rezidui

F-
o Fitujeme body [z;,y;] funkei A(x|0). Z;H_”M{i
o Rezidua: r; = y; — A(4]0). 72: 7777777777 & hf{“i
o Meéla by byt rovnomérné rozdélend kolem nuly. i HH
o Hledame systematické odchylky. 0 2 4 6 8 10

o Muzeme odhalit oblasti, kde fit nepopisuje data dobfe.

o Meély by mit normélni rozdéleni
(standardizovand rezidua - normalni standardni).
"

e Standardni odchylka rezidui: 04{}”{ HTHHH
2 (O 2 or; )2 or; Or; _ _ —if !

o, = (6% 01> + (6)\ oA +28yi o cov (s, Mw]0)) ‘ ‘

:a?Jrai 72C0v(yi,)\(zi|9)) X

¥ = Ax)
a

e oy, = 0y, pokud o; > oy (napi. je-li bodi hodné). !
i — histogram y — A(x)

e Pro véazeny prumér \(z;|0) = y: --NODnd

cov(y:,g) = cr% — o2 =0l — o2, sk

2 4
(v -Ax)/ G,
Jan Matousek UPF cviéeni 12 21. 12. 2020 5/8



Rozdéleni 2

o Néhodné proménné z; € N(0,1).

o Nahodnd proménnd y = vazl 22,

Pak y € x2(N), tj. m4 rozdéleni x? s N stupni volnosti.

o Hustota pravdépodobnosti:

fe2WIN) = —F—— y € [0, 00),
2

N=1,2, ..

e Gamma funkce: definovand integralem

® —tie—1
F(x):/o e "tTT dt.

(3)-

o Momenty rozdéleni: E[y] = N, V]y] = 2N.

T'(z+1) =2T'(z), I'(n) =(n—1)!
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Rozdéleni 2

o Néhodné proménné z; € N(0,1).
o Nahodnd proménnd y = Zf\]:

Pak y € x2(N), tj. m4 rozdéleni x? s N stupni volnosti.

2
1%

o Hustota pravdépodobnosti:

faWIN) = g——y% e %, yeln,00), N=12..
s

e Gamma funkce: definovand integralem

® —tie—1
F(x):/o e "tTT dt.

2
o Momenty rozdéleni: E[y] = N, V]y] = 2N.

F<E> =, T'(z+1) =2T'(z), I'(n) =(n—1)!
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Rozdéleni 2

o Néhodné proménné z; € N(0,1).
o Nahodnd proménnd y = Zf\]:

Pak y € x2(N), tj. m4 rozdéleni x? s N stupni volnosti.

2
1%

o Hustota pravdépodobnosti:

faWIN) = g——y% e %, yeln,00), N=12..
s

e Gamma funkce: definovand integralem

Rag— 1
/ e "tTT N dt.
0

F<E> =, T'(z+1) =2T'(z), I'(n) =(n—1)!

I'(z)

2
o Momenty rozdéleni: E[y] = N, V]y] = 2N.
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Rozdéleni 2

o Néhodné proménné z; € N(0,1).
o Nahodnd proménnd y = vazl 22,

Pak y € x2(N), tj. m4 rozdéleni x? s N stupni volnosti.

o Hustota pravdépodobnosti:

faWIN) = g——y% e %, yeln,00), N=12..
s

e Gamma funkce: definovand integralem

® —tie—1
F(x):/o e "tTT dt.

F(%) =, T'(z+1) =2T'(z), I'(n) =(n—1)!

o Momenty rozdéleni: E[y] = N, V]y] = 2N.
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Test kvality fitu pomoci x?

o Nezdvisld méteni y1,ya2, ...

o yi € N(A(i|0),0y)

YN -

o )\ modelova funkce s parametry 61,02, ...0,;.

e Potom

N

Oy o) =3

i=1

mé rozdéleni x2(N — M).

o Pocet stupnu volnosti je N — M, tedy pocet bodi minus

pocet fitovanych parametru.

E[X’]=N - M,

e x? na pocet stupiifi volnosti

gl

Jan Matousek

2
X

N - M

[yi — Mx:]0)]?

2

9

|-

UPF cviceni

Vx®] = 2(N — M).

12

— f(’] 16)

Xg spocitany z jedné sady
nafitovanych dat,
porovnany s hustotou
pravdépodobnosti x2.
P-hodnota odpovida
integrdlu od vertikdlni ¢ary
doprava.
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Test kvality fitu pomoci x?

o Nezdvisld méteni y1,vy2, ..., YN -
e y; € N(/\(alee),ol)
o )\ modelova funkce s parametry 61,02, ...0,;.

e Potom
N 2
5 B [yi — A(=:|0)]
X (Olz,y, o) = E - sz — fe] 16)

i=1 i

mé rozdéleni x2(N — M).
o Pocet stupnu volnosti je N — M, tedy pocet bodi minus
pocet fitovanych parametru.

0.05

Ex}=N-M, V[x=2(N-M). .
0

e x2 na pocet stupiiti volnosti 2 spocitany z jedné sady
.0 0
X2 nafitovanych dat,
N_M =1 porovnany s hustotou

pravdépodobnosti x2.

o Pro jeden fit spo¢itdme jeho xZ a jeho p-hodnotu: P-hodnota odpovida
integrdlu od vertikdlni ¢ary
oo
d .
Py >x3) :/2 F2WIN — M)dy =1—F 2 (xg|N — M) oprava
X0

o Je-li P(y > x%) < a, zamitneme nulovou hypotézu, tj. ze
data lze popsat funkci A(z, 0).

e « je hladina signifikance, obvykle 0.05 nebo 0.01.
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Test kvality fitu pomoci x?

o Programy pro zpracovani dat poskytuji FX2 nebo pifimo p-hodnotu:
o gnuplot automaticky vypisuje p-hodnotu pfi fitu.
° FX2 , = Excel: CHISQ.DIST(x, r, true), Root: ROOT: :Math: :chisquared.cdf (x, r),
Python: stats.chi2.cdf(x, r)...
o Lze zjistit i jaky x2 odpovidd ur¢ité hladiné signifikance:
o x? = F~1(P,r) = Excel: CHISQ.INV(P,r), Root: ROOT: :Math: : chisquared quantile(P,r)...

o Tabulka p-hodnot pro pocet stupnu volnosti 1-10:

hladina signifikance
Pocet

stupiit l? a=5% oa=1%

volnosti
1 0.004 0.02 0.06 0.15 0.46 1.07 1.64 271 3.84 6.64 10.83
2 0.10 0.21 0.45 0.71 1.39 241 322 4.60 5.99 9.21 13.82
3 0.35 0.58 1.01 1.42 237 3.66 4.64 6.25 7.82 11.34 1627
4 0.71 1.06 1.65 220 3.36 4.88 5.99 7.78 9.49 1328 1847
5 1.14 1.61 2.34 3.00 4.35 6.06 729 9.24 11.07 15.09 20.52
6 1.63 220 3.07 3.83 5.35 7.23 8.56 1064 1259 16.81 2246
7 217 2.83 3.82 4.67 6.35 8.38 9.80 1202 14.07 1848 24.32
8 273 3.49 4.59 5.53 7.34 9.52 11.03 1336 |1551 20.09 26.12
9 3.32 4.17 5.38 6.39 8.34 1066 1224 1468 16.92 2167 27.88
10 [3.94 4.87 6.18 7.27 9.34 1178 1344 1599 1831 |23.21 29.59

Ply2 /4 0.95 0.90 0.80 0.70 0.50 0.30 0.20 0.10 0.05 0.01 0.001

e Pro pocet stupnu volnosti > 10 konverguje k N (k, v2k).
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