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Metoda nejmensich ¢tvercu

Vime ze cviceni 10:

o Necht mezi veli¢éinou x a y plati vztah
e Modelova funkce A zdvisi na parametrech 35| E i
0= (01,02,..0m). 3l E |
o V bodech x1,x2, ...,z jsme namérili > 25 |
hodnoty y1,y2, ..., yn se standardnimi ’
odchylkami o1, 02, ...,0N. 2+ I .
° y; € N()\(a:¢|6),ai) 1.5 F Ax|®) —— B
o Nejlepsi odhad 6 je ten, ktery 1 Yi*0i " | | |
minimalizuje x2 0 2 4 6 8 10
N 2
yi — Mz:|0) X
B (Olm,p, o) = 3 = A@ON
i=1 9i
(je to totiz ten, ktery maximalizuje In L).
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Linearni regrese pomoci matic

e Zabyvejme se funkci linedrni ve svych parametrech, tedy takovou, kterd jde napsat jako
Az|0) = 01 f1(x) + 02 f2(x) + ... + Om fr (),
kde f;(z) jsou uz funkce bez volnych parametra. Piiklad: a + bz + ccosz + dv/z.
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Linearni regrese pomoci matic

e Zabyvejme se funkci linedrni ve svych parametrech, tedy takovou, kterd jde napsat jako
Az|0) = 01 f1(x) + 02 f2(x) + ... + Om fr (),

kde f;(z) jsou uz funkce bez volnych parametra. Piiklad: a + bz + ccosz + dv/z.
o Piedpovédi modelu v bodech z1, 3, ..., zy muzeme zapsat pomoci matice A jako

A(z1]0) fi(z1)  fa(z1) - fam(z1) 01
A(z2]0) fi(zz)  fa(z2) - fa(z2) 02 M
. = . . ) . .|, meboli A(wil0) =" Ai;0;
: : : g : ; =1
A(zn|6) fi(en)  fa(zn) -0 fu(zN) O
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Linearni regrese pomoci matic

e Zabyvejme se funkci linedrni ve svych parametrech, tedy takovou, kterd jde napsat jako
Az|0) = 01 f1(x) + 02 f2(x) + ... + Om fr (),

kde f;(z) jsou uz funkce bez volnych parametra. Piiklad: a + bz + ccosz + dv/z.
o Piedpovédi modelu v bodech z1, 3, ..., zy muzeme zapsat pomoci matice A jako

A(z10) fi(z1)  fa(wr) - fu(zn)
A(z2(0) fi(z2)  fa(we) -+ fu(z2)
A(wJAVW) f1(‘$N) f2(.wN) fM(.wN)
o Napi. pro model A\(z|a,b) = a + bx + cz? to bude
A(z1]a, b, c) 1 =
)\(zN|.a, b, c) 1 g;N
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Linearni regrese pomoci matic

o Méme linedrn{ model A\(z;|0) = Z;bil A;;6;.
o Potom muzeme napsat

o s — Mxi16)]? N ;= SM 4,017
Oz o) = 3 W AEIOL § [ = 5 A0
i=1 i im1 9;
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Linearni regrese pomoci matic

Maéme linedrni model A(z;|0) = Z;bil Aqj0;.
Potom muzeme napsat

o? o2

Ny — ) 2 N i —SM 4,012
X2(9|m,y,o') _ Z [yl )\(931|9)] _ Z [y1 23_1 ij J]
i=1 i i=1 i

e Vyuzijeme jesté kovarianéni matice Vj; = cov(y;,y;). Pro nezdvisld méfeni je

. 2 2 2 -1 . 11 1
V = diag(oy,05,...,0n) a 1% :dlag(;,ﬁ,...,ﬁ .
i 93 N
o Takze napiSeme
N M 2
2 -1
X (Ble,y,0) =DV [yi_ZAijej] .
i=1 =1
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Linearni regrese pomoci matic

Maéme linedrni model A(z;|0) = Z;bil Aqj0;.
Potom muzeme napsat

N N M 2
yi — Mi]0)] [yi — 201, Aijby)
2 i j=1“1jYj
X0z, y,0) = g El p

i=1 7 1=
e Vyuzijeme jesté kovarianéni matice Vj; = cov(y;,y;). Pro nezdvisld méfeni je
1 1 1
V:diag(af,ag,...,a?v) a v *dlag( = —2,...,—2).
0'1 0'2 O'N
o Takze napiSeme
N M 2
X (Blz,y, o) = > Vit [UL -> Aijej:|
i=1 j=1
Hleddme minimum, polozime derivace rovné nule pro k = 1,2, ..., M:

M
%:_zz [ i_ZAUéJ}Ak

j=1
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Linearni regrese pomoci matic

Maéme linedrni model A(z;|0) = Z;bil Aqj0;.
Potom muzeme napsat

N N M 2
yi — Mi]0)] [yi — 201, Aijby)
2 i j=1“1jYj
X0z, y,0) = g El p

i=1 7 1=
e Vyuzijeme jesté kovarianéni matice Vj; = cov(y;,y;). Pro nezdvisld méfeni je
1 1 1
V:diag(af,ag,...,a?v) a v *dlag( = —2,...,—2).
a1y 03 IN
o Takze napiSeme

N M 2
X (Blz,y, o) = > Vit [UL -> Aijej:|

i=1 j=1
o Hleddme minimum, polozime derivace rovné nule pro k = 1,2, ..., M:
M ~ N N M .
) DLc [ SEVDI EVEER) SEMZVEE) 9) SRR
k " " " "
j=1 i=1 i=1j=1
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Linearni regrese pomoci matic

Maéme linedrni model A(z;|0) = Z;bil Aqj0;.

o Potom muzeme napsat
N N M 2
— A(@:9)] s — M A46;]
2 3 =1 IV
0l y,0) =3 L2 ) pp
im1 i i=1 i
e Vyuzijeme jesté kovarianéni matice Vj; = cov(y;,y;). Pro nezdvisld méfeni je
1 1 1
V:diag(af,ag,...,a?v) a v *dlag( = —2,...,—2).
a1y 03 IN

o Takze napiSeme

N M 2
X (Blz,y, o) = Z Vit [yb - Z Az’j%}
i=1 j=1
Hleddme minimum, polozime derivace rovné nule pro k = 1,2, ..., M:

M X N N M A
% = —QZ [ Yi — ZAUQJ} Aip = —QZAMVJIZ/@ +222Aikvi;1Aij0j

j=1 i=1 i=1j=1

N N M
ZAik‘/izlyi:ZZAik‘/izlAijéj pro k=1,2,..., M.

i=1j=1
‘ . . . p . T _ 4.
o To se d4 zapsat maticemi (pozn.: transponovand matice Aij = A]Z),

ATvTly = ATv a6,

6= (ATv'A) ATV ly = By. J
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Linearni regrese pomoci matic: Prakticky v Matlabu

Rekapitulace

e Data «,y, o (vektory dimenze N).
o Linedrni model A(z;|01,62,...,0n0) = >
o Metoda nejmensich ¢tevrcu dava:

M
=1 Aij05,

0= (ATv AT ATV 'y = By.

Matlab (upf_cvil_ linreg.m, upf_cvll linregerr.m)
o Piiklad: fit linedrn{ funkci A\(z|01,62) = 61 + O2z.
Tedy A = [ones(N,1), x];
o Linedrni regrese bez o: theta = A \ y;
e Operdtor \ provadi délenf zleva, ¢ili Fes{ rovnici
y = A0, pokud to lze. Pokud ne (nase A neni
&tvercova!), minimalizuje &tverce odchylek.
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Linearni regrese pomoci matic: Prakticky v Matlabu

Rekapitulace

Data z,y, o (vektory dimenze N).
Linedrni model A(x;|61,02,...,00) = >
Metoda nejmensich ¢tevrcu dava:

M
=1 Aij05,

0= (ATv AT ATV 'y = By.

Matlab (upf_cvil_ linreg.m, upf_cvll linregerr.m)

Piiklad: fit linedrn{ funkci A(z|01,02) = 61 + O2z.
Tedy A = [ones(N,1), x];

Linedrni regrese bez o: theta = A \ y;
Operdtor \ provadi délen{ zleva, ¢ili Fes{ rovnici
y = A0, pokud to lze. Pokud ne (nase A neni
&tvercova!), minimalizuje &tverce odchylek.
Linedrni regrese se o:

invV = diag(l./sigma."2);

B=A.” * invV * A \ A.’ * invV;

. znamend provedeni operace po slozkéch.

.’ transponuje matici.
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Linedrni regrese pomoci matic: Kovariance parametru

Rekapitulace

Data x,y, o (vektory dimenze N).
o Linedrni model A\(z;|01, 62, ...,0n) = Z;‘il Ai;0;, kde Az = f(z;).

Metoda nejmensich ¢tevrcu dava: 0= (ATV_lA) 71ATV—1y = Buy.

o Jaké je kovariance ziskanych parametru?

cov(d,,0,) = B (6 — B6.]) (6, E[éj])]
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Linedrni regrese pomoci matic: Kovariance parametru

Rekapitulace

Data x,y, o (vektory dimenze N).
o Linedrni model A\(z;|01, 62, ...,0n) = Z;‘il Ai;0;, kde Az = f(z;).

Metoda nejmensich ¢tevrcu dava: 0= (ATV_lA) 71ATV—1y = Buy.

o Jaké je kovariance ziskanych parametru?

cov(0s,0;) = E|(6; — El6:]) (6; — E[éj])] = E[(By - E[By]), (By - E[By])ji|
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Linedrni regrese pomoci matic: Kovariance parametru

Rekapitulace

Data x,y, o (vektory dimenze N).
o Linedrni model A\(z;|01, 62, ...,0n) = Z;‘il Ai;0;, kde Az = f(z;).

Metoda nejmensich ¢tevrcu dava: 0= (ATV_lA) 71ATV—1y = Buy.

o Jaké je kovariance ziskanych parametru?

cov(d,6) = B[ (6. = EI0) (3, ~ B10,))| = B[ (By - ElBw), (By - ElBy) |

=F [(By — BE[y])l(By — B E[y])]i|
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Linedrni regrese pomoci matic: Kovariance parametru

Rekapitulace

Data x,y, o (vektory dimenze N).
o Linedrni model A\(z;|01, 62, ...,0n) = Z;‘il Ai;0;, kde Az = f(z;).

Metoda nejmensich ¢tevrcu dava: 0= (ATV_lA) 71ATV—1y = Buy.

o Jaké je kovariance ziskanych parametru?

cov(d,6) = B[ (6. = EI0) (3, ~ B10,))| = B[ (By - ElBw), (By - ElBy) |

[(By—BE[y]) (By — BE[y } = [Z Bk (yx — [yk]):ZIlle(yz —E[yl])}
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Linedrni regrese pomoci matic: Kovariance parametru

Rekapitulace

Data x,y, o (vektory dimenze N).
o Linedrni model A\(z;|01, 62, ...,0n) = Z;‘il Ai;0;, kde Az = f(z;).

Metoda nejmensich ¢tevrcu dava: 0= (ATV_lA) 71ATV—1y = Buy.

o Jaké je kovariance ziskanych parametru?

cov(d,6) = B[ (6. = EI0) (3, ~ B10,))| = B[ (By - ElBw), (By - ElBy) |

= [(By—BE[y]) (By—BEly }: [ZBlk(yk— [yk])iBﬂ(yz—Elyll)}

\\Ms

M M
szjLE[(yz — Ey]) (v — E[yz])} => "> " BikBjicov(yk, ui)-

k=11=1

i::
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Linedrni regrese pomoci matic: Kovariance parametru

Rekapitulace

e Data @, y, o (vektory dimenze N).
o Linedrni model A\(z;|01, 62, ...,0n) = Z;‘il Ai;0;, kde Az = f(z;).
o Metoda nejmensich ¢tevrecu dava: 0= (ATV_lA)flATV_ly = By.

o Jaké je kovariance ziskanych parametru?

cov(d,6) = B[ (6. = EI0) (3, ~ B10,))| = B[ (By - ElBw), (By - ElBy) |

= [(By—BE[y]) (By—BEly }: [ZBlk(yk— [yk])iBﬂ(yz—Elyll)}

\\Ms

M M
szjLE[(yz — Ey]) (v — E[yz])} => "> " BikBjicov(yk, ui)-

k=11=

i::

o Napsdno maticoveé,

-

U=BVB" kde U =cov(d;

>
S
BN
-

o upf_cvll_ linregerr.m
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Fitovani v dalsich programech

Excel/Calc: viz cvi€eni 10.

°
o
°
°

Automaticky linedrni regrese bez o; (v grafu nebo LINEST()).
Piiklad s vypoctem parametru fitu a + bzx.

Lze udélat i obecnou regresi pomoc{ matic (MMULT(), MINVERSEQ)...)
Lze udélat i numerickou minimizace x? libovolné funkce (Solver).

Gnuplot: viz cviéeni 10.

Numerickd minimizace x? libovolné funkce, napf.:
fit axx**2+bxexp(c*x) ’data.txt’ using 1:2:3 via a,b,c

ROOT: upf_cvil_fit.cc

°

Modelova funkce: TF1 objekt — libovolna funkce [manual].

o Metoda Fit(modelFunc,options) objektu typu TGraphErrors nebo TH1 (histogram) [manual].

Python: upf_cv1il_polyfit.cc, upf_cvil fit.cc

Fit polynomem: numpy.polyfit(x, y, deg=D, w=invSigmas, cov=True/False) [manual]
Fit obecnou funkci (numerickd minimizace):
scipy.optimize.curve_fit(modelFunc,x,y,pO=initPars,sigma=sigmas)

Modelova funkce je libovolna Pythonovskd funkce [manual].

Nebo dalsi funkce jinych modula.

Origin: upf_cvll_origin.opju

Profesiondlni program na zpracovani védeckych dat vzdalené podobny Excelu.
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https://root.cern.ch/doc/master/classTF1.html
https://root.cern.ch/doc/master/classTH1.html#a7e7d34c91d5ebab4fc9bba3ca47dabdd
https://numpy.org/doc/stable/reference/generated/numpy.polyfit.html
https://docs.scipy.org/doc/scipy/reference/generated/scipy.optimize.curve_fit.html

	Metoda nejmenších ctvercu
	Lineární regrese pomocí matic
	Prakticky v Matlabu
	Kovariance parametru

	Fitování v dalších programech

