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Jak odhadnout parametry modelu z experimentálńıch dat?

Necht’ mezi veličinou x a y plat́ı vztah

y = λ(x|θ).

Modelová funkce λ záviśı na parametrech

θ = (θ1, θ2, ...θm).

V bodech x1, x2, ..., xN jsme naměřili
hodnoty y1, y2, ..., yN se standardńımi
odchylkami σ1, σ2, ..., σN .

yi ∈ N
(
λ(xi|θ), σi

)
Chceme odhad θ – fit λ(x|θ) to the data.
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Odhad θ metodou maximálńı věrohodnosti

Věrohodnostńı funkce je součinem hustot pravděpodobnosti (zde normálńıch rozděleńı)

L(θ|x,y,σ) =

N∏
i=1

f
(
yi
∣∣λ(xi|θ)) =

N∏
i=1

1
√
2πσi

exp

[
−
(
yi − λ(xi|θ)

)2
2σ2
i

]

lnL(θ|x,y,σ)= −
N∑
i=1

ln
(√

2πσi
)
−

N∑
i=1

[
yi − λ(xi|θ)

]2
2σ2
i

Nejlepš́ı odhad θ̂ je ten, který maximalizuje L nebo ekvivalentně lnL.
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Necht’ mezi veličinou x a y plat́ı vztah

y = λ(x|θ).
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Metoda nejmenš́ıch čtverc̊u

Nejlepš́ı odhad θ̂ je ten, který maximalizuje L nebo lnL.

lnL(θ|x,y,σ) = −
N∑
i=1

ln
(√

2πσi
)
−

N∑
i=1

[
yi − λ(xi|θ)

]2
2σ2
i

Maximalizace lnL⇔ minimalizace χ2, kde

χ
2
(θ|x,y,σ) =

N∑
i=1

[
yi − λ(xi|θ)

]2
σ2
i

Minimalizace: analyticky (pro funkci λ lineárńı v θ) nebo numericky.
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Jan Matoušek UPF cvičeńı 10 8. 12. 2020 3 / 8



Fit konstantńı funkce λ(x|a) = a

Vlastně stejná situace jako ve cvičeńı 9.

Chi-kvadrát:

χ
2
(a|y,σ) =

N∑
i=1

(yi − a)2

σ2
i

Je-li â minimum, plat́ı:

0 =
∂χ2

∂a
(â) = −2

N∑
i=1

yi − â
σ2
i

= −2
N∑
i=1

yi

σ2
i

+2

N∑
i=1

â

σ2
i

.

Vyjádř́ıme â

â =

∑N
i=1

yi
σ2
i∑N

i=1
1

σ2
i

=
〈y〉
〈1〉

, kde 〈g〉 =
N∑
i=1

gi

σ2
i

.
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Standardńı odchylka – metoda přenosu chyb:

∂â

∂yj
=

1

〈1〉
1

σ2
j

σ
2
â =

N∑
j=1

(
∂â

∂yj
σj

)2

=
N∑
j=1

(
1

〈1〉
σj

σ2
j

)2

=
1

〈1〉
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Fit konstantńı funkce λ(x|a) = a
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Chi-kvadrát:

χ
2
(a|y,σ) =

N∑
i=1

(yi − a)2

σ2
i
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Jan Matoušek UPF cvičeńı 10 8. 12. 2020 4 / 8



Fit př́ımé úměrnosti λ(x|b) = bx

Chi-kvadrát:

χ
2
(b|x,y,σ) =

N∑
i=1

(yi − bxi)2

σ2
i

Je-li b̂ minimum, plat́ı:

0 =
∂χ2

∂b
(b̂) = 2

N∑
i=1

yi − b̂xi
σ2
i

(−xi)

= −2
N∑
i=1

xiyi

σ2
i

+ 2b̂
N∑
i=1

x2
i

σ2
i

.

Vyjádř́ıme b̂

b̂ =
〈xy〉
〈x2〉

,

	0

	0.5

	1

	1.5

	2

	2.5

	3

	0 	2 	4 	6 	8 	10

y

x

bx
yi	±	σi
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(
∂b̂

∂yj
σj

)2

=
1

〈x2〉2

N∑
j=1

(
xjσj

σ2
j

)2

=
1

〈x2〉
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Fit lineárńı závislosti λ(x|a, b) = a+ bx

χ
2
(a, b|y,σ) =

N∑
i=1

(yi − a− bxi)2

σ2
i

Takzvaná lineárńı regrese.

Je-li v bodě (â, b̂) minimum, plat́ı

0 =
∂χ2

∂a
= −2

N∑
i=1

yi − â− b̂xi
σ2
i

= 2

(
−

N∑
i=1

yi

σ2
i

+ â
N∑
i=1

1

σ2
i

+ b̂
N∑
i=1

xi

σ2
i

)

0 =
∂χ2

∂b
= 2

N∑
i=1

yi − â− b̂xi
σ2
i

(−xi) = 2

(
−

N∑
i=1

xiyi

σ2
i

+ â

N∑
i=1

xi

σ2
i

+ b̂
N∑
i=1

x2
i

σ2
i

)
Soustavu rovnic zaṕı̌seme přehledně pomoćı 〈...〉

â〈1〉+ b̂〈x〉 = 〈y〉

â〈x〉+ b̂〈x2〉 = 〈xy〉

Vyjádř́ıme â:

â〈1〉〈x2〉+ b̂〈x〉〈x2〉 = 〈y〉〈x2〉

â〈x〉〈x〉+ b̂〈x2〉〈x〉 = 〈xy〉〈x〉

â =
〈x〉〈xy〉 − 〈y〉〈x2〉
〈x〉2 − 〈1〉〈x2〉

Vyjádř́ıme b̂:

â〈1〉〈x〉+ b̂〈x〉〈x〉 = 〈y〉〈x〉

â〈x〉〈1〉+ b̂〈x2〉〈1〉 = 〈xy〉〈1〉

b̂ =
〈x〉〈y〉 − 〈1〉〈xy〉
〈x〉2 − 〈1〉〈x2〉
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yi − â− b̂xi
σ2
i

= 2

(
−

N∑
i=1

yi

σ2
i

+ â
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N∑
i=1

xi

σ2
i

+ b̂
N∑
i=1

x2
i

σ2
i

)
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â〈1〉〈x2〉+ b̂〈x〉〈x2〉 = 〈y〉〈x2〉
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Fit lineárńı závislosti λ(x|a, b) = a+ bx
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, b̂ =
〈x〉〈y〉 − 〈xy〉〈1〉
〈x〉2 − 〈1〉〈x2〉

.

â a b̂ jsou náhodné proměnné (jsou vytvořené kombinaćı náhodných proměnných).
Neurčitosti (standardńı odchylky) spoč́ıtáme přenosem chyb.
Nejdř́ıv spoč́ıtáme derivace vážených sum podle yi:

∂〈1〉
∂yi

=
∂〈x〉
∂yi

=
∂〈x2〉
∂yi

= 0
∂〈y〉
∂yi

=
1

σ2
i

∂〈xy〉
∂yi

=
xi

σ2
i

Ted’ snadno urč́ıme také derivace â a b̂ podle yi:

∂â

∂yi
=

〈x〉 xi
σ2
i

− 〈x2〉 1

σ2
i

〈x〉2 − 〈1〉〈x2〉
,

∂b̂

∂yi
=

〈x〉 1

σ2
i

− 〈1〉 xi
σ2
i

〈x〉2 − 〈1〉〈x2〉
,

Standardńı odchylka â:

σ
2
â =

N∑
i=1

(
∂â

∂yi
σi

)2

=
1(

〈x〉2 − 〈1〉〈x2〉
)2 N∑

i=1

(
〈x〉2

x2
i

σ4
i

− 2〈x〉〈x2〉
xi

σ4
i

+ 〈x2〉2
1

σ4
i

)
σ

2
i

=
〈x〉2〈x2〉 − 2〈x〉2〈x2〉+ 〈x2〉2〈1〉(

〈x〉2 − 〈1〉〈x2〉
)2 =

〈1〉〈x2〉2 − 〈x〉2〈x2〉(
〈x〉2 − 〈1〉〈x2〉

)2 =
〈x2〉

(
〈1〉〈x2〉 − 〈x〉2

)
〈1〉〈x2〉 − 〈x〉2

Analogicky odvod́ıme pro b̂ a dostaneme:

σ
2
â =

〈x2〉
〈1〉〈x2〉 − 〈x〉2

σ
2
b̂
=

〈1〉
〈1〉〈x2〉 − 〈x〉2
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Fit lineárńı závislosti λ(x|a, b) = a+ bx
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â =

〈x2〉
〈1〉〈x2〉 − 〈x〉2

σ
2
b̂
=

〈1〉
〈1〉〈x2〉 − 〈x〉2
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â =

N∑
i=1

(
∂â
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∂〈1〉
∂yi

=
∂〈x〉
∂yi

=
∂〈x2〉
∂yi

= 0
∂〈y〉
∂yi

=
1

σ2
i

∂〈xy〉
∂yi

=
xi

σ2
i
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Fit lineárńı závislosti λ(x|a, b) = a+ bx

â =
〈x〉〈xy〉 − 〈y〉〈x2〉
〈x〉2 − 〈1〉〈x2〉

, b̂ =
〈x〉〈y〉 − 〈xy〉〈1〉
〈x〉2 − 〈1〉〈x2〉

.

Kovarianci cov(â, b̂) spoč́ıtáme podobně, jako σ
”
přenosem“ (viz Dodatky),

cov
(
A(x), B(x)

)
=

N∑
i=1

N∑
j=1

∂A

∂xi

∣∣∣∣
µx

∂B

∂xj

∣∣∣∣
µx

cov(xi, xj).

Dosad́ıme derivace z předchoźı strany a využijeme, že měřeńı jsou nezávislá,

cov(â, b̂) =
1(

〈x〉2 − 〈1〉〈x2〉
)2 N∑

i=1

(
〈x〉

xi

σ2
i

− 〈x2〉
1

σ2
i

)(
〈x〉

1

σ2
i

− 〈1〉
xi

σ2
i

)
σ

2
i

=
1(

〈x〉2 − 〈1〉〈x2〉
)2 N∑

i=1

(
〈x〉2

xi

σ2
i

− 〈x〉〈1〉
x2
i

σ2
i

− 〈x2〉〈x〉
1

σ2
i

+ 〈x2〉〈1〉
xi

σ2
i

)

=
〈x〉3 − 〈x〉〈1〉〈x2〉 −����〈x2〉〈x〉〈1〉+����〈x2〉〈1〉〈x〉(

〈x〉2 − 〈1〉〈x2〉
)2 =

〈x〉
〈x〉2 − 〈1〉〈x2〉

Nyńı už známe standardńı odchylky i kovarianci parametr̊u lineárńı závislosti:

σ
2
â =

〈x2〉
〈1〉〈x2〉 − 〈x〉2

σ
2
b̂
=

〈1〉
〈1〉〈x2〉 − 〈x〉2

cov(â, b̂) =
〈x〉

〈x〉2 − 〈1〉〈x2〉
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Dodatky: Odvozeńı přenosu kovariance

Funkce A(x) a B(x) aproximujeme dvěma členy Taylorovy řady:

A(x) ≈ A(µx) +

N∑
i=1

∂A

∂xi

∣∣∣∣
µx

(xi − µxi ) B(x) ≈ B(µx) +

N∑
i=1

∂B

∂xi

∣∣∣∣
µx

(xi − µxi )

Kovariance je cov(A,B) = E[AB]− E[A]E[B] (viz lekce 7)

E[AB] = E

[
A(µx)B(µx) + A(µx)

N∑
i=1

∂B

∂xi

∣∣∣∣
µx

(xi − µxi ) + B(µx)

N∑
i=1

∂A

∂xi

∣∣∣∣
µx

(xi − µxi )

+
N∑
i=1

N∑
j=1

∂A

∂xi

∣∣∣∣
µx

∂B

∂xj

∣∣∣∣
µx

(xi − µxi )(xj − µxj )
]

Uvědomı́me si, že E[xi − µxi ] = 0 a E
[
(xi − µxi )(xj − µxj )

]
= cov(xi, xj),

E[AB] = A(µx)B(µx) +

N∑
i=1

N∑
j=1

∂A

∂xi

∣∣∣∣
µx

∂B

∂xj

∣∣∣∣
µx

cov(xi, xj).

Po odečteńı E[A]E[B] = A(µx)B(µx) dostaneme

cov
(
A(x), B(x)

)
=

N∑
i=1

N∑
j=1

∂A

∂xi

∣∣∣∣
µx

∂B

∂xj

∣∣∣∣
µx

cov(xi, xj).
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