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Jak odhadnout parametry modelu z experimentalnich dat?

4 T

o Necht mezi veli¢inou z a y plati vatah I
3.5
y = A(x[6).
o Modelovd funkce A zévisi na parametrech 3r { B
0 = (01,02,...0m). > 2.5 .
e V bodech z1,za, ...,z y jsme namérfili 2+ I e
hodnoty y1,¥2, ..., yn se standardnimi
dehvlkami 1.5 - Ax[6) :
odchylkami o1, 032, ...,0N. Vizo | |
1
0 2 4 6 8 10
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Jak odhadnout parametry modelu z experimentalnich dat?

4
o Necht mezi veli¢inou z a y plati vatah ‘

y = A(z|0).
o Modelovd funkce A zévisi na parametrech
0 = (61,02,...0m). >
o V bodech z1,z2, ...,z N jsme namértili

hodnoty y1,¥2, ..., yn se standardnimi
odchylkami 01,02, ...,0N.

Yi € N()\(xl|0), O’i)
o Chceme odhad 6 — fit A\(z|0) to the data.
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Jak odhadnout parametry modelu z experimentalnich dat?

4
o Necht mezi veli¢inou z a y plati vatah I ‘
3.5 B
y = A(z|0).
o Modelovd funkce A zévisi na parametrech 31 { B
0 = (61,02,...0m). > 2.5 -
e V bodech z1,za, ...,z y jsme namérfili 2+ I e
hodnoty y1,¥2, ..., yn se standardnimi
- 1.5 - Ax[6) :
odchylkami 01,02, ...,0N. yito
o y; € N(A(z;]0),0; 1 : : ‘ : ‘
v: € N(Ma1l6), o) 0 2 4 6 8 10
o Chceme odhad 6 — fit A\(z|0) to the data.
v

Odhad 6 metodou maximélni vérohodnosti

e Vérohodnostni funkce je souc¢inem hustot pravdépodobnosti (zde normélnich rozdéleni)

o . 2
® 7(?!1 A(xz‘e)) :|

N N 1 |:
Lg”o-: fl)\ajle = ex
(Ole,3,0) = [T £(wilr:10)) = IT 7= 202

i
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Jak odhadnout parametry modelu z experimentalnich dat?

4
o Necht mezi veli¢inou z a y plati vatah I ‘
3.5 B
y = A(z|0).
o Modelovd funkce A zévisi na parametrech 31 { B
0 = (61,02,...0m). > 2.5 -
e V bodech z1,za, ...,z y jsme namérfili 2+ I e
hodnoty y1,¥2, ..., yn se standardnimi
- 1.5 - Ax[6) :
odchylkami 01,02, ...,0N. yito
o y; € N(A(z;]0),0; 1 : : ‘ : ‘
v: € N(Ma1l6), o) 0 2 4 6 8 10
o Chceme odhad 6 — fit A\(z|0) to the data.
v

Odhad 6 metodou maximélni vérohodnosti

e Vérohodnostni funkce je souc¢inem hustot pravdépodobnosti (zde normélnich rozdéleni)

1T £ wslr@il0) = T -2 (= A@i19)°
LOle,v,0) = [T 1A @10) =TT S5 |- 50|

i

N Ny~ A(2:]0)]2
InL(B|x,y,o)= 7Zln (\/ﬂao 72:%

o Nejlepsi odhad 0 je ten, ktery maximalizuje L nebo ekvivalentné In L.
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Metoda nejmensich ¢tvercu

o Nejlepsi odhad 0 je ten, ktery maximalizuje L nebo In L.

o N Ty — Mz:|0)]?
I L(Olz,y,0) = — > In (Varo:) = > w
i=1 i=1 i

e Maximalizace In L < minimalizace x?, kde

N Ty — Mx:]0)]2
E(6lz,y, o) :Zw
=1 i

e Minimalizace: analyticky (pro funkci A linedrni v #) nebo numericky.

35 IHE .
T O

1.5+ AX®) —— B

0 2 4 6 8 10 3 4 5 6 7 8
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Fit konstantni funkce A(z|a) = a

o Vlastné stejna situace jako ve cviceni 9.
o Chi-kvadrat:

2 N (yi — a)? 3 \

X (aly, o) =) ——5— 28 a g
; o? 26 L yix o —— |
o Je-li @ minimum, plati: 24 -
~ N N > 2.2 ] T 3 T 7]

ax* yi —a Yi a 2 ESEEIEL Al iy

0= (a)=-2 =25 L o5 2 % IEIT ELT
A P S S A T AT I ]
1.6 - -

1.4 1 1 1 1 1
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Fit konstantni funkce A(z|a) = a

o Vlastné stejna situace jako ve cviceni 9.
o Chi-kvadrat:

2 Y (yi—a)? a
xXaly, o) = > 2.8 - @ i
=1 7 26 1
o Je-li @ minimum, plati: 24 ] -
EIES

2 i{}zﬂ 411 s
LR

1.4 I I I I I
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Fit konstantni funkce A(z|a) = a

o Vlastné stejna situace jako ve cviceni 9.
o Chi-kvadrat:
N 2 3 T
2 (y: — a) a
x (aly,o) = —_— 2.8 -
(alyo) =3 Al B p—
o Je-li @ minimum, plati: 24
> 22 F ]
2 TTITVTTTI T I _le
T l ERE=S ilﬁ I
1.8 -
1.6 -
14 L L L L
0 2 4 6 8
X
da 11 2 n/Ba 2 1 o;\2 1
B (Y (L)
ayj 1> gj =1 ayj =1 <1 a; <]>
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Fit pfimé amérnosti A\(x|b) = bx

o Chi-kvadrat:

N 2
_ b P
X’ (e, y, o) = Z z) 3 : : ‘
i=1 bx
L . 251 yixg E
o Je-li b minimum, plati: )
2 N P
X - yi — bx;
7(17):2207?(*%) > 15 E
L I
0.5
0 ! ! ! !
0 2 4 8 10
X
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Fit pfimé amérnosti A\(x|b) = bx

o Chi-kvadrat:

Yi

bx
+0;

N 2
— bzl
X2 bl y, ) = Z ) 3
R = 2.5 F
o Je-li b minimum, plati: )
8X2 > al Yi — B-'/Ui
O:E(b):2207?(7$i) > 1.5
T; y N g2 1r
rJd i
:*22 Tt B o 0.5
=1 K
i qer 7 0
o Vyjadiime b 0
b= (zy) i
x2)
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Fit pfimé amérnosti A\(x|b) = bx
o Chi-kvadrat:
N 2
_ b P
X2z, y,0) = Z z4) 3 ‘ ‘ ‘
i=1 ) bx
. SE oyiag e .
o Je-li b minimum, plati: ) W ! E
_8X2A_ Nyi—i)xi
0= p =22 "5 (o0 - 15 1
T; y N g2 1r |
:*22 Tt B o 0.5 .
=1 K
~ O | | | | |
o Vyjadiime b 0 5 4 6 8 10
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Fit linedrni zavislosti A(z|a,b) = a + bx

N 2
(yi —a —bai)
Xlably, o) =30 =

i=1 i =

o Takzvand linedrni regrese.

e Je-li v bodé (a, Z;) minimum, plati

x> yz—a—bm
0= =_2
da ;

x> Ny —a—bay
O:H:?Zl (—z4)
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Fit linedrni zavislosti A(z|a,b) = a + bx

x*(a,bly,0) ="

=1

o Takzvand linedrni regrese.

e Je-li v bodé (a, Z;) minimum, plati

3)(2 Ny,;—[z—f)z,;
0= -2 = -2 2 T o —
=2 B (-

ax? -~
ob
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Fit linedrni zavislosti A(z|a,b) = a + bx

x*(a,bly,0) ="

=1

o Takzvand linedrni regrese.

e Je-li v bodé (a, Z;) minimum, plati

x> N oy —a — ba;
0o 9 :_QZuﬂ(_

da — o2
ox? Ny —a— bay
0=~ :2;(77?(—11):2

e Soustavu rovnic zapiSeme pfehledné pomoci (...)
a(1) + b(x) = (y)
alw) +b(a?) = (vy)
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Fit linedrni zavislosti A(z|a,b) = a + bx

N
Xla,bly,o) = 3 W 2o
i=1 g
o Takzvand linedrni regrese.
e Je-li v bodé (a, Z;) minimum, plati
x> Yy —a—bay
0= — =-2 —_— =2 -
g m 2t 2
2 N oy —a — bxs
OZLZQ LQIL(_M)ZQ
ob i=1 i

e Soustavu rovnic zapiSeme pfehledné pomoci (...)

a(1) + b(z) = ()
a(a) + b(a?) = (ay)

e Vyjadiime a:
a(1)(z?) + b(z) (x?) = (y)(=?)
a(w) (z) + b(z®) (z) = (zy)(x)

Jan Matousek UPF cvigeni 10 8. 12. 2020 6/8



Fit linedrni zavislosti A(z|a,b) = a + bx

x*(a,bly,0) ="

=1

o Takzvand linedrni regrese.

e Je-li v bodé (a, Z;) minimum, plati

da 4 o2

ax? Xy —a— ba;
0o 9 :_QZuﬂ(_

x> N yi — & — by
OZW:? %(_11):2

e Soustavu rovnic zapiSeme pfehledné pomoci (...)
a(1) + b(x) = (y)
alw) +b(a?) = (vy)

e Vyjadiime a:
a(1)(z?) + b(z) (x?) = (y)(=?)
a(w) (z) + b(z®) (z) = (zy)(x)

(@) (zy) — (y)(=*)
(2)? — (1) (=)
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Fit linedrni zavislosti A(z|a,b) = a + bx

x*(a,bly,0) ="

=1

o Takzvand linedrni regrese.

e Je-li v bodé (a, Z;) minimum, plati

ax? Xy —a— ba;
0o 9 :_QZuﬂ(_

da 4 o2

x> Ny —a—bay
O:W:227(—11):2

e Soustavu rovnic zapiSeme pfehledné pomoci (...)
a(1) + b(x) = (y)
alw) +b(a?) = (vy)

o Vyjadifme a: o Vyjadifme b:
a(1)(”) + b(z)(z”) = (y)(2?) a(1)(z) + bla)(z) = (y) (=)
a(z)(z) + b(x®) (z) = (vy)(z) a(@) (1) + bz (1) = (wy)(1)
4o (x)ey) — (y)(z*) b oty — ({ey)
(z)2 — (1)(z?) (x)2 — (1)(x?)
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Fit linedrni zavislosti A(z|a,b) = a + bx

. _ @y - 1)) 5 _ (@) = @n)()
(@2 = (1)(a?) (@2 = (1)(a?)

eaab jsou ndhodné proménné (jsou vytvorené kombinaci ndhodnych proménnych).
o Neurcitosti (standardn{ odchylky) spoé¢itdme pfenosem chyb.
o Nejdfiv spocitdme derivace vazenych sum podle y;:
o) _ dm) _ 9(z?) 0 oy) 1 Ozy) _ =
- 52

dy;  dyi  Oyi dy; o? dy; o3
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Fit linedrni zavislosti A(z|a,b) = a + bx

o _ (@) — w)(?) 5 _ @) — o)
(2)2 = (1)(2?) (z)? = (1)(=?) J
eaab jsou ndhodné proménné (jsou vytvorené kombinaci ndhodnych proménnych).
o Neurcitosti (standardn{ odchylky) spoé¢itdme pfenosem chyb.
o Nejdfiv spocitdme derivace vazenych sum podle y;:
o) _ o) 0w oy _ 1 Oy _m
dy; Oy Oyi dy; o2 dy;, o2
o Ted snadno uréime také derivace @ a b podle y;:
I T o (@& -
Ay (@)? = (I)(a?) oyi  (@)? — (1)(«2)”
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Fit linedrni zavislosti A(z|a,b) = a + bx

(z)(ay) — () (=®) 5o (@) y) = ey (d)
()2 = (1)(x?) (m)? = (1){=?)

a=

aab jsou ndhodné proménné (jsou vytvorené kombinaci ndhodnych proménnych).
Neur¢itosti (standardni odchylky) spocitdme pienosem chyb.
Nejdiiv spocitdme derivace vazenych sum podle y;:

°
o) _ o) 0w oy _ 1 Oy _m
dy;  dyi  Oyi dy; o2 dy;, o2
o Ted snadno uréime také derivace @ a b podle y;:
e M -GhE ob (O
dyi ()2 — (1)(=?) ’ Ay (@) — (1)(=2)’

o Standardni odchylka a:

2 1 N 2 ; 1
o2 = Z(ayl ) - - TR ‘71(<m>2% 26 5+ )
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Fit linedrni zavislosti A(z|a,b) = a + bx

a=

(z)(ay) — () (=®) 5o (@) y) = ey (d)
()2 = (1)(x?) (m)? = (1){=?) J

aab jsou ndhodné proménné (jsou vytvorené kombinaci ndhodnych proménnych).
Neur¢itosti (standardni odchylky) spocitdme pienosem chyb.
Nejdiiv spocitdme derivace vazenych sum podle y;:

o) _ o) 0w oy _ 1 Oy _m
dy;  dyi  Oyi dy; o2 dy;, o2
o Ted snadno uréime také derivace @ a b podle y;:
I T b (-
yi  (@)2 = (1)(@?) Ay (@) — (1)(=2)’
o Standardni odchylka a:
2_N 35«_2_ 1 a 2T 2, Ti 2,2 1 »
o2 *Z}(w") - e S (@ e 6 U?>gi
_ (@)*(2?) — 2(x)? (2®) + ()21 ()(@?)? — (@) (=) _ (@) ((1)(=®) = (2)?)
((x)2 = (1)(22))* ()2 — (1)(22))* (1)(2?) — (z)?
Jan Matousek UPF cviéeni 10 8. 12. 2020 7/8



Fit linedrni zavislosti A(z|a,b) = a + bx

a=

(z)(ay) — () (=®) 5o (@) y) = ey (d)
()2 = (1)(x?) (m)? = (1){=?) J

aab jsou ndhodné proménné (jsou vytvorené kombinaci ndhodnych proménnych).
Neur¢itosti (standardni odchylky) spocitdme pienosem chyb.
Nejdiiv spocitdme derivace vazenych sum podle y;:

o) _ o) 0w oy _ 1 Oy _m
Oy 0y Oy Ay o? Oy; o2
o Ted snadno uréime také derivace @ a b podle y;:
I T o (@& -
dy; (@) = (U(?) dy:  (@)? = (1)(2?)’
o Standardni odchylka a:
N N N 2
2 _ ﬁ_)z_ 1 2Ty 2, Ti 22i>2
o2 f;<8yim = e S s 20 e 4 6 )l

1
(@)% (2®) — 2(2)*(2®) + (2*)*(1) _ (1)(@®)® — (@)?(2®) _ (=®) ((1)(e?) — (2)?)
((2)? = (1)(a?))* ((2)? = (1)(a?))* (1

Analogicky odvodime pro b a dostaneme:
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Fit linedrni zavislosti A(z|a,b) = a + bx

o (@aw) = w)?) i
(@2 = (1)(?)

() {y) — (=y)(1)
()2 = (1)(2?)

o Kovarianci cov(a, b) spocitdéme podobng, jako o ,pfenosem* (viz Dodatky),

OB
axj

cov(xi, ;).

Y X b4
= Ha

cov (A(z), B(x)) =Z e

i=1j

1 Pz

o Dosadime derivace z predchozi strany a vyuzijeme, Zze méfeni jsou nezavisla,

cov(@,) = e i(@c G-wg) (@m-mi)e

i i

2 .
= WZ( @7 %~ 2 75— @) 5 + <w2><1>j—§)

k3

_ @ — @) —WHW: (@)
()2 = (1)(?))* (@)? = (1)(2?)

e Nyni uz zndme standardni odchylky i kovarianci parametru linedrni zdvislosti:

o2 = L g'g = . cov(a, b) =

(1) (e?) = (x)? () (2?) — ()2

()
(z)? = (1)(z?)
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Dodatky: Odvozeni pirenosu kovariance

o Funkce A(x) a B(x) aproximujeme dvéma ¢leny Taylorovy Fady:

A(w)NA(Mm)'FZax (@i — pray) B(z) ~ B(#m)-*'zax
o Kovariance je cov(A, B) = E[AB] — E[A]E|B] (viz lekce 7)
EIAB) = B[ Ao Bl1a) + A(um)z e BTN E um)z o
N N
P2 OB e - #m,-)]
i=1=1 9% lpg OT5 lpgy

K

M

o Uvédomime si, ze E[z; — piz;] = 0 a E[(z; — pia; ) (w5 — Ha; )] = cov(zg, z5),

OB
8{13]' "

cov(xz;, xj).

E[AB] = A(pz)B(pz) +ZZ Oz

i=1j=1

o Po odecteni E[A|E[B] = A(pz)B(pte) dostaneme

Hrax

Y. 94
cov(A(z), B(z)) = Z Z oz,

i=1j=1

0B
8.’1:]'

cov(xz;, ;).

Kz Kz

(zi —

(zi —

Ha; )

.U‘zi)
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