
1 Binomické rozdělení
Pravděpodobnost, že při N pokusech zaznamenáme právě k úspěchů, když p je pravděpo-
dobnost jednoho úspěchu, se rovná:

P (k|N, p) =

(
N
k

)
pk(1− p)N−k

P (k|N, p) =
N !

(N − k)!k!
pk(1− p)N−k

Binomická věta:

(a+ b)N =
N∑
k=1

(
N
k

)
akbN−k

Normovací podmínka

Při výpočtu použijeme definici normovací podmínky pro diskrétní náhodnou proměnnou k
a binomickou větu.

1 =
N∑
k=0

P (k|N, p)

1 =
N∑
k=0

(
N
k

)
pk(1− p)N−k

1 = [p+ (1− p)]N

Očekávaná hodnota

Při výpočtu použijeme definici očekávané hodnoty E[k] = µ pro diskrétní náhodnou proměn-
nou k a normovací podmínku.

E[k] =
N∑
k=0

kP (k|N, p)

E[k] =
N∑
k=0

k
N !

(N − k)!k!
pk(1− p)N−k

E[k] = 0 +
N∑
k=1

N !

(N − k)!(k − 1)!
pk(1− p)N−k

substituce: m = k − 1

E[k] =
N−1∑
m=0

N(N − 1)!

(N − 1−m)!m!
p · pm(1− p)N−1−m

substituce: M = N − 1
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E[k] = Np
M∑

m=0

P (m|M, p)

E[k] = Np

Rozptyl

Při výpočtu použijeme vzorec pro výpočet rozptylu V [k] = σ2 pro diskrétní náhodnou pro-
měnnou k pomocí očekávaných hodnot E [k2] a E[k] a normovací podmínku.

V [k] = E
[
(k − µ)2

]
V [k] = E

[
k2
]
− (E [k])2

E
[
k2
]
=

N∑
k=0

k2P (k|N, p)

E
[
k2
]
=

N∑
k=0

k2 N !

(N − k)!k!
pk(1− p)N−k

E
[
k2
]
= 0 +

N∑
k=1

[1 + (k − 1)]
N !

(N − k)!(k − 1)!
pk(1− p)N−k

E
[
k2
]
=

N∑
k=1

N !

(N − k)!(k − 1)!
pk(1− p)N−k

+ 0 +
N∑
k=2

N !

(N − k)!(k − 2)!
pk(1− p)N−k

substituce: m = k − 1

l = k − 2

E
[
k2
]
=

N−1∑
m=0

N(N − 1)!

(N − 1−m)!m!
p · pm(1− p)N−1−m

+
N−2∑
l=0

N(N − 1)(N − 2)!

(N − 2− l)!l!
p2 · pn(1− p)N−2−l

substituce: M = N − 1

L = N − 2

E
[
k2
]
= Np

M∑
m=0

P (m|M, p) +N(N − 1)p2
L∑
l=0

P (l|L, p)

E
[
k2
]
= Np+N(N − 1)p2
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V [k] = Np+N(N − 1)p2 − (Np)2

V [k] = Np+N2p2 −Np2 −N2p2

V [k] = Np(1− p)

2 Poissonovo rozdělení
V případě, že počet pokusů N → ∞ a zároveň pravděpodobnost jednoho úspěchu p → 0,
přičemž ν = Np je střední počet úspěšných pokusů, přechází binomické rozdělení limitně v
rozdělení Poissonovo a pravděpodobnost, že zaznamenáme právě k úspěchů, je rovna:

P (k|N, p) =
νk

k!
e−ν

Pro odvození pravděpodobnosti P (k|ν) použijeme tzv. Stirlingův vzorec:

lim
N→∞

N !
√
2πN

(
N
e

)N = 1,

neboli pro N → ∞:

N ! ≈
√
2πN

(
N

e

)N

A dále si napíšeme známou limitu vyjadřující Eulerovo číslo a exponenciální funkci.

lim
N→∞

(
1 +

1

N

)N

= e

lim
N→∞

(
1 +

x

N

)N

= ex

P (k|N, p) =
N !

(N − k)!k!
pk(1− p)N−k

aproximace: N → ∞

p =
ν

N

P (k|N, ν) ≈
√
2πN

(
N
e

)N√
2π(N − k)

(
N−k
e

)N−k
k!

( ν

N

)k (
1− ν

N

)N−k

P (k|N, ν) ≈
√

N

N − k

NN

(N − k)N−k

e−N

e−N+k

1

k!

νk

Nk

(
1− ν

N

)N (
1− ν

N

)−k

P (k|N, ν) ≈
(

N

N − k

)N−k+ 1
2

e−k
(
1− ν

N

)−k
[
νk

k!
e−ν

]
P (k|N, ν) ≈

(
1− k

N

)−N (
1− k

N

)k− 1
2

e−k
(
1− ν

N

)−k
[
νk

k!
e−ν

]
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limity:
(
1− k

N

)−N

≈ 1

e−k
= ek(

1− k

N

)k− 1
2

≈ 1(
1− ν

N

)−k

≈ 1

P (k|ν) = νk

k!
e−ν

Normovací podmínka

Při výpočtu použijeme definici normovací podmínky pro diskrétní náhodnou proměnnou k
a Taylorovu řadu exponenciální funkce.

ex =
∞∑
k=0

xk

k!

1 =
∞∑
k=0

P (k|ν)

1 =
∞∑
k=0

νk

k!
e−ν

1 = e−ν

∞∑
k=0

νk

k!

1 = e−νeν

Očekávaná hodnota

Při výpočtu použijeme definici očekávané hodnoty E[k] = µ pro diskrétní náhodnou proměn-
nou k a normovací podmínku.

E[k] =
∞∑
k=0

kP (k|ν)

E[k] =
∞∑
k=0

k
νk

k!
e−ν

E[k] = 0 +
∞∑
k=1

νk

(k − 1)!
e−ν

substituce: m = k − 1
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E[k] =
∞∑

m=0

ν · νm

m!
e−ν

E[k] = ν
∞∑

m=0

P (m|ν)

E[k] = ν

Rozptyl

Při výpočtu použijeme vzorec pro výpočet rozptylu V [k] = σ2 pro diskrétní náhodnou pro-
měnnou k pomocí očekávaných hodnot E [k2] a E[k] a normovací podmínku.

E
[
k2
]
=

∞∑
k=0

k2P (k|ν)

E
[
k2
]
=

∞∑
k=0

k2ν
k

k!
e−ν

E
[
k2
]
= 0 +

∞∑
k=1

[1 + (k − 1)]
νk

(k − 1)!
e−ν

E
[
k2
]
=

∞∑
k=1

νk

(k − 1)!
e−ν + 0 +

∞∑
k=2

νk

(k − 2)!
e−ν

substituce: m = k − 1

l = k − 2

E
[
k2
]
=

∞∑
m=0

ν · νm

m!
e−ν +

∞∑
l=0

ν2 · νl

l!
e−ν

E
[
k2
]
= ν

∞∑
m=0

P (m|ν) + ν2

∞∑
l=0

P (l|ν)

E
[
k2
]
= ν + ν2

V [k] = E
[
k2
]
− (E [k])2

V [k] = ν + ν2 − ν2

V [k] = ν

5


