Reseni seminarnich tiloh 3

1. Hustota pravdépodobnosti exponencialniho rozdéleni, popisujici napt. dobu Zivota ¢astice
nebo kvantového stavu, je exponencidlné klesajici funkce. Parametrem rozdéleni je stfedni
doba zivota .

Napiste hustotu pravdépodobnosti exponencidlniho rozdéleni.

Vypocitejte distribu¢ni funkei exponencialniho rozdéleni.

V programu Gnuplot nakreslete grafy obou funkeci.

Reseni:
Doba zivota je nezaporna veli¢ina, proto pro x < 0 plati:

f()=o.

Pro kladné hodnoty = > 0 pravdépodobnost vyskytu ndhodné proménné v okoli bodu =z
exponencialné klesa s rostoucim xz. Tedy:

f(z) = Ke™~,

kde K je konstanta, kterou musime zjistit z normaliza¢ni podminky.
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Dostavame tedy, ze konstanta K musi byt K = % a hustota pravdépodobnosti je tedy:

f<x):{o B pro x <0 (1)

1
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Distribu¢ni funkce je definovana jako:
F(z) = / f@t) de.

Pro zaporné hodnoty x < 0 je nulova.
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Pro kladné hodnoty x > 0 je rovna:
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Distribuéni funkce exponencialniho rozdéleni je tedy:
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Obrazek 1: Hustota pravdépodobnosti pro exponencialni rozdéleni s dobou zZivota 7 = 100 us
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Obrazek 2: Distribuéni funkce pro exponencialni rozdéleni s dobou zivota 7 = 100 us
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2. Matematické kyvadlo o délce zavésu [ a hmotnosti m vychylime o maly thel tak, Ze jeho
x-ova soufadnice je xg, pustime ho a nechame kyvat. Béhem kyvani ho v ndhodné vybranych
casech fotografujeme. 7 fotografii potom udélame histogram poloh kyvadla, tj. jeho x-ové
soufadnice.

Jaky tvar bude tento histogram mit?

Jinymi slovy jaka je hustota pravdépodobnosti f(x) ndhodné proménné z?

Ndpovéda: Pravdépodobnost, Ze je kyvadlo v dané poloze, je nepiimo imérna rychlosti ky-
vadla.

Reseni:
Polohu z(¢) konce matematického kyvadla popiSeme rovnici:

x(t) = xg cos (wt) , (3)

kde thlova frekvence kmitid w = /4. Rychlost kyvadla ziskdme derivaci pfedchoziho vztahu
i Yy Yy p

podle ¢asu t:

v(t) = dzy) = —rowsin (wt) . (4)

Vyuzijme skutecnosti, zZe hustota pravdépodobnosti, zZe je kyvadlo v okoli polohy x, je nepiimo
umérna velikosti rychlosti kyvadla v.

Nyni je potieba za vyuZiti rovnic (3) a (4) vylouéit parametr ¢, tj. vyjadfit rychlost v jako
funkci polohy .

v(t) = —xowy/1 — cos?(wt)

o(z) = —aowi |1 — (%)2

Histogram poloh kyvadla x € [—xg, o] ma tedy stejny tvar jako hustota pravdépodobnosti:
A
=
- (z)
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Na obrazku 3 vidime, Ze pravdépodobnost, Ze vyfotime kyvadlo v dané poloze je nejvyssi
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Obrazek 3: Hustota pravdépodobnosti poloh matematického kyvadla pro maximalni vychylku
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Neznédmou konstantu A ziskdme z normovaci podminky.
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