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Namisto uvodu: Jak neprokladat primku a pro¢

Uvazme jednoduchou tlohu, kdy pro ekvidistantné rozlozené hodnoty X métime hodnotu vy ,
piicemz oCekavame linedrni zévislost. Nasim ukolem je zjistit jen smérnici této zavislosti.
Popisu jednoduchy postup, ktery se nabizi na prvni pohled a v nékterych ptipadech miize
nahodou (to je skutecné tieba zdiiraznit) poskytnout i spravny vysledek. Jsem si védom toho,
ze nasledujici popis se miize 1 pies varovani v nadpisu uplatnit jako podprahovy navod, jak se
ma takové vyhodnoceni spravné provadét. Proto jesté jednou zdGraznim, Ze ten postup popisuji
jen proto, abych demonstroval, kde je jeho slabé misto.

Postup spociva vtom, ze hledanou smérnici urime jako aritmeticky primér smérnic
vypoctenych pro vSechny dvojice sousednich bodli Vv naméfené zavislosti: Mé&jme tedy n
dvojic naméfenych bodu [x,V,],[X,,Y,],...[X,,¥,]. Podle pfedpokladu jsou hodnoty X
rozmistény ekvidistantné, takze AX=X%-X_ Pro i=2,...,n. Prvni dvojice bodii vede tedy na
smérnici k; =(y,—Y,)/Ax, druhd dvojice k, =(y,—V,)/Ax atd. Celkem tak ziskdme n-1
hodnot a z nich pak vypocteme pramérnou hodnotu. Pro dostate¢né velka n tedy mizeme mit

klamny pocit dobfe provedeného statistického vyhodnoceni.

Body v grafu (Graf 1) predstavuji linearni zavislost, na niz byly superponovany nahodné
rozptylené veli¢iny napodobujici chyby méteni.

Linedrni zavislost s jednotkovou smérnici a "nahodnymi"

chybami
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Pti pohledu na graf je evidentni, ze prolozena piimka by méla mit (alespoil pfiblizng)
jednotkovou smérnici. VySe popsané statistické vyhodnoceni ale dava podstatné odlisny
vysledek. Zvidavy Ctenar uz pravdépodobné po predchozim varovéani pfiSel na to, ze ve
skute¢nosti viibec nemusime zdlouhavé pramérovat, abychom dosli k vysledné hodnoté K.
Kdyz totiz dosadime vztahy pro jednotlivé smérnice k; do vzorce pro aritmeticky prameér,

dostaneme

ko D2 =Y AXH (Y = Yp) [ AX A4 (Y, — Yo ) [ AX o
n-1

Vidime, Ze hodnoty Y, S vyjimkou prvni a posledni se ve vztahu vyskytuji dvakrat s riznym
znaménkem, takze z vypoctu vypadnou. Kdyz navic uvazime, Ze (n—1)-nasobek vzdalenosti
AX ve jmenovateli je praveé roven rozdilu posledni a prvni hodnoty X;, vidime, ze k je rovna
smérnici piimky prochazejici prvnim a poslednim méfenym bodem

_ Yo = V1 :yn_yll (2)
(n-DAX X, —X,

Linearni zavislost véetné "prolozené" primky
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V ptipad¢ vySe uvedenych simulovanych dat se tedy vysledek podstatné 1isi od oc¢ekavani.
Smérnice piimky prochazejici krajnimi body métené série je rovna piiblizné jedné poloviné
(viz Graf 2).

Obecné je nutno zdiraznit, ze takovéto chovani neni dusledkem samotného pouziti
prumérovani, nybrz skuteénosti, ze pramérované hodnoty v tomto piipadé nejsou statisticky
nezavislé (tj. zmeéna jedné je vzdy svazéana s odpovidajici zménou jiné). Postup také mizeme
chapat jako extrémni pifipad vyhodnoceni, které vstupni hodnoty zapocitdva s riznou
statistickou vahou. Pokud jsou ale vsechny hodnoty zméfeny se stejnou piesnosti, pak nemame

divod nékteré hodnoty upiednostiiovat a mél by byt naopak pouzit postup, kde vaha vSech
hodnot bude stejna.

Metoda postupnych méreni

V piedchozim piikladu bychom naptiklad mohli vypocet modifikovat tak, ze bychom
pramérovali pouze hodnoty k. slichym indexem. Piestoze tak skute¢né ziskdme n/2

nezavislych hodnot, ukazeme si, Ze ani tento zptsob vypoctu neni vhodny pro praktické pouziti.

Ditlezitou soucésti kazdého experimentalniho vysledku je vedle namétené hodnoty také
kvalifikované¢ odhadnuta nejistota (z anglického uncertainty) této hodnoty. Diive se pro
nejistotu pouzival mnohozna¢ny pojem chyba, coZz mohlo vést k nedorozuméni. V tomto textu
budeme pouzivat pojem chyba (ve statistickém smyslu) pro oznaceni rozdilu mezi skutecné
naméienou hodnotou (odectenou z pristroje) a spravnou (ale neznamou) hodnotou veli¢iny.
Nejistota naopak vymezuje Sitku intervalu na ob¢ strany od naméfené hodnoty, uvnitt néhoz se
spravna hodnota s urcitou pravdépodobnosti nachazi.

Nejprve rozeberme Sifeni nejistot pii pramérovani smérnic spoétenych z rtizné sestavenych
dvojic. Nejistoty méfeni budeme charakterizovat smérodatnou odchylkou o (pro kterou ona
vys$e zminéna pravdépodobnost V piipadé normélniho rozdéleni &ini zhruba 68 %). Casto
budeme v tomto textu pracovat pfimo s jejim kvadratem o a nazyvat tuto veli¢inu rozptylem.
(Podrobnosti nalezne étenat v kapitole Smérodatna odchylka a rozptyl v ¢asti Dodatek.) Pro

skladani rozptylu O'j2 statisticky nezavislych veli¢in y; vystupujicich ve funkci
f (Y Yzi---1 Y ) Plati obecny vztah

ol = g(%] O'jz. 3

Vypocet smernice rozdélime do dvou krokti: Nejprve se z kazdé dvojice bodl vypocte smernice
prolozené pfimky a v druhém kroku se vypocte pramér téchto dil¢ich smérnic.

Krok 1: UvaZujme dvojici hodnot y, a y;,, tedy hodnot v naméfené sadé nikoli nutné

sousednich, nybrz lezicich ve vzdalenosti | . Smérnice pfimky prochazejici témito body bude



y]+l y]

o 4
INE I AX ( )
a pro rozptyl hodnoty pfislusné smérnice dostaneme vztah
G + G
o =——I° (5)
(1 AX)?

Krok 2: Pfi vypoétu primérné hodnoty smérnic K, pro r =1,...,m pomoci funkce

1 m
E Z_ll (6)

f(k,....k )=k

dostaneme

1 m
Gf()’l! :_ZZ (7)

Uvedené vztahy se pouziji, at’ uz jsou indexy dvojic bodd j, j+1 ,,mapovany na poradové
indexy smérnic I jakymkoli zpisobem. Uvazujme dvé riiznd ,,mapovani*:

n e v ;. . . -
A) Celkem m= 2 dvojic je tvofeno sousednimi body (vzdalenost | =1). Indexy jsou svazany

takto: j=2t-1ar=t pro t=1,...,m. Je zfejmé, Ze jde o vySe popsané usporadani.
(4,2, 3,4, ..., 97,98, 99,100)
—

B) Celkem m =g dvojic je tvofeno body ve vzdalenosti | =m. Indexy jsou svazany takto:

j=tar=tprot=1...,m. Body ve dvojicich jsou v nejvétsi mozné vzdalenosti.
(3,51, 2,52, ..., 49,99, 50,100)
%’_/

Piedpokladejme, Ze méfeni vSech hodnot y je zatiZzeno stejné velkou smérodatnou odchylkou

o . Pak rozptyl stfedni hodnoty smérmnice k ve variantd A ma pro Ax =1 velikost

(O-EZ)A - ' (8)

Ve varianté B je to ale jinak, protoZe tentokrat se ve dvojici vzdy odecitaji hodnoty ve
vzdalenosti m Ax. Disledkem je m2-krat mensi rozptyl o’ vSech jednotlivych smérmic k, a

také rozptyl &2 jejich stredni hodnoty k



=22 9)

Zajimavé je také porovnat tyto dva vysledky se smérodatnou odchylkou smérnice vypoctené
podle vztahu (2). Neuplatni se v ném sice pramérovani, ale pfiznivy vliv ma skuteénost, ze se
ve vypoctu pouziji nejvzdalenéjsi dostupné body:

2 20°

Oy :W. (10)

Pro ilustraci uved’'me také ¢iselné vysledky pro sadu méfeni vynesenou v grafech (Graf 1 a Graf

2). Hodnoty proménné y, tam byly generovany piedpisem VY, = X; +50(R—%j, kde R

predstavuje nahodné &islo s rovnomérnym rozdélenim v intervalu 0 az 1 (funkce NAHCISLO

v programu Excel). Nahodna veli¢ina tedy pokryva rovnomérné interval <—25,+25>.

Smeérodatna odchylka jednotlivého méfeni tedy odpovida o = 2. 14.4 [viz odvozeni vztahu

3
(124) v ¢asti Dodatek]. Po dosazeni do formuli (8) a (9) dostaneme pro smérodatnou odchylku
smérnice vypoctené podle varianty A

~ /2(25)2 _ 5.
(aE)A_ 350 - B 2.89 (11)

a pro smérodatnou odchylku podle varianty B

225 1 .
(o%), _‘/3><503 _1oﬁ_0'0577' (12)

Zbyva jesté doplnit smérodatnou odchylku (10) smérnice spoétené onim nevhodnym
zpusobem, ktery ve skute¢nosti vede na jednoduchou formuli (2):

2(25)% .
- =0.206. 13
% 35097 (13)

Uvazime-li, Ze stfedni hodnota smérnice je ve vSech pfipadech rovna jedné, je zieymé, Ze

varianta A (navzdory prumeérovani) poskytuje vysledek s relativni odchylkou 290 %, zatimco
jednoducha varianta vyuzivajici jen dva krajni body nabizi relativni odchylku 21 %. Jako
optimalni se pak jevi varianta B s odchylkou pouze 5.7 %. Neni tfeba dalsi vysvétlovani.

Uspotadani vypoctu podle varianty B se vyuZziva v metodé postupnych méreni. ProloZeni
piimky touto metodou je vypocetne nenarocné. S vyhodou lze tento postup vyuzit v situaci, kdy
ptirucni vypocetni technika neni k dispozici. Jedinym pozadavkem je, aby odstupy na ose x
byly ekvidistantni. To neni obtizné splnit, pokud se na vodorovnou osu vynasi potadové Cislo
méfeni. Dal$i podrobnosti 1ze nalézt v literatute [1].



Metody zaloZené na minimalizaci odchylek

V dalsich kapitolach si ptiblizime vypocetni metody, které také umozni splnit pozadavek, aby
vSechny body byly zapocteny se stejnou vahou. ,,Prolozena ptimkova zavislost™ v prvnim grafu
byla vypoctena jednou z nejznaméjSich, a to metodou nejmensich ¢tverci. Pro porovnani
uved’'me, Ze nalezena smérnice méla hodnotu 0.99 + 0.05. (Podrobnéji to probereme v Kapitole
Piiklad 1 — rizné zpusoby prace s odchylkami.) Metoda nejmensich ¢tvercu tedy neni
vyrazng presnéjsi ve srovnani s popsanou metodou postupnych métreni. Nicméné pozadavky na
uspotadani dat jsou daleko volngjsi, naptiklad nejsou nutné ekvidistantni rozestupy. Navic
popsany princip umozni prokladat i jiné zavislosti nez linearni, a pfitom zaroven spocitat
statistické charakteristiky vstupnich a vystupnich hodnot. Ptfibuzné metody zaloZzené na
minimalizaci veli¢iny x* (v mluvené feci ¢asto jen ,,metoda chi-kvadrat) dovoluji zapogitat
také smérodatné odchylky jednotlivych vstupnich hodnot, cozZ se pfi zpracovani fyzikalnich
méteni Casto hodi. Podrobnéjsi vyklad metody nejmenSich Etvercii a jejich aplikaci véetné
spousty piikladl nalezne ¢tenaf napiiklad ve zndmém Piehledu uzité matematiky od profesora

Rektoryse [2]. Podrobnéjsi informace o metodach minimalizujicich y* zahrnujici i zpGsob

implementace pomoci klasickych programovacich jazykt zase v Numerical recipes [3].



Programové nastroje na prokladani linearni zavislosti

V této kapitole struéné popiseme zakladni procedury, které umozni prolozit linearni zavislost
pomoci bézné dostupnych programu a programovacich prostiedi. Zejména se budeme zabyvat
programem Excel z baliku Microsoft Office a programem Origin od firmy OriginLab. Také
zminime voln¢ dostupny balik LibreOffice a volné dostupny program gnuplot. Dale shrneme,
co nabizeji zakladni knihovny programovaciho prostiedi Python. V popisech obsluhy
nezachazime do podrobnosti, které se v riznych verzich programti mohou lisit. Rovnice pro
vypocet regresnich parametrii a statistickych charakteristik jsou odvozeny v nésledujicich
kapitolach.

Funkce LINREGRESE (LINEST) v EXCELu

Jeden z moznych zpasobt vypoCtu parametri regresni piimky spociva v uziti funkce
LINREGRESE (v anglické verzi funkce LINEST). Ta ma Ctyfi parametry. Prvni obsahuje
odkaz na hodnoty y, druhy pak na hodnoty x. Tteti parametr urCuje, zda se proklada obecna
ptimka (pro hodnotu PRAVDA nebo 1 nebo kdyz parametr neni uveden) anebo se proklada
ptimka prochézejici po¢atkem (pro hodnotu NEPRAVDA). Ctvrty parametr uréuje, zda funkce
provede vypocet regresnich statistik (pro hodnotu PRAVDA nebo 1).

Piedpokladejme, Ze hodnoty X jsou na listu programu EXCEL zapsany ve sloupci A v rozsahu
A1:A100 a hodnoty y ve sloupci B v polozkach B1:B100. Do volné bunky se v tomto piipadé
vlozi ,,=LINREGRESE(B1:B100;A1:A100;;1)“. Regresni statistiky potom obdrzime tak, ze po
vlozeni funkce oznac¢ime oblast bun¢k 2 sloupce krat 5 fadkl s funkci v levém hornim rohu a
stiskneme postupné klavesu F2 a kombinaci Ctrl-Shift-Enter. Ve vyznacené oblasti se objevi
deset hodnot, jejichZ vyznam shrnuje nésledujici tabulka. Odkazy na rovnice umoziuji nalézt
v dal§im textu podrobné&j$i popis vyznamu vétSiny z nich.

e smérnice (32), resp. (91) e prisecik s osou ypsilon (33)

e smeérodatna odchylka smérnice (51), e smérodatna odchylka priseciku (50)
resp. (92) e smérodatnd odchylka y; (38), kde p=2,

e koeficient determinace (58) resp. p=1

e statistika F

e pocet stupinli volnosti (37)
e regresni soucet ctvercl o

SESS = STss _SRSS (59), (46)

rezidualni soucet ¢tvercit Spqq
(29), (46)

Funkce LINEST v programu LibreOffice CALC

Naprosto stejné sluzby jako vyse popsana funkce LINREGRESE poskytne funkce LINEST
Vv Ceské 1 anglické verzi programu CALC z volné€ dostupného baliku LibreOffice.



Funkce Analysis:::Linear Fit programu Origin

Pokud jsou v tabulce vstupnich hodnot jen dva sloupce (X a Y), provadi se vypocet podle
stejnych vztahu jako v Excelu:

e smérnice (Slope) podle (32), resp. (91) a jeji smérodatna odchylka podle (51), resp. (92)
e prusecik s osou ypsilon (Intercept) podle (33) a jeho smérodatna odchylka podle (50)
e koeficient determinace [R-Square (COD)] podle (58)

e pocet stupiii volnosti (Degrees of Freedom) podle (37)

e rezidualni suma ¢tverca (Residual Sum of Squares) podle (29), resp. (46)

Také je mozno na zalozce Fit Control zafixovat hodnotu priseciku s osou ypsilon (Fix
Intercept) nebo smérnice (Fix Slope) na zadané hodnoté. To se nejbéznéji vyuzije pro
prokladéani piimky prochazejici poc¢atkem.

Tabulka vstupnich hodnot mtize obsahovat také tii sloupce (X, Y a ErrY). Hodnoty ve tietim
sloupci Ize pouzit pro vyhodnoceni regrese s vahou. Pokud tieti sloupec obsahuje smérodatnou
odchylku o, naméfené hodnoty Yy, a parametr Errors as Weight je nastaven na hodnotu

Instrumental, pak se vypolty smérnice a priseciku s osou ypsilon provedou podle (22).
V disledku toho pak regresni zavislost Iépe ,,pfiléha” k t€m naméfenym bodim, jejichz
hodnota byla urcena ptesnéji.

Na zilozce Fit Control se nachazi parametr Scale Error with sqrt(Reduced Chi-Sqr), ktery
zésadné ovliviiuje zplisob vypoctu odchylek. Pokud zde nepouzivame hodnoty o; jen jako
néjaké relativni vahové faktory, nybrz jde skutecné o smérodatné odchylky jednotlivych méteni
uréené z podminek experimentu, pak neni Zadouci, aby se tyto hodnoty jesté¢ Skalovaly na
zaklade rezidudlniho souctu ctverci. A pravé to se déje ve vychozim nastaveni, kdy je zatrZena
Scale Error with sqrt(Reduced Chi-Sgr). Pokud naopak tato volba zatrZena neni, budou
smérodatné odchylky smérnice a priseciku s 0sou ypsilon vypocteny podle vztahi (24) a (25).
To znamen4, ze individualni smérodatné odchylky jednotlivych vstupnich hodnot Yy, se
zahrnou do vyslednych smérodatnych odchylek regresnich koeficienti pomoci znamého
vztahu pro skladani smérodatnych odchylek.

Funkce Analysis:::Fit Linear with X Error programu Origin

Tabulka vstupnich hodnot musi obsahovat ¢tyti sloupce (X, Y, ErrX a ErrY). Ttreti a ctvrty
sloupec jsou chapany jako smérodatn¢é odchylky o,; a o,; naméfenych hodnot X, a y;. Na

rozdil od ptfedchozi funkce je takto mozno do smérodatnych odchylek regresnich parametrti
zapocitat navic také smérodatné odchylky jednotlivych hodnot nezavisle proménné. Na vybér
je nékolik vypocetnich metod. Spolecnym rysem je nutnost prokladat vzdy obecnou rovnici
piimky. Vypocetni vztahy se liSi podle pouzité metody. Ve vychozim nastaveni se pouZzije
metoda Yorkova. Detaily je mozno nalézt v ptislusné literatuie [3,4] a v napoveédé programu.



Piikaz stats programu Gnuplot

Program gnuplot verze 5.4 obsahuje prolozeni linearni regrese jako soucast ptikazu stats.
Povinnym parametrem piikazu je jméno souboru obsahujiciho dva sloupce ¢isel — prvni se
chape jako hodnoty X, a druhy jako y,. Piikaz vyhodnoti oddélené zakladni statistické

charakteristiky obou datovych sloupcii a metodou nejmensich ¢tvercli vypocte parametry
regresni piimky

e smérnici ptimky (slope) podle (32)

e smérodatnou odchylku smérnice (slope_err) podle (51)

e prusecik se svislou osou (intercept) podle (33)

e smérodatnou odchylku priseciku (intercept_err) podle (50)

e Pearsoniv korela¢ni koeficient vybéru (correlation) podle (57)

Dalsi podrobnosti pouziti piikazu stats 1ze nalézt v manualu k programu gnuplot[5].

Funkce scipy.stats.linregress v programovacim prostiedi Python

V dokumentaci ke knihovné SciPy verze 1.14.1 se uvadi volani funkce se tfemi vstupnimi
parametry [6]

linregress(x, y=None, alternative="two-sided")

Nezbytnymi vstupnimi parametry jsou jednorozmérna pole x a y obsahujici naméfené hodnoty
X, a Y;. Ohledné spravného formatovani poli doporucuji fidit se dokumentaci, protoze funkce
nemusi nutn¢ hlasit chybu, pokud je struktura poli jind nez predepsana. V takovém ptipadé
nekteré vypoctené parametry dokonce mohou i vychazet spravnég, zatimco jiné jsou chybné
nebo jejich vypocet skonci na numerické chybé typu déleni nulou apod.

Hodnota parametru alternative je irelevantni pro vypocet regresnich koeficientt, jejich
smérodatnych odchylek a korela¢niho koeficientu.

Funkce vraci Sestici realnych hodnot:

e smérnice regresni piimky (slope) podle (32)

e prusecik s osou ypsilon (intercept) podle (33)

e Pearsoniv korela¢ni koeficient (rvalue) podle (57)

e hodnotu pvalue (pro detaily viz dokumentaci knihovny SciPy[6])

e smérodatna odchylka smérnice (stderr) podle (51)

e smeérodatna odchylka priaseéiku s osou ypsilon (intercept_stderr) podle (50)

Funkce linregress() vyuziva (pfinejmensim ve verzi 1.14.1) metodu nejmensich étvercd a
neumoziuje tedy zapocitat vdhy nebo rozptyly namétenych hodnot. Také nenabizi moZnost
hledat regresni pfimku prochézejici pocatkem.
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Funkce numpy.polynomial.polynomial.polyfit v programovacim prosti‘edi Python
V knihovné NumPy verze 2.2 se funkce vola se Sesti vstupnimi parametry [7]
polyfit(x, y, deg, rcond=None, full=False, w=None)

Nezbytna jsou pole x a y obsahujici namétené hodnoty x. a y.. Pole X je vzdy jednorozmérné,
zatimco pole y mizZe v jednotlivych sloupcich obsahovat nezavislé sady hodnot y; pro sdilené
hodnoty x; . Jedno volani funkce tak miize nezavisle prolozit vétsi pocet nezavislych polynom.

Cilem je omezit zbytecné opakovani vypoctu stejnych pracovnich proménnych.

Parametr deg slouzi k zadani stupné prokladaného polynomu. V piipadé prokladani obecné
piimky se pouzije deg=[0,1] nebo jen deg=1, pro prolozeni ptimky prochazejici pocatkem
deg=[1].

Parametr rcond modifikuje zachéazeni s realnymi ¢isly ve vypoctu. Pii bézném pouziti by méla
postacovat vychozi hodnota. Podrobnosti 1ze nalézt v dokumentaci ke knihovné NumPy [7].

Parametr full zapina a vypina vystup podrobnéjsich diagnostickych informaci. Ve vychozim
nastaveni je tento vystup vypnut.

Parametr w slouzi k ptipadnému nastaveni statistickych vah pro jednotlivé body. Neni-li pouzit,

je vSem bodim pfifazena jednotkova vaha. Pokud parametr w pouzit je, pak to musi byt

jednorozmérné pole stejné délky jako X. Polozky pfedstavuji statistickou vahu w; pro zapocteni

rezidua Ay,; dvojice x, a y; do rezidudlniho souctu podle vztahu S.g =Z(Wi AYeii)? -
i

Pozor, statistickd vdha W, se v této knihovné chape jinak nez v rovnici (161)! Zde se ji nasobi

jesté pred provedenim kvadratu. Pro podrobnosti viz dokumentaci ke knihovné [7].

Funkce vraci

Cv v

e vypoctené koeficienty polynomut uspofadané od nejniz§iho fadu k nejvyssimu v poli
dimenze (deg+1) x (pocet sad naméfenych bodu), v piipadé linearni regrese bez pouziti
vahy jsou to tedy prusecik se svislou osou (33) a smérnice (32), resp. (91) pro kazdou

I . 1 : .
sadu hodnot; je-1i pouzita vaha W, = —, maji prisecik a smérnice hodnoty podle (22)
O

e pro vstupni parametr full=True navic vraci nékteré diagnostické mezivysledky, z nichz
V tomto textu je dale vysvétlen pouze ten Gpln€ prvni — rezidudlni soucet ctverclh Sgeg

(1 se zapoctenymi vahami) pro fit metodou nejmensich ¢tverci

Funkce polyfit() pouziva pro prokladani polynomii maticovou rovnici, jejimz zakladem je tzv.
Vandermondova matice. Reseni se hleda metodou nejmensich &tvercii. V ptipadé prokladani
linearni zavislosti se vypocet redukuje na vztahy uvedené vyse. Na rozdil od linregress()
umoznuje polyfit() prokladat polynomy vyssiho stupné a také dava moznost pii prokladani
jednotlivym bodim pfisoudit individualni statistickou vadhu. Na druhou stranu nepocita
smérodatné odchylky vypoctenych koeficientii polynomu.
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Trida sklearn.linear_model.LinearRegression v programovacim prostiedi Python
V knihovné¢ scikit-learn verze 1.6.0 se tato tfida inicializuje az ¢tyimi parametry:
LinearRegression(*, fit_intercept=True, copy_X=True, n_jobs=None, positive=False)

Pro bézné vypocty regrese je dulezity jen fit_intercept, ktery pfepina mezi obecnou linearni
regresi (vychozi hodnota) a linearni regresi prochazejici poc¢atkem. Pro ostatni parametry viz
dokumentaci knihovny scikit-learn[8].

Vypocet parametrt regrese se provadi metodami fit(), coef , intercept_ a score().
Nejprve je nutno zavolat metodu fit(X, y, sample_weight=None).

Nezbytna jsou pole X ay obsahujici naméfené hodnoty x. a y,. Pokud se omezime se na

prokladani jedné zavislosti jedné proménné, pak obé pole obsahuji jeden sloupec hodnot. Pro
detaily usporadani obou poli viz dokumentaci ke knihovné.

Parametr sample_weight je uréen pro pfipadné nastaveni statistickych vah jednotlivych bodi.
Neni-li pouzit, je vSem bodim piifazena jednotkova vaha. Pokud parametr sample_weight
pouzit je, pak to musi byt jednorozmérné pole stejné délky jako X. Polozky ptedstavuji
statistickou vdhu W, pro zapocteni kvadratu rezidua Ay, ; dvojice x; a Yy, do rezidulniho

souctu podle vztahu S;¢q = Z:Wi AYL,; , coz je v souladu s (161).

Po metodé fit() je mozno zavolat coef  a intercept_, které jako funk¢ni hodnoty vraceji bez
pouziti statistickych vah smérnici (32), resp. (91) a prisecik se svislou osou (33), pii pouZiti

1
vah w, = = pak prusecik a smérnice maji hodnoty podle (22).

Po provedeni fit() je moZzno pomoci score(X, y, sample_weight=None) se stejnymi parametry
ziskat také hodnotu koeficientu determinace (58).

Ttida sklearn.linear_model.LinearRegression pouziva pro prokladani polynomt maticovou
rovnici feSenou metodou nejmensich ¢tverci. V piipadé prokladani linearni zavislosti se
vypocet redukuje na vztahy uvedené vyse. Na rozdil od linregress() umoznuje jednotlivym
bodiim ptisoudit individualni statistickou vahu, ale nepocita smérodatné odchylky vypoctenych
koeficientt.

Trida statsmodels.regression.linear_model.OLS v programovacim prostiedi Python

OLS umozni vypocitat parametry regresni piimky, jejich smérodatné odchylky, koeficient
determinace a spoustu dalSich statistickych ukazateli metodou nejmenSich ctverci. Jde
0 komplikovany nastroj pro statistické zpracovani. Podrobnosti naleznete v dokumentaci [9].
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Trida statsmodels.regression.linear_model. WLS v programovacim prostiedi Python

WLS rozs$ifuje moznosti vySe zminované tfidy o moznost zapocitat statistickou vahu pii
vypoctu rezidualniho souctu ctverct. Dusledkem je tedy uplatnéni metody véazenych
nejmenSich Ctverci. Vahy se uplatni pfi vypoCtu parametrti regresni ptrimky, ale jejich
smérodatné odchylky to neovlivni (vyuZije se odhad vybérového rozptylu z rezidualniho
souctu, a nikoliv rozptyly pouzité pro vypocet vah). Procedura nenabizi zadny parametr, ktery
by toto chovani umoznil zménit [10].

Shrnuti

Vsechny popisované programy nabizi nastroj, ktery metodou nejmensich ¢tverct nalezne
parametry obecné linearni regrese vcetné jejich smérodatnych odchylek. Ne vSechny uz ale
umoznuji prokladat ptfimku prochazejici poc¢atkem. Nékteré programy navic umozni pouzit
regresi s vahou, ptipadné polynomialni regresi. Ve vétsing ptipadt jsou smérodatné odchylky
koeficientd regrese odhadnuty vyhradné metodou nejmensich &tvercii nebo minimalizaci .
Moznost stanovit je na zakladé zadanych smérodatnych odchylek jednotlivych vstupnich bodu
nabizi pouze program Origin.

Vsechny uvedené programy také obsahuji moznost naprogramovat si potiebné vypocty.
Nasledujici kapitoly pro takovy piipad poskytuji piehled pottebnych rovnic.
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Teoretické zaklady regresniho poctu

Obecné piedpoklady prokladani regresni funkce

M¢me n empiricky ziskanych bodii zavislosti proménné y na nezavisle proménné X
oznacenych [x,V,],[X,,¥,],...[X,, ¥,]. Pfredpokladame, Zze mezi proménnymi X a y plati
funkéni vztah y = f(X), kde f(X) je funkce znamého tvaru (napi. linearni). Protoze méfeni je
zatizeno chybami, jsou naméfené hodnoty kolem kiivky Yy = f(X) rozptyleny, takze plati

Yy, = f(X)+¢, kde & oznacuje chybu i-t¢ho méfené¢ho bodu.

Funkce f(X) obsahuje obecné p (p<n) parametrd, které oznalime by,b,, .o, by, takze
mizeme psat f(x)= f(x;b,b,,...,b ). Piikladem je linearni funkce f(x)=Dbx+b, se dvéma

parametry. Méfeni Y, je pak mozno vyjadfit rovnici
yi=f(x;b,b,,...b)+e (1=12,...,n), (14)

kde &,¢,,...,&, jsou chyby méfeni, které pokladame za nahodné veli¢iny. Neklademe
pozadavek, aby se vSechny X,X,,...,X, navzajem liSily. Pokud x, =X, pro i =k, pak podle
(14) plati y, -y, =& —¢,, takze dvé méfeni piislusna téze hodnoté x jsou obecné rizna.
Rovnice (14) se nazyva urcujici rovnice méfeni Y, .

Prokladani kiivky méfenymi body znamend, Ze se statisticky odhaduji neznamé parametry
b,b,,...,b,, aby kiivka k bodim co nejlépe pfiléhala (v anglicting se pouziva sloveso ,fit").
Odhad parametru b; oznacime b; . Funkce y = f(x;b],b,,...,b;) se oznacuje jako (empiricka)

regresni funkce a jeji grafické znazornéni jako (empirick4) regresni krivka.

Zptisob urceni odhadt b; zavisi na zvoleném kritériu pro ,,pfiléhavost kiivky k bodéim®, coz se

provede volbou tzv. vérohodnostni funkce (likelyhood function).

Minimalizace funkce y°

Ukazeme si nejprve, jak funguje jeden z bézné pouzivanych postupti prokladani regresni
funkce. Mirn¢ predtim doplnime piedpoklady tykajici se statistického rozdéleni nahodnych
veli¢in &, ¢&,,...,&,. Budeme nadale predpokladat, Ze vSechny ndhodné veli¢iny maji nulovou

sttedni hodnotu a nejsou korelovany. Navic budeme uvazovat, ze i-t4 ndhodna velicina ¢, se
bude #idit normalnim rozd&lenim s rozptylem velikosti o*. (Dale si ukazeme vypocetni

postupy, kde hodnoty o7 budou podle potieby pouzity jako vstupni nebo jako vystupni
parametry vypoctu.)
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Jako vérohodnostni funkci popisujici konkrétni vybér meéfenych hodnot potom miizeme pouzit
jeho statistickou pravdépodobnost (jako parametry pouzijeme hodnoty o a hledanou regresni

funkci obsahujici neznamé parametry b;,b,,...,b, ). Pak budeme hledat takovou sadu parametr

b,b,,..., b,, ", ktera tuto pravdépodobnost maximalizuje.

Hustota pravdépodobnosti, ze pro i-ty bod vybéru bude zméfena praveé hodnota Y,, bude podle

predpokladu ddna normalnim rozdélenim
(i F (Xibyby. ) |

1 262
i = e G . 15

PY;) o 2n (15)
Pravdépodobnost, Ze cely vybér bude obsahovat prave hodnoty Y,,Y,,..., Y, , pak bude imérna
soucinu

[yt (b, by
POV Yoo ¥a) [ o - (16)
i=1

Soucin lze upravit do tvaru jediné exponenciely

SURICECH )]
P(Y,, Yoi - ,yn)oce : (7)

Hledani maxima pravdépodobnosti P(Y,,Y,, ..., Y,) 1ze pak pfevést na hledani minima hodnoty

sou¢tu v exponentu (17). Pro konkrétni vybér experimentalnich hodnot budou odhady

nezndmych parametrt by,b,,...,b, vysledkem minimalizace souctu, pro ktery se zavadi

“ 2
oznaceni symbolem y°,

—F (b0, b5, . 0) T

o} i

Z[y.

(18)

Budeme dalsi postup ilustrovat na piipadu prokladani linearni zavislosti y =a+bx. Odhady

parametrii 8" a b”se v tomto p¥ipadé uréi minimalizaci vyrazu

7’ z[y' bX] =min (19)

2
2)( -=0a 8)5 =0. Tak dostaneme podminky
a

10y° (v - bx) Y, B
2Ly DI

i=1

_15)( o (Vi — bX)X y ﬂ_ X

i=1 | i=1 i —l

a vypoctou se tedy z rovnic

(20)
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Soustava rovnic pro vypocet a” a b~ (oznacuji se jako normalni rovnice) bude mit tvar

en 1 e X
aza_ n bza_ - a4

i=1 i=1 i=1 J
S S S
x y (21)
P X P X " XY,
1 1 —
a5 + by o= 35
i=1 VUi i=1 Ui i=1 Ui
S S S

Resenim jsou odhady a” a b” v kompaktnim tvaru zapsaném pomoci zavedenych souéti

. S,S,-S,S,
B ssxx—sj

SS. —-S.S (22)
b= 2y xSy
SS,, —S?

Urceni piesnosti odhadi regresnich parametria

Odhady b; jsou funkcemi veli¢in y,,Y,,...,Y,, které jsou ndhodnymi veli¢inami. Proto jsou
odhady b; také nahodnymi veli¢inami a maji své pravd&podobnostni rozdéleni. Rozptyl
* , “r 2 ey 2 . , o

odhadu b, , ktery ozna¢ime 0, > zavisina rozptylech o] aje tedy také nezndmym parametrem.
Jeho odhad oznacime sz. Veli¢ina S pfedstavuje odhad smérodatné odchylky odhadu b;.
(V tomto textu — s vyjimkou piikladi — budeme oznacovat pismenem ,,s latinské abecedy
odhady rozptylt a smérodatnych odchylek vypoctené statisticky na zéklad¢ vybéru namétenych
hodnot. Reckym ,,sigma* naopak budeme oznac¢ovat rozptyly a smérodatné odchylky, které se
ve vypoctech vyskytuji jako vstupni parametry a mohou tedy byt zadany ptesné, 1 kdyz ve
statistickych vypoctech jsou bézné i tyto hodnoty zalozeny na odhadech. Pokud to nepovede
k nedorozuméni, budeme v dal$im textu namisto ,,odhad smérodatné odchylky* psat jen
,,smérodatna odchylka“. Podobné budeme zachazet s ozna¢enim ,,odhad rozptylu®.)

DalSim krokem je vyjadieni smérodatnych odchylek zminénych odhadii pomoci skladani
rozptyll na zaklad¢é vztahu (3). Budeme predpokladat, ze pro odhady rozptyll lze pouzit stejné
vztahy jako pro samotné rozptyly.

Navazme na vypocet pro linearni funkci z pfedchozi kapitoly. Na zakladé vztaht (22) ziskame
pro derivace odhadt @” a b podle i-té zavisle proménné vyjadieni

1 X.

* Sxx - Sx I

oa” "ol o;
ayi Ssxx - Sf
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X: 1
S-S
b o 20' (23)
ayl SSX SX
Pak pro odchylku s_. dostaneme podle (3) vyjadieni
v (gat) , & S grSe o n, 1 (S, -S
o (@) gy el el e X
Y =| SS,-S SS =S
(24)
& 18%-25,8,%+Sx’ _SS2-25,87+S7S, SS2-S,87 S,
Tol (s, -s?) (55, -52) (58, -57)" SSn S
Podobné pro odchylku s. dostaneme
2
o (b LZ S 7 1(sx-S, )
SZ* = z O- O_iz = z =
= =| SS,-S: o\ SS,, —S;
(25)
& 1 S*%¢-25%S,+S? §%S, -2SS2+SS2 %S, -SS2 S
=t (ssxx—sf)2 (55, —S2)  (SS,-SZ) SSu—Si

Pro uplnost jesté uved'me bez odvozeni vztah pro kovarianci (jeji definici zminime pozdéji)
mezi koeficienty a” a b™ (ty totiz na rozdil od vstupnich hodnot mohou byt zavislé)

* * S
Cov(a ,b)=——"*— 26
@)= (26)
Dalsi postup se lisi podle toho, zda hodnoty rozptylti o jsou predem znamy anebo zda jejich

urceni bude soucasti vypoctu.

Postup pro pripad, kdy hodnoty rozptylu vstupnich hodnot jsou znimy

Casto stojime pied zadanim, kdy z povahy experimentu zname rozptyl popisujici jednotlivé
meéifené body. Tento rozptyl pfirozené muze byt pro kazdy z bodl odlisny. Pii prokladani je pak
vhodné prikladat vys$si vahu datim, kterd byla zmétena ptesnéji. Zaroven je zddouci, aby znamé
nejistoty jednotlivych boda byly zapoéteny do nejistot odhadu regresnich parametri. Tomuto
zadani vyhovuje pravé vyse popsana metoda zalozena na minimalizaci funkce y*. V piipadé
linedrni regrese vyjdou jeji parametry z rovnic (22) a odhady rozptylu parametrti jsou dany
rovnicemi (24) a (25).

Hodnota funkce »? v nalezeném minimu podléha statistickym zakonitostem, takZe je mozno

pro dany vybér méfenych bodi usoudit, ze regresni funkce je ,,ta spravna® (fit is good) a
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hodnoty rozptylu pfifazené naméfenym bodim nejsou ani moc malé (coz by znamenalo, Ze
nejistoty nékdo podcenil) ani moc velké (coz by naopak znamenalo, Ze bud’ nékdo nejistoty
radgji precenil, anebo Ze jsou data upravend). Detailnéji se k tomu vratime pozd¢ji.

Postup pro neznamy rozptyl vstupnich hodnot

V tomto piipadé je nejjednodussi piedpokladat, Zze pro vSechny hodnoty Y, maji rozptyly o’

stejnou hodnotu o? = &*. V tom piipadé se minimalizovany vyraz (19) zredukuje na tvar

D (y;—a —b"x)* =min,
i=1

ktery je vychodiskem pro tzv. metodu nejmenSich ¢tverci. Ta umoziuje prolozeni regresni
zavislosti experimentalnimi body za ptedpokladu, ze vSechny jsou zatizeny nahodnou chybou
charakterizovanou stejnym rozptylem, jehoz velikost nezndme. Z toho plyne, Ze vSechny body
maji pii proklddani stejnou vahu. Zaroven je implicitnim ptfedpokladem, Ze regresni funkce,
kterou prokladame, je ,,ta spravnd®, tj. pfesn¢ popisuje zméfenou zavislost a jenom kvili
nahodnym chybdm na ni vSechny body nelezi. Vysledkem prolozZeni jsou pak nejen odhady
parametru regresni funkce, ale také odhad neznamého rozptylu a odhady nejistot stanovenych
parametri. Rizné aspekty metody nejmensich ¢tverci jsou podrobné rozebrany v dalSich
kapitolach.

Metoda nejmensSich ¢tvercii obecné

V metod¢ nejmensSich ¢tvercd se jako kritérium uvazuje soucet cCtverci rozdilt
y; — f(x:b,b;,...,b)) (oznatuji se jako rezidua) a odhady by,b,,....b

o, se ur¢i jako

parametry, které tento soucet minimalizuji. Oznac¢ime-1i soucet ¢tverct rezidui (téZ rezidualni
soucet ¢tverci; residual sum of squares)

S RRICTR ) @)

pak budou odhady b; (1=1,2,..., p) uréeny z podminky
Spes =MiN. (28)

O kiivee s rovnici y = f(x;b, by, ..., b;) , kde byly neznamé parametry uréeny z podminky (28),

fikdme, Ze byla proloZena metodou nejmensich ¢tverci.

Prokladani regresni zavislosti metodou nejmensich ¢tvercl casto pouzivame v situacich, kdy
n¢jakou skupinou bodli chceme prolozit kiivku srovnici zndmého tvaru, aniz bychom
uvazovali nad tim, zda chybové veli¢iny & maji skutecné ndhodny charakter, pfipadné jaky
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maji na vysledek prokladani vliv statistické charakteristiky veli¢in ¢, nebo pro¢ se pouzije

prave kritérium nejmensich ctverci.

Ziakladni dloha — proloZeni regresni primky (aneb jak to kdysi délaly kalkulacky)

Piedpokladame mezi proménnymi x a Y platnost vztahu y=a+bx, kde a a b jsou neznamé
parametry. Ulohou tedy bude prolozit body [, Y], [X,,Y,],---[X,, Y,] metodou nejmensich
¢tverch ptimku. Podle rovnic (27) a (28) budou odhady a* a b” uréeny z podminky

Spss =2 (¥;—@ —b"x;)* = min (29)
i=1
a vypoctou se tedy z rovnic % =0 a ﬂRfs =0.
oa ob
Dostaneme podminky
—l% =Y (y;—a' -b'x)=>y,—-na =(Q_x)b" =0
2 oa i1 i1 i1
1 as n n n n (30)
—= RS = Z(yi -a’ _b*xi)xi = in Yi _(Z Xi)a* - (Z Xiz)b* =0
2 ob i1 i=1 i=1 i=1
Tak je mozno sestavit soustavu rovnic (tzv. normalni rovnice) pro vypocet a” a b’
na” o+ OQxb = Dy,
i i:l r::l (31)
Ox)a + OxHb = Dixy,
i=1 i=1 i=1
Resenim jsou odhady a” a b’
N QX))
zxi y, — i=1 i=1
b =12 1 (32)
. (%)
Z X-2 =1
i=1 I n
Z Yi— b*z X;
a* — =1 i=1 (33)
n

Pozorny ¢tenaf jisté zaznamenal, Ze rovnice (31) bychom obdrzeli z rovnic (21), pokud rozptyl
o’ pro viechna i by byl roven stejné konstant&. V tom piipadé se odhady a ab’ podle (22)
zjednodusi prave na tvar (33) resp. (32).
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Pro zajimavost si rovnéz povSimnéme, ze popsany vypocet linearni regrese dovoluje pfi
postupném zadavani dvojic hodnot X, a Y, Setfit potfebnou pamét’ tim, Ze se pouze drzi v paméti

a prubézné aktualizuje 5 proménnych n, in, Zyi, fo ain y; . Takto bylo mozZno

i=1 i=1 i=1 i=1
prokladat regresni pfimku neomezenym poctem bodi uz v dobach, kdy kalkulacky mély
k dispozici jen nékolik paméti (pielozeno do dnesnich pojmi stacila pamét 40 bajti).

Co jesté lze zjistit metodou nejmensich ¢tverci

Prolozenim regresni kiivky nejsou zdaleka vyuzity vSechny informace, které lze pomoci
metody nejmensich Ctverci ziskat. Dulezita je totiz samotna minimalni hodnota rezidualniho
souCtu Ctvercli. Maji na ni vliv zejména dvé skutenosti — jak dobfe model souhlasi
S experimentem a jak velké jsou chyby méfeni.

Jednoduse feceno, vhodnost modelu (goodness of fit) je mira toho, jak dobfe statisticky model
vyhovuje pozorovanym datim. Piedpokladejme v této kapitole, ze pouziti urCité regresni
funkce je vhodné (fit is good) a vSechny ndhodné veli¢iny &, ¢,,...,&, maji nulovou stfedni
hodnotu, nejsou korelovany a maji v§echny stejny rozptyl neznamé velikosti o’ (nepozaduje
se normalni rozd¢lent).

Dokonce i za téchto velmi obecnych piedpokladi je mozno pomoci metody nejmensich ¢tvercti
vedle parametrd regresni funkce souc¢asné nalézt odhad onoho neznamého spole¢ného rozptylu
a také charakterizovat pfesnost stanoveni parametra regrese.

Nejprve strucné shrneme postup vyhodnoceni statistickych parametrii pro obecny ptipad
regresni zavislosti ve tvaru polynomu stupné p-—1, ktery obsahuje p neznamych konstant
b; (J=L12,...,p). Nejedna se 0 odvozeni, ta by byla pfili§ zdlouhava. Pozdgji se k dulezitym

kroklim vratime a doplnime nékterd vysvétleni.

Odhad rozptylu o, ktery oznadime s°, je dan vztahem

5t = mss (34)

Rezidualni soucet ¢tvercii neni nezbytné pocitat pomoci jednotlivych rezidui a jejich ¢tverca.
Lze odvodit dulezity vzorec

n p
Sgss = Z Yi2 _ij ri, (35)
i1 =

kde r; jsou pravé strany normalnich rovnic (viz sadu rovnic (31) sestavenou pro linearni
regresi)
n

= Z X7y, (36)

i=1
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Cislo
v=n-p (37)
urcuje pocet stupii volnosti rezidualniho souctu ¢tvercu. Pouzitim poctu stupiiti volnosti

namisto pouhého n ve vztahu (34) ziskame tzv. nevychyleny odhad rozptylu. (Vratime se
k tomuto pojmu pozd¢ji.) Veli¢ina

S= Sess. (38)
n-p

predstavuje statisticky odhad smérodatné odchylky kteréhokoli méteni Y, .

Jak piesny je odhad parametrii metodou nejmensich ¢tvercia

Zavedeni veli¢in v tomto odstavci je prakticky totozné, jako v kapitole Urceni piesnosti
odhadi regresnich parametra. Tentokrat je ale nahodné rozlozeni méfenych hodnot uréeno

spole¢nym parametrem. Odhady b; jsou funkcemi veli¢in Y,,Y,,...,Y,, které jsou ndhodnymi
veli¢inami. Proto jsou odhady b; také ndhodnymi veli¢inami a maji své pravdépodobnostni
rozdéleni. Rozptyl odhadu b;, ktery oznacime abz} , Zavisi na neznamém rozptylu o a je tedy

také neznamym parametrem. Jeho odhad oznacime Sé. Veli¢ina S. piedstavuje odhad

] ]

smérodatné odchylky odhadu by .

, v o 2 o v , . , v vrv . v ,
Obecny postup urc¢eni odhada S, miZeme chépat jako vypocet Sifeni nejistot zaloZzeny na
vztahu (3) pro skladani rozptyla GJ-Z statisticky nezavislych veli€in y; vystupujicich ve funkci
f (Y1, Y20+, Ya). Pro odhady rozptylii se pouziji stejné vztahy jako pro samotné rozptyly.
Potfebné¢ derivace podle vSech nezavislych veli€in y; je nutno spocitat ze zndmého vzorce pro

ptislusny odhad b; . Tlustraci tohoto postupu bylo nalezeni vzorci (24) a (25).

Efektivné&jsi postup pro nalezeni odhadt Stf} vyuziva normalnich rovnic. Ty Ize v maticovém
tvaru zapsat takto

Ab" =r, (39)
kde b™ a r predstavuji vektory odhadii b; a vektor pravé strany normalnich rovnic r,a matice
A obsahuje koeficienty jejich levé strany. Oznaéme a* (k,1=1,2,..., p) prvky matice A™*.
Pak 1ze odvodit, ze

,
s =s"a’ (40)

]
resp.
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s =sva’ . (41)

]

Na rozdil od vstupnich hodnot, které jsou podle piedpokladu statisticky nezavislé, mizou mezi

odhady b; existovat korelace. Ma proto smysl uvést na tomto misté také vztah pro kovarianci

odhadt b; ab,

Cov(b;,b) =s*a’. (42)
Miizeme rovnéz psat

s;. =Cov(b], b)), (43)
coz je v souladu s definici kovariance dvojice veli¢in X a y

Covix,y) =( (x={x)) (y=(v) ). (44)

kde <A> oznacuje stfedni hodnotu veli¢iny nebo funkce A. V naSem pftipad¢ diskrétnich
veli¢in pajde o aritmeticky nebo vazeny pramér. Pokud jsou veli¢iny X a y statisticky

nezavislé (nekorelované), je kovariance (44) rovna nule.

Odhady odchylek parametri linedrni regrese

Statisticky odhad smérodatné odchylky jednotlivého méteni podle (27) a (38) bude

n

Z(yi_a*_b*xi)z
5 =4[ — . (45)

V piipad¢ linearni regrese Ize rezidualni soucet ¢tvercu zapsat podle (35) a (36) ve tvaru
SRSS zzyiz_a*z Yi _b*ZXiYi : (46)
i=1 i=1 i=1

Vypocet rezidudlniho souctu ¢tvercii podle (46) je jednodussi nez podle definice a opét vystaci
S tymiZ sumami, které jsme zmifovali v ,.kalkulackové™ tivaze o potfebné paméti, k nimz je

tentokrat tteba doplnit jeste z y? . Odhad smérodatné odchylky jednotlivého méteni pak bude

i=1

Z Yi2 - a*z Yi — b*z XY
Y = i1 =

n-2

S (47)

Odhady odchylek parametri regrese nejprve nalezneme na zékladé obecného postupu
popsaného vyse. V piipadé prokladani regresni pfimky (normalni rovnice ve tvaru (31)) budou
prvky matice A
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Q, =38, = Z X; (48)

i=1

Prvky inverzni matice A~ pak budou

a?=a"=- = (49)

s.=+va’ s= - —7 S (50)
Ny x? —( x,j
i=1 i=1
5. =vVa® s= > = (51)
Sx-4(3x]
= N\ iz
Navic Ize také ur¢it kovarianci odhadi @ a b’
Xi
Cov(a’,b")=a" s* =— =1 s (52)

Vztahy (50) a (51) mizeme také obdrzet pomoci skladani rozptylt analogickym postupem jako
pii odvozeni vztahti (24) a (25). Na zakladé vztahu (32) ziskame pro derivaci odhadu b~ podle
J-té zavisle proménné vyjadieni
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=1
- n (53)

X_I

* 2 n
5% = Z[@] s?=> : n e n 55’ = S . (54)
ayj j ) (z Xi)Z n :

2 i=1 - i=1
Z )(i = Xiz =1 Xi =
i-1 n . n i-1 n

Podobné ze vztahu (33) ziskame pro derivaci odhadu a” podle j-té zavisle proménné vyjadfeni

LT3
ga’ Oy, ia (55)

&

Potom pro kvadrat odhadu odchylky Sa* mame

(56)

U P el

i=1

Ctenaf si miize snadno ovéfit, Ze ke stejnému vysledku se dojde, pokud se ve vztazich (24) a
(25) dosadi namisto viech o7 odhad rozptylu s® ziskany z rezidualniho souétu &tverci (34).
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Korelaéni koeficient a koeficient determinace

I kdyz jsme na zacatku ptedpokléadali, ze pouziti linearniho modelu je vhodné, pfece jen je obcas
potieba kvantifikovat, jak dokonala je predikce hodnot zavisle proménné. K tomu slouzi jednak
korelacni koeficient a také koeficient determinace. V této kapitole uvedeme jen zakladni
vztahy pouzitelné pro metodu nejmensich ¢tverci. Podrobnéjsi rozbor jejich pouziti véetné
obecnéjsiho odvozeni zahrnujiciho statistické vahy Ize nalézt v kapitole Koeficient korelace a
nasledujicich v ¢asti Dodatek.

Korela¢ni koeficient (pfesnéji Pearsontiv korela¢ni koeficient vybéru) r’ (X, y) lze spocitat ze

smérnice prolozené regresni piimky b~ a smérodatnych odchylek zavisle a nezavisle proménné
5,88,

r'(x,y) = b*z—x. (57)

y

Korelaéni koeficient nabyva hodnot mezi —1 a 1. Cim vzdalengjsi od nulové hodnoty, tim

vérnéjsi je aproximace zkoumané zdvislosti pfimkou. Znaménko korela¢niho koeficientu
odpovidéa smérnici primky.

Kvadratem korelacniho koeficientu je koeficient determinace (v anglickych textech se ¢asto
nazyva R-square) nejéastéji definovany vztahem

Rz —1— SRSS — STSS _SRSS (58)

STSS STSS

kde Sgq je soucet ¢tverct rezidui (27), Castéji ale vypocteny podle (46) a S, je soucet Ctverct
odchylek zavisle proménné Y. od jeji primérné hodnoty y (totalni soucet ¢tvercii; total sum
of squares)

STSS = Z(yi - 7)2 . (59)

Je-li koeficient determinace roven 1, pak regresni ptimka dokonale predikuje vSechny hodnoty
zavisle proménné (vSechny empirické hodnoty lezi ptesné na piimce). Je-li naopak roven 0, pak
model nepfinasi zddnou uzite¢nou informaci.

Nejjednodussi regresni uloha — regresni proloZeni konstanty (alternativni pohled na
vypocet priméru a s tim spojenych odchylek)

Predpokladame mezi proménnymi X a y platnost vztahu y =c, kde ¢ je neznamy parametr.
Ulohou tedy bude prolozit body [X,Y,],[X,Y,],---[X,,y,] metodou nejmensich &tverct

vodorovnou pfimku. Je ziejmé, hodnota nezavisle proménné nema na vysledek vliv. TakZe jde
0 zpracovani pouze hodnot y. V této uloze je jasné, co ma vyjit. Piesto bude poucné sledovat
jednotlivé kroky odvozeni podle obecného postupu.

25



Podle rovnic (27) a (28) bude odhad ¢~ uréen z podminky

Skss = i(yi _C*)Z =min (60)

a vypocte se tedy z rovnice % =0.
C

Tak dostaneme podminku
1 88 4
e Z(y.—c) Zy.—nc =0 (61)
Sestava normalnich rovnic zahrnuje jedinou rovnici (p = 1) pro vypocet ¢~
nc'=>y. (62)
Resenim je odhad ¢'v oéekdvaném tvaru (aritmeticky pramér)
P
C == z Yi - (63)
N4
S vyuzitim vztaht (35) a (36) proto plati
n . n n l n
SRSSZZYiZ_CZYi:ZYiZ_H(ZYi)Z- (64)
i=1 i=1 i=1 i=1

Pocet stupiiti volnosti rezidudlniho souctu ¢tvercii
v=n-1. (65)

Statisticky odhad smérodatné odchylky kteréhokoli méfeni Y, je

s= % (66)

Kdyz vyjadiime veli¢inu S,o; podle definice (27), dostaneme zndmy vztah pro vybérovou
smérodatnou odchylku neboli smérodatnou odchylku vybéru

(67)
Ptipadné lze vyjit z vyjadreni S, pomoci (64), coz umozni ,,kalkulackovy* vypocet
2
n 1 n
Z y: - n (Z Yi j
s=\= = : (68)

n-1
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Pro podrobnosti viz kapitolu Smérodatna odchylka a rozptyl v ¢asti Dodatek.

Smérodatna odchylka odhadu ¢ ozna¢ena s. se vypoCte na zakladé normalni rovnice.

V piipadé normalni rovnice (62) bude matice A jednoprvkova
8, =n (69)

Prvek inverzni matice A~ pak bude

Tak dostaneme vyjadfeni pro s.

sc*:\/?s:%. (71)

Jak je vidét, obecny postup je usporny a efektivni. Nazornéjsi ale opét bude alternativni vypocet
zalozeny na znamé formuli pro skladani rozptyld (3). V konkrétnim piipadé plati
f (Y., Y,,---1¥y)=C, a proto na zaklad (63) dostaneme

o«

S (72)
dy; n

Za vSechny rozptyly SJ? pak dosadime rozptyl (jednoho kazdého méfeni) s*, coz je kvadrat

vybérové smérodatné odchylky S, a ziskame

s%. =Zn:£6i] s :Zn:(lj §% = n(lj s’ :%, (73)

j=1 ayj =1

coz je ekvivalent rovnice (71). Dosazenim podle (67) pak dostaneme smérodatnou odchylku
odhadu parametru ¢”, ktery predstavuje aritmeticky primér podle vztahu (63),

(74)

pfipadné ,kalkulackové*

% —i(Z yij
S. = i=1 i=1 . (75)
¢ n(n-1)

Proto miizeme s. oznacovat jako smérodatnou odchylku aritmetického priaméru. Detaily

1ze nalézt kapitole Smérodatna odchylka aritmetického priméru v ¢asti Dodatek.
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Jak velky vybér potiebujeme pro spolehlivy odhad smérodatné odchylky

Vime, Ze odhady smérodatnych odchylek se Srostoucim poctem méfeni limitné blizi
k (neznamym) pfesnym hodnotdim téchto odchylek, které popisuji statistické rozdéleni
méfenych hodnot. Dilezité je také mit predstavu, jak rychle se to d&je. V piipadé s. podle
vztahu (74) nebo (75) to mizeme kvantifikovat pomoci podilu smérodatné odchylky tohoto
odhadu o a limitni hodnoty o pfibliznym vztahem (viz Annex E v [11])

S
c

*ﬁ[z(n—l)]‘“z. (76)

c

Tato ,,nejistota nejistoty vyplyva z Cisté statistické pti€iny, kterou je omezeny pocet vzorki.
Mize byt piekvapivé velka — napiiklad pro 10 méfteni je to 24 procent. [Analogicky se stiedni
hodnota malého vybéru muze znatelné liSit od stfedni hodnoty souboru. Toto chovani je
popsano Vv kapitole Strué¢né o Studentové rozdéleni v ¢asti Dodatek.]

Skladani individualnich smérodatnych odchylek pri vypoctu priméru
Pramérujeme-li hodnoty, u nichz z povahy méfeni zndme individualni rozptyly ajz /smérodatné

odchylky o, miZeme tuto znalost vyuzit a na zaklad€ vztahu (3) vypocitat rozptyl primémé

hodnoty

n +\? n 1 2
ol = Z ai O'j2 = Z(—j sz (77)
¢ j=1 ayj j

nebo jeji smeérodatnou odchylku

0. =t S0, (78)
n ]-:1

Pozorny Ctendi samoziejmé namitne, ze bychom znalost individualnich rozptylt méli vyuzit
také ke zpfesnéni vypocétu priméru a vstupni hodnoty zatizené mensi nejistotou zapocitat pii
primérovani s vétsi vahou. Pfesné tento postup pouZijeme v nasledujici kapitole a odvodime
vztahy pro vazeny pramer.

V této kapitole se budeme zabyvat otazkou, v jakém vztahu jsou smérodatna odchylka
aritmetického priméru s. podle (75) a smérodatna odchylka o . spoCtend pro primeérnou
hodnotu podle (77). [Podle zavedeného oznacenti je S. odhadem, zatimco o . nikoliv, protoze
Je spoCteno na zaklad¢ znamych o; . Jenze jak uZ bylo feCeno, ve skutecnosti pracujeme pri

statistickém zpracovani vétsinou jen s odhady (i kdyz slovo ,,odhad* se Casto uplné vypousti),
a to samoziejme plati také pro hodnoty dosazované do vztahu (77) a tedy i pro jeho vysledek.
Rozdilné oznafeni zde poslouzi jen k snadnéjSimu rozliSeni odhadii ziskanych rGznymi

postupy.]
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Pro zjednodusSeni budeme dale piedpokladat, ze se individualni rozptyly naméfenych hodnot
navzajem nelisi, coz nés opraviluje pouzit bézny aritmeticky prumér. Pro dalsi tvahy totiz neni
dulezité, zda se individualni rozptyly lisi navzajem, nybrz zda se lisi od odhadu ziskaného
metodou nejmensich ¢tvercu.

Neni sloZité ukazat, Ze jsou-li individudlni smérodatné odchylky o; namétenych hodnot rovny
vybérové smerodatné odchylce s vypoctené metodou nejmensich ctverct (68), pak s. podle

(75) a o podle (77) povedou ke stejnému vysledku. Na tom neni nic divného, protoze jde

0 alternativni popisy téhoz statistického chovani. V redlném piipadé se ale s podle (68)
nezanedbatelné lisi od o}, @ proto se take lisi s. od o .. Ani tehdy ale neni Zadouci hodnoty

s. a o n¢jak skladat nebo dokonce primo scitat!

Rozebereme dale n€kolik typickych situaci. Vliv ma jednak pocet primérovanych hodnot,
jednak charakter odchylek zapocitanych do vztahu (77). Doporuceni pro vypocty s naméfenymi
hodnotami rozlisuji dva zptsoby vyhodnoceni nejistot [11]. Zjednodusen¢ feceno, je to jednak
statistické zpracovani opakovanych méfeni (typ A) a pak stanoveni nejistoty na zakladé
kalibrace a dal$ich znalosti 0 méficim zafizeni (typ B), coz si zhruba mizeme piedstavit jako
,,chybu métidla“. Zatimco pii vyhodnoceni nejistot typu A se piedpoklada normalni rozdéleni
jakozto dusledek centralni limitni véty, vyhodnoceni typu B na toto spoléhat nemiize, protoze
,»chyby meéfidel“ mohou mit alespoil ¢aste€né systematicky charakter. Proto se u typu B
vétSinou predpokladd rovnomérné rozdéleni. Podrobnéji porovndme oba typy vyhodnoceni
nejistot v kapitolach Nejistoty typu A a B a Skladani nejistot v ¢asti Dodatek. A nyni
slibované typické situace:

e Predpokladejme, ze o; byly vyhodnoceny postupem typu A, pficemz jejich velikost je

v souladu se skute¢nym nahodnym rozdélenim namétenych hodnot. Pak pro velky pocet
primérovanych hodnot se vybérovd smérodatna odchylka s (68) bude blizit k o; a

podobné s. (75) se bude blizitk o . (77). Podle vztahu (76) mtzeme zjistit, ze pro n>30
bude odhad odchylky s . (75) stanoven pomémé spolehliv€, protoZe bude zatizen relativni

smérodatnou odchylkou mensi nez 10 procent.
o Predpokladejme, ze pro o plati totéz co Vv pfedchozim pfipadé, nicméné pocet

primérovanych hodnot bude maly. S klesajicim poctem primérovanych hodnot roste
rozptyl odhadd ziskanych metodou nejmensich ¢tvercti. Proto se pro velmi malé pocty
hodnot (n <5) mohou odhady odpovidajicich veli¢in li$it i nékolikanasobng. Podle (76)
bude v tomto pfipadé¢ relativni smérodatna odchylka odhadu s_. (75) vétsi nez 35 procent.

Znéme-li tedy individudlni odchylky o, pak je Vv této situaci nanejvyS vhodné jako
smérodatnou odchylku priméru pouzit o. podle (77).
e Nadruhoustranu se ale s. (75) a o_. (77), jakozto dva odhady téze veli¢iny nemohou liSit

ptespfilis, pokud ma platit pfedpoklad, Ze nahodné rozdéleni naméfenych hodnot odpovida
smérodatné odchylce o;. Vychazi-li tedy v obou ptedchozich piipadech s. podstatné vetsi
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(viz dale) nez o, pak jsou naméfené hodnoty od sebe vzdaleny vice, nez kolik by
odpovidalo smérodatné odchylce o, . V takové situaci je na zvazeni, zda primérovani ma
fyzikalni smysl. Naopak, o . podstatné vetsi nez s. svédei o tom, ze byly odchylky
Jednotlivych méfeni o; neopodstatnéné nadhodnoceny. Ono nepfili§ presne vyjadieni
,podstatné veétsi“ v predchozich vétach mizeme kvantifikovat na zakladé (76). Pro
konkrétni pocet primérovanych hodnot spocteme relativni smérodatnou odchylku odhadu
a jeji trojnasobek pouzijeme jako limit, jehoz piekroceni bude zndmkou ziejmého
nesouladu.
 Pokud jsou smérodatné odchylky o; vyhodnoceny postupem typu B, pak rozdil mezi s_.
(75) a o . (77) nemusi nutné znamenat patologickou situaci. Ma-li napiiklad odchylka o
c J
pfevazné systematicky charakter, a tedy nelze jeji vliv eliminovat opakovanym meétenim,
bude vychazet o podstatné veétsi nez s. . Opacna situace, to znamena S. podstatné vetsi
neZ o, mize napiiklad nastat, kdyz méfeni nebylo provadéno podle doporuceni vyrobce
m¢étidla a rozptyl opakovanych méfeni je proto prili§ velky. V obou ptipadech je tfeba jako
smérodatnou odchylku primeéru pouzit ten vétsi z obou odhadl (protoze ten mensi je jim
pak pokryt take).

Piedchozi ivahy neni slozité zobecnit na ptipad komplikovangjsiho vypoctu, do néhoz vstupuji
razné veliCiny charakterizované nejistotami ziskanymi riznym zptsobem.

Odvozeni vztahi pro vaZeny primér a jeho rozptyl

Prolozime jesté jednou namétenymi body vodorovnou piimku y=c, kde C je opét neznamy
parametr. Tentokrat ale budeme povaZovat za znamé kromé samotnych hodnot Y, také jejich

statistické rozptyly . Proto budeme namisto rezidualniho souctu (60) minimalizovat 7’

2 4 I:yl _C*:IZ .
¥’ =) F——==min. (79)
i=1 O-i
o . N 3 oy s
Odhad nezndmého parametru C se opét vypocte zrovnice e =0. Tentokrat ziskame
C
podminku
_lalzzi(yi_(:*):il_c*iizo (80)
20 o o e~ 57 ~ o’
Normalni rovnice bude mit tvar
~ 1 QY



Resenim je odhad parametru C ve tvaru

Y.
3 1
éas

, (82)

coz je formule pro vypocet vazeného priaméru (weighted arithmetic mean). V tomto piipadé
navic jde o takovou verzi vazeného prumeéru, kde vahy hodnot Y, jsou uréeny pfevracenymi

hodnotami jejich rozptylu iz (inverse-variance weighting).
(ox

Ze vztahu (82) ziskame pro derivaci odhadu parametru ¢~ podle i-té proménné vyjadieni

Lo - (83)
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Neni slozité ukazat, ze po dosazeni vSech rozptyli o’ stejné velikosti dostaneme vztahy

odvozené metodou nejmensich ¢tvercii pro ptipad prostého primérovani.

Linearni regrese s pevnym prisecikem se svislou osou

Upravime vySe odvozené vztahy (19) az (25) pro prokladani linearni zavislosti Y =a+bx na
pfipad, kdy hodnota a prlseciku se svislou soufadnicovou osou je pfedem dana. Odhad

parametru b’ se v tomto piipad& uréi minimalizaci vyrazu
_ o T

n |y —a-h'x

Fi=> E———= =min (85)

%4

a vypoCte z rovnice —=-=0. Tak dostaneme podminku

10 b*
_E a/g Z(y| a- X)X nyl az__b Z . (86)

i=1 J. i1 Oj

Normalni rovnice pro vypocet b™ bude mit tvar
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n n 2 n
a) %+ by = YA (87)

i-1 Oj i=1 O]
— — —_——

Sy S Sxy

Resenim je odhad b” v kompaktnim tvaru zapsaném pomoci zavedenych soudti

. S, —as,

XX

Na zakladé& vztahu (88) ziskame pro derivaci odhadu b” podle i-té zavisle proménné vyjadfeni

ob" 1 x
A (89)

Pak pro kvadrat odchylky smérnice s,. dostaneme

2 2
(b n(ox 1 x? 1
s§=z[_j Gizzz( i j Uf:F ;?:S_' (90)

2
i=1 6yi i=1 SXXO'i i=1 O;

>

Vztah (90) vyuzijeme, pokud zname individualni smérodatné odchylky jednotlivych méfenych
hodnot. Pokud tomu tak neni, pouZzijeme pro viechny body jednotny odhad rozptylu s* ziskany
z rezidualniho souctu ¢tverci (34) a tak dostaneme pro hledanou smérnici vztah

i Xy — ai X
«_ o i1

b =- . (92)
X
i=1
a pro kvadrat odchylky smérnice s. vztah (pocet stupiiii volnosti v =n -1)
2
oot 1 5 Sk 1 (92)
; XX 3 X \ 2 n-1< 2
2 & 2%
i=1 i=1 i=1

Z porovnani vztaht (92) a (54) vidime, Ze pro stejna data a stejnou prolozenou pfimku dava ten
prvni vzdy nizsi hodnotu. To znamend, ze smérnice ptimky prochazejici pevnym priise¢ikem
je urcena s mensi smérodatnou odchylkou nez v ptipadé€ obecné ptimky. PouZiti tohoto postupu
proto muze byt vyhodné v ptipadech, kdy ptimka urcité¢ pevnym bodem prochazi. V jednom
Z nasledujicich pfikladi je to Einsteiniv zdkon, kde prochazi pocatkem linedrni Casova
zavislost stiedni kvadratické vzdalenosti urazené difundujici ¢astici.

Posouzeni konzistentnosti individualnich rozptyla s hodnotami x a 'y

Ze vztahu (22), (24) a (25) je zfejmé, ze zatimco hodnoty regresnich koeficientt zavisi jenom
na vzajemnych pomeérech rozptyla jednotlivych hodnot, jejich smérodatné odchylky zavisi na
absolutnich velikostech rozptyli. A podobné na jejich absolutnich velikostech zavisi také
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hodnota funkce »° v nalezeném minimu. Tato souvislost neni zadnym piekvapenim, protoze

Vv metodé nejmensich ¢tvercli se odhad neznamého rozptylu jednotlivého méfeni odvozuje od
rezidualniho souétu ¢tvercu vztahem (34).

Vzhledem k tomu, ze tentokrat nestojime o odhady rozptylu, jelikoz ty jsme naopak pouzili
jako vstupni parametry, mizeme statistické chovani y* vyuzit naopak pro posouzeni, zda

statistické chovani dat zadanym rozptyldm odpovida. Upravou vztahu (34) pro individualni
velikosti rozptylii u jednotlivych méfeni ziskame vztah

_Z[y,— F 040005, b)) | Y
O'

coz v pripad¢ regresni ptimky bude konkrétné¢

[yi-a —bx}

Ve z =n-2
Jde samoziejmé o soucet pro velky pocet n. Pfesnéjsi je proto mluvit o stfedni hodnoté této

veli¢iny, takze < 4 >= v. Bez odvozeni uved'me, ze smérodatna odchylka je v tomto ptipadé
ptiblizné +/2v . Program Origin po¢ita veli¢inu Reduced Chi-Sqr podle vztahu

2

=* (93)
1%

Jeji sttedni hodnota by tedy méla byt rovna jedné se smérodatnou odchylkou
Ones =N21Vv . (94)

Ackoliv rozdéleni y° neni symetrické (pro malé podty stupiitl volnosti dokonce nema ani

vrchol), s rostoucim poctem stupiiti volnosti se blizi k normalnimu rozdéleni (121). Uvadi se,
7ze pro v>50 jsou rozdily zanedbatelné [12]. Pak miZeme vyuzit poznatek, ze 99.7 %

obdrzenych hodnot bude lezet v intervalu (1—30pu,1+30,) . Pokud hodnota x° pro
konkrétni vybér dat tomuto kritériu nevyhovuje, pak nemusi byt pouzity fit optimalni anebo
vlozené hodnoty o’ neodpovidaji skute¢nosti. Nékdy mize mit takovy nesoulad i dobry
divod, jak si pozdgji ukazeme, nicméné vzdy by mél vyskyt 7> mimo pravdépodobny interval
vést k zamysleni nad uspofaddnim experimentu. Nékteré zakladni situace probereme detailngji
v ramci praktickych piikladt. Dalsi podrobnosti 1ze nalézt naptiklad v [3].
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Priklady pouziti linearni regrese

V nasledujicich ptikladech jsou smérodatné odchylky v souladu s béznymi zvyklostmi znaceny
feckym pismenem ,,sigma®, i kdyz se jednd o odhady, které¢ jsme ve vykladové casti pro
nazornost oznaCovali pismenem ,,s*.

Piiklad 1 — riizné zpusoby prace s odchylkami

vvvvvv

dosud zminéné poznatky. Nasledujici Graf 3 zobrazuje tato data tentokrat zpracovana
programem Origin.

140 - _ §
Equation y=a+b*x
Plot y
120 4 |Weight No Weighting .°
Intercept 0.19829 +2.9666 . °
Slope 0.99274 +0.051 . .'.
100  |Rresidual Sum of Squares ~ 21240.30815 e '°
//./
.'////
80 - .. o
- [ ]
0.0 Oo'.'.o/.///./.o o ® *
- 60 o ../// .
E e %o o o ®
N « . °
40 o % o0 /;/// oo
. ° P ° . o0
20 - . oo .
o L™
I b o °
- -~ .
0 .. . :
o %o * simulovana data
220 - —— primka (metoda nejmensich ¢tverci)
T T T T T T T T T T T
0 20 40 60 80 100
X
Graf 3

Linearni regrese je stovkou bodi prolozena metodou nejmensich ¢tverct, takze do vypoctu
nevstupuji zadné dalsi informace. Na zéklad¢ statistického chovani dat vypocet umozni mj.
stanovit smérodatnou odchylku jednotlivého méfeni podle vztahu (38) (viz Tabulka 1). Tato

. 25
hodnota je v dobré shodé se znamou skute¢nou hodnotou ﬁ (V tabulce vyznaceno zlutou

barvou.) Pro podrobnosti viz popis ptipravy simulovanych dat v kapitole Metoda postupnych
méfeni a odvozeni vztahu (124) v ¢asti Dodatek.
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parametr ;(,2 (93) (Reduced Chi-Sqr)

Graf 3 Graf 4 Graf 5 Graf 6

érodatna odchylk: Sech bodt 25 22 23

smérodatna odchylka o na ose y vSech bodu —_= == ==

V3 | 33| V32
smérodatna odchylka o na ose y vSech bodu ¢iselné --- 14.4338 | 9.6225 | 21.6506
prisecik s osou y 0.1983 0.1983 | 0.1983 | 0.1983
smérodatna odchylka priseciku 2.9666 2.9085 | 1.9390 | 4.3628
smérnice 0.9927 0.9927 | 0.9927 | 0.9927
smérodatna odchylka smérnice 0.0510 0.0500 | 0.0333 | 0.0750
rezidudlni soudet &tverct (29), (46) resp. (19) 21240.3 101.95 | 229.40 | 45.313

smérodatna odchylka jednotlivého méfeni (38) 14.7220 --- --- ---

- 1.0403 | 2.3408 | 0.4624

Tabulka 1

Nasledujici tii grafy znazornuji taz data ve sloupcich X a y doplnéna navic o sloupec se
smérodatnymi odchylkami zavisle proménné (znazornény chybovymi useckami). Pro
jednoduchost jsou odchylky pro v§echny body v kazdém grafu stejné. Graf 4 znazornuje situaci,
kdy jejich velikost je praveé rovna té odchylce, kterd byla pouzita pro ptipravu nahodnych dat y,

25
tedy maji hodnotu ﬁ . Pro Graf 5 byla zvolena odchylka rovna 2/3 této hodnoty. Graf 6 naopak

ukazuje situaci, kdy je odchylka jejim 1.5nasobkem. V téchto tfech grafech se zndzornéné
odchylky zahrnuji do vypoctu odchylek hledanych parametrii regresni ptimky. Rezidudlni

soudet étvercti y° zapoditava podle (19) statistické vahy uréené rozptylem.

140 _- Equation y=a+b*
Plot y
T |weight Instrumental (=1/ei"2)
120 4 |intercept 0.19829 + 2.90854
1 |Slope 0.99274 + 0.05
100 < |Residual Sum of Squares 101.95348 K
80 - ) } }
- 60 — |
40 }
20
0 -
20 il e simulovana data s odchylkami (100%)
; —— piimka (y? se zapoé&tenim odchylek)
-40 T j T T T T T T T T T
0 20 40 60 80 100
X
Graf 4
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Nepiekvapi nas, ze vSechny prolozené pfimky maji stejné parametry. (V tabulce vyznaceno
odstiny zelené.) Piipomenme, Ze to ale neni jen disledkem pouziti tychz dat, nybrz také
skute¢nosti, ze vSechny individualni odchylky bodl jsou pro celou sadu stejné. Jen za této
podminky jsou vahové faktory 1/o” shodné a vypodet dava nezavisle na velikosti o stejné
parametry ptimky jako metoda nejmensich ¢tverct. Odchylky parametrii regresni piimky ale
uz na o zavisi. Graf 4 umoziuje ovétit, ze pokud se popsanou metodou zapoctou jednotlivym

bodiim individualni odchylky, které odpovidaji jejich skute¢nému statistickému chovani, pak
se odchylky regresnich parametrd prakticky shoduji s témi, které vypocte metoda nejmensich
ctvercii. (V tabulce vyznacCeno odstiny modré. Drobné rozdily jsou zplisobeny omezenym
poctem bodu v sadé¢ ndhodnych dat.) Graf 5 a Graf 6 pak ukazuji, jak se na odchylkach

vvvvvv

140 - _ _
Equation y =a+ b*
1 |Plot y
120 - |Wweight Instrumental (=1/ei*2)
1 | Intercept 0.19829 + 1.93903
Slope 0.99274 + 0.03334
100 1 Residual Sum of Squares 229.39533
80 -

o0 Saliy
7 { EE/%E {

20 .
0 -
* simulované data s odchylkami (66%)
-20 7 — pfimka (3° se zapo&tenim odchylek)
T T T T T T T T T T T
0 20 40 60 80 100
X
Graf 5
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140 _- Equation y=a+b*
Plot y
| Weight Instrumental (=1/ei"2)
120 Intercept 0.19829 + 4.36281
1 |Slope 0.99274 + 0.075
100 4 |Residual Sum of Squares 45.31266 I!III
80 - Il !ll I ‘II ,nli'I
- gl
. 17T el
o W ] :
. l
|||- I I
20 1 I I!I-II I Illl I
E !I ill' il
0+ !i I’!lll
-20 _ . :
1 * simulovana data s odchylkami (150%)
-40 — pfimka (x? se zapod&tenim odchylek)
T T T T T T T T T T T
0 20 40 60 80 100
X
Graf 6

Jak bylo zminéno v kapitole Posouzeni konzistentnosti individualnich rozptyla s hodnotami
x a 'y, hodnota parametru y? spoctena podle vztahu (93) umoziiuje kvantifikovat, jak dobie
odpovidaji zadané individualni odchylky statistickému chovani dat. V naSem ptipadé v =98,
takze podle (94) pak obdrzime hodnotu opes =0.14. Pokud tedy 4’ >1.42, jsou
pravdépodobné zadané odchylky podcenény. Takovou situaci zobrazuje Graf 5. Pokud naopak
7?7 <0.58, znamena to piecenéni odchylek (Graf 6). UZite€né je, Ze kritérium je pouZitelné i ve

vvvvvv
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Priklad 2 — vypocet Youngova modulu pruZnosti zZ protaZeni dratu

Jde o jednoduchy experiment, kde se méfi prodlouzeni dratu zptisobené znamym jednoosym
tahem. Detailni uspofadani experimentu je popsano v navodu k uloze [13]. Provedeme jen
strucnou rekapitulaci pouzitych vztaht: Tah se kvantifikuje mechanickym napétim

’Z'Zg, (95)

tedy podilem napinaci sily F a prufezu dratu S . Ten se uvazuje jako kruh o priméru d , pak
S=1rd’. (96)
Napinaci sila
F =mg 97)
je vytvarena zavazim m . Tihové zrychleni znac¢ime g . Relativni prodlouzeni dratu

A

| (98)

&
0

se vyjadii jako podil narastu délky Al a vychozi délky dratu |,. Délka dratu se snima pomoci

kladky poloméru R. Ta se pii prodlouzeni Al méteného useku dratu pooto¢i o maly thel o
Al =Re . (99)

Na ose kladky je pfipevnéno zrcatko, pres néz se pevnym dalekohledem ¢te centimetrova
stupnice ve vzdalenosti L. Pfi pooto¢eni kladky o maly tihel & se podle zakona odrazu posune
hodnota v zamérném kiizi o vzdalenost

An=2Lle. (100)

Pro mala napéti 1ze Youngiv modul pruZnosti vyjadrit jako podil

E==L. (101)
&
Dale popiSeme nékteré postupy zpracovani vcetné numerickych vysledkt pro ilustracni data

zahrnujici hodnoty veli¢in d , R, |, a L ajejich smérodatné odchylky (Tabulka 2) a piedev§im
vychylku n odeétenou dalekohledem na stupnici pro kazdé pouzité zavazi m (Tabulka 3).
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m/kg n/m

d :(6.12i0.11)><1041 m 0.0 0.170
0.1 0.166
R=(1.78+0.01)x10 m 0.2 0.162
0.3 0.158
|0 = (1140 + 0005) m 0.4 0.154
5 0.5 0.150
L=(8.97+0.05)x10" m 0.6 0.146
Tabulka 2 0.7 0.143
0.8 0.139
0.9 0.135
1.0 0.132
1.1 0.128
1.2 0.124
1.3 0.120
14 0.117
15 0.114
1.6 0.111
1.7 0.107
1.8 0.104
1.9 0.098
2.0 0.095
2.1 0.092
2.2 0.090
2.3 0.087
2.4 0.084
Tabulka 3

Pokud napéti nepfesdhne mez umérnosti, miizeme Youngiv modul pruznosti urcit ze smérnice
zavislosti & = &(z) . Ze vztaht (95), (96) a (97) se vypocte aplikované napé&ti

4mg
T=—nH 102
pore (102)
a pomoci (98), (99) a (100) zase relativni prodlouzeni
o= R An . (103)
2L1,

Témito dvojicemi bodu se pak prolozi linearni regrese. Youngtiv modul bude roven pievracené
hodnot¢ smérnice. Jen je nutno uvazit, ze regresni ptimka nemusi prochazet pocatkem. Takovy
pozadavek by znamenal, Ze zatimco vSechny ostatni namétené body jsou zatizeny néjakou
nejistotou, pocatek je znam piesné. A to neni pravda. Proto se pro vypocet smérnice pouZzije
vztah (32), ktery slouzi k prolozeni obecné primky.

ProtoZe nevyhodnocujeme skute¢né absolutni hodnoty prodlouzeni, ale jen jeho zmény, nebude
nam V pracovnim grafu vadit posunuti osy ¢ o konstantni hodnotu. Je tedy pii vypoctu regrese
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mozno namisto An pouzit pfimo hodnotu n odectenou dalekohledem. Protoze je navic
stupnice orientovana tak, ze pfi zvétSovani zavazi odec¢itané n klesa, nesmi nas prekvapit, ze
bude smérnice zaporna.

Ciselng pro data z tabulek (Tabulka 2 a Tabulka 3) vychazi smérnice k, =-9.42760x107*? Pa™
ato vede na Youngiiv modul v hodnot& E, =1.06072x10" Pa. Vysledky jsou zamé&rn& uvadény

S pfesnosti piesahujici moznosti experimentu, aby si ¢tenai mohl kontrolovat spravnost svych
vypoctu.

Je-li cilem ziskat vedle hodnoty Youngova modulu také ptislusnou smérodatnou odchylku, je
ticba postupovat obezietné. Nelze jednoduse pouzit smérodatnou odchylku smérnice podle
(51), protoZe ta pouze charakterizuje, jak hodné se body odchyluji od prolozené piimky.
Nejistoty vstupnich veli¢in do (51) viibec nevstupuji. Pro naSe data takto vychazi smérodatna

odchylka smémice o, =7.631x107Pa™, takZe smérodatna odchylka Youngova modulu je

o, =8.58x10° Pa, coz predstavuje zhruba 0.8 %.

Jako nejjednodussi se proto muaze zdat prosté doplnit k vyse vypoétenym dvojicim boda ¢ a 7
jesté smérodatné odchylky o, a o, spoctené na zaklad¢ principu Sifeni nejistot (3) pomoci
smérodatnych odchylek hodnot d, R, |, a L a pak pouzit linearni regresi, ktera umi takové

odchylky zahrnout, napiiklad nékterou z metod nabizenych programem Origin. Ukazme si,
pro¢ takovy postup, i kdyz se miize jevit jako elegantni, neni rozumné pouzivat.

Ze vztahu (103) Ize vypocitat smérodatnou odchylku relativniho prodlouzeni

e [5] o(2 (2] +(2) aos

a pomoci (102) zase smérodatnou odchylku aplikovaného napéti

oe|(5) (%)

coz jesté upravime, aby bylo mozno dosazovat i v ptipad¢ nulové hmotnosti m

2
o, = 492 o’ +(2m6" ) : (105)
zd d

Vidime, Zze kromé& smérodatnych odchylek veli¢in d , R, |, a L (Tabulka 2) potiebujeme také

odchylky veli¢in m a n (Tabulka 3). Ty nejsou dany jen piesnosti zavazi ¢i odeCitani
v dalekohledu, ale také nepravidelnostmi v chodu aparatury (tfeni vose kladky,
nerovnomérnosti v ohybu dratu, zpiisob kladeni zavazi na misku). Pouzijme hodnoty, které
obsahuje Tabulka 4. Pozdgji si vysvétlime, jak je Ize odhadnout z parametri regresni piimky
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prolozené metodou nejmensich ¢tverct. Nejprve ale vyzkouSime, co s daty provede Yorkova
metoda. (viz Funkce Analysis:::Fit Linear with X Error programu Origin)

o,=1mm

0,=30¢

Tabulka 4

W naméfené hodnoty ¢ = &( 7)
1.4x10° 4 %\% —— linearni regrese (York)
%\@
==l
1.2x10° - @%
%\%
W i
HE
1.0x10° §PE
e
EN
gy
8.0x10 - %
T T T T T T T
0 2x107 4x10’ 6x107 8x10’
r/ Pa
Graf 7

Na pracovnim grafu (Graf 7) vidime naméfené hodnoty 7 a & spolu s odchylkami o, a o, a

také regresni piimku proloZenou pomoci Yorkovy metody. Posun osy ¢ a nezvykly sklon
zavislosti jsme jiz zminovali. Tabulka 5 ukazuje parametry regrese.

Parameters

Value
0.00147
-9.51537E-12

Intercept

epsilon
p Slope

Standard Error
7.60408E-6
1.92792E-13

Statistics

epsilon

Number of Points
Degrees of Freedom
Reduced Chi-Sqr

Residual Sum of Squares ~ 3.30682

25
23
0.14377

Tabulka 5
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Vtomto piipadé smérnice k,=-9.51537x10?Pa™ a smérodatna odchylka
o, =1.9279x10 ™ Pa™. Smémice Kk, ziskani Yorkovou metodou se lidi od hodnoty kK
spoctené podle (51), protoZze v Yorkové vypoctu se méfené body zapogditavaji s riznou vahou.
Youngiv modul pak vyjde E,=1.05093x10"Pa se smérodatnou odchylkou
og, =2.129 x10° Pa, coz predstavuje 2 %. PfestoZe jsou nejistoty vstupnich hodnot tentokrat
zapodteny ve vy3§i mife, signalizuje nizka hodnota y? (93), tedy parametru Reduced Chi-Sqr

(viz Tabulka 5), Zze zadané odchylky jsou nadhodnoceny a neodpovidaji skute¢nému chovani
dat. Ptipomenme, ze stfedni hodnota tohoto statistického ukazatele je rovna jedné a smérodatna

odchylka (94) pro v =23 vyjde 0.295.

Zakladni potiz spo¢iva v tom, ze metody, které zapocitavaji individualni statistické odchylky,
jsou uréeny pro prokladani skuteéné namétenymi body, které se opravdu chovaji podle
specifikovanych individudlnich rozdé€leni. V piipadé vysSe popsaného zapocitani odchylek
dal$ich vstupnich veli¢in to ale neplati, protoze tyto veli¢iny ovlivituji vSechny naméfené body

obdobné. V nasem pifpadé d, R, |, a L méni pfedev§im ndklon celé zavislosti, ale maji

zanedbatelny vliv na jeji tvar. Disledkem tohoto korelovaného tucinku neni jen nizk4 hodnota
Reduced Chi-Sgr (ta nam jen oznamuje, co uz vime), ale také nedostate¢né zapocteni
individualnich odchylek do vysledki regrese.

Jako korektni 1ze doporucit nasledujici postup: Spojenim vztaht (95) az (101) miiZzeme ziskat
vztah pro Younglv modul
E_ 8gl,L m _ 8glL ,
7d°R An  zd°RK

n(m)

(106)

kde veli¢ina k= % predstavuje posunuti stupnice v dalekohledu vyvolané jednotkovym

zavazim, neboli je to smérnice zavislosti n=n(m). Nejprve se tedy pomoci vztahi (32) a (51)
vypocte smérnice K zavislosti n=n(m) vcetné smérodatné odchylky, Youngiiv modul se

spocte podle (106) a pomoci principu Sifeni nejistot (3) se pak urci také jeho smérodatna

odchylka
O i o ? o ? o ? (e ?
o, =E || == +(—Lj +4[—dj +(—Rj J{—kj : (107)
Iy L d R k
Na vypocty staci nastroje, které nabizi Microsoft EXCEL. Preneseme sloupce (Tabulka 2) na
list programu EXCEL. Piedpokladejme, ze hodnoty m/kg jsou ve sloupci A v rozsahu
A2:A26 a hodnoty n/m ve sloupci B v polozkach B2:B26. Do volné buiiky tedy vlozime

,—=LINREGRESE(B2:B26;A2:A26;;1)“ a vyzna¢ime oblast pro vypoétené¢ parametry (viz
Funkce LINREGRESE (LINEST) v EXCELuU). Zobrazi se nasledujici vysledky (Tabulka 6).
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-0.036123077 0.168387692
0.000292396 0.000409354
0.998495312 0.001054248
15262.56524 23
0.016963397 2.55631E-05

Tabulka 6

To znamend, ze smérnice ma hodnotu Kk, =-3.6123077 x10?mkg™"a jeji smérodatna
odchylka je o, = 2.92396x10* mkg™, coz piedstavuje opét ondch 0.8 %. Po dosazeni do

(106) dostaneme E,=1.06072x10"Pa, coz se podle o¢ekavani shoduje s hodnotou E,,
protoze regrese byla pocitana stejnou metodou. Nicméné smérodatna odchylka podle (107)
zahrnuje nejen neurcitost bodu zavislosti n=n(m), ale také neurCitosti vSech ostatnich

mefenych veli¢in. Proto nepiekvapi, Ze v tentokrat vyjde o = 4.024x10° Pa, coz je 3.8 %.

Jesté se vratme k smérodatnym odchylkam veli¢in m a n (viz Tabulka 4). Pomoci dal$ich
parametru regrese, konkrétné rezidualniho souctu ¢tvercti a poctu stupnu volnosti (Tabulka 6)
muzeme snadno vypocitat smérodatnou odchylku méfenych hodnot na vertikalni ose.
Dosazenim do vztahu (38) dostaneme o, =1.054248x10"° m. Stejnymi daty mizeme oviem
prolozit také zavislost m=m(n). Sta¢i jen wupravit piedpis funkce do tvaru
,—LINREGRESE(A2:A26;B2:B26;;1)“. Z regresnich parametri pro inverzni zavislost (viz
Tabulka 7) pak analogicky vyjde o =2.91629x107 kg . Mazeme si také povsimnout, Ze plati

O =Ky On -

-27.64148011 4.656290673
0.223742006 0.028578222
0.998495312 0.029162915
15262.56524 23
12.98043906 0.019560938

Tabulka 7
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Priklad 3 — vypocet aktivity ¢astice konajici Browniv pohyb

Uloha reprodukuje Perrintiv pokus, kde se z pozorovani Brownova pohybu uréuje Avogadrova
konstanta. Podrobnosti 1ze nalézt v navodu k tloze [14]. Zde zminime jen zakladni informace.

Hlavni soucasti aparatury je mikroskop vybaveny kamerou, ktera umoziuje pienést obraz na
pocitacovy monitor. P¥i méfeni se pak v programu BROWN pomoci mysi V pravidelnych
intervalech zaznamenavaji polohy ¢astice. Vysledkem je datovy soubor, ktery jednak obsahuje
kalibra¢ni konstanty, které umozni pfepocitat vzdalenosti na obrazovce na skutecné posuny
Castice, a dale obsahuje séril zaznami zahrnujicich pro kazdé kliknuti na tlacitko mysi
soufadnice jejiho kurzoru na obrazovce v pixelech a ¢asové razitko.

Program BROWN slouzi také ke zpracovani zaznamenanych dat. Pro zajimavost stru¢né
popiSeme postup zpracovani, které program priabézné provadi po kazdém piidani bodu. Jde
0 n¢kolik odd€lenych vypocti:

1) Vyhodnoceni stiedniho intervalu zaznamu t. Jak je vysvétleno v tivodni Kapitole, neni
mozné jednoduse pramérovat ¢asové prodlevy mezi zaznamy. Proto je pouzita linearni
regrese: Na osu X se vynasi pofadové ¢islo znacky a osu Yy pak casové razitko vyjadirené jako
pocet sekund od pevného casového okamziku. Stfedni doba trvani intervalu, resp. jeji
smérodatna odchylka je pak pfimo rovna smérnici prolozené piimky, resp. jeji smérodatné
odchylce. Ukazuje se, Ze takto ziskané hodnoty intervalu se velmi dobie shoduji
s nastavenim Casovace dokonce i v ptipadech, kdy odchylka jednotlivého méfeni pievysuje
jednu sekundu (naptiklad kdyz experimentator zaznamenava dlouhou sekvenci a z néjakého
divodu docasné ztrati koncentraci). Pro urceni smérodatné odchylky jednotlivého méfeni
je pouzit rezidualni soucet C¢tverci a pocet stupni volnosti podle vztahu (38).
Poznamenejme, ze kromé kontroly pravidelnosti se pii dal§im zpracovani odchylka
jednotlivého méfeni Casu nijak nevyuziva, protoze dusledky nepravidelnych kliknuti se
pfipadné projevi ve vétSim rozptylu stiedni kvadratické vzdalenosti.

2) Vyhodnoceni stfedni hodnoty kvadratu vzdalenosti urazené za dobu t, 2t, 3t a 4t v¢etné
smérodatnych odchylek. Vypocet pro n zaznamenanych poloh se provede podle vztahu

()= S 00 007+ O~ 7] (108)

pro k=1,2,3 a 4. Dale se pro tyto hodnoty vypocita smérodatna odchylka aritmetického
praméru

—k

T J(n k) 2oL O X O =() 109

3) Vyhodnoceni poméri stiednich kvadratickych posunuti Q2, Q3 a Q4 podle vztahu

Q, %) (110)

véetné smerodatnych odchylek
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oo =Q (111)

Pokud pro danou castici poméry stiednich kvadratickych posunuti odpovidaji pomérim
Casovych intervalt, neboli 1:Q2:Q3:Qa se blizi k 1:2:3:4, pak se predpoklada, ze chovani ¢astice
neni naruSeno vné&jSimi vlivy a ta se pohybuje podle Einsteinova zidkona. Jinymi slovy to
znamena, ze sttedni kvadratické posunuti <r2> je linearné zavislé na délce casového intervalu

t a hledana aktivita ¢astice A je imérna smérnici této zavislosti (faktor 2 souvisi s uspofadanim
experimentu)

(r*’)=2At. (112)

Stfedni kvadraticka posunuti jsou zpravidla zatiZena nezanedbatelnou smérodatnou odchylkou
O'<r2> . Ta je principialnim dasledkem pouzitého zptisobu méteni — kazdy statisticky vypocet se

zde zabyva jedinou castici namisto souboru castic a ta je navic pozorovana jen po velmi
omezenou dobu. Smérodatné odchylky stiednich kvadratickych posunuti je nezbytné zapocitat
do odchylky vysledné aktivity.

Ukazeme nékolik zplsobu vypoctu aktivity a zamétime se predev§im na postup pii

vyhodnoceni odchylek. Porovname ¢iselné vysledky ziskané rliznymi postupy pro tii datové
sady (vystupy programu BROWN pro tfi zaznamenané trajektorie) obsahujici vyhodnocené

hodnoty stfedniho kvadratického posunuti <r2> a jejich smérodatné odchylky 0'<r2> pro Ctyfi

nasobky zakladniho méficiho intervalu t a jeho smérodatné odchylky o, (Tabulka 8, Tabulka 9
a Tabulka 10).

<r2> 0'<r2> t o,
pm? pm? s S
8.6 0.7 5.00 0.01
18.0 14 10.00 0.02
26.4 2.1 15.00 0.03
33.0 2.7 20.00 0.04
Tabulka 8
<r2> O'<rz> t O,
pm? pm? s S
13.30 0.80 4.80 0.01
25.20 1.60 9.60 0.02
41.40 2.50 14.40 0.03
55.70 3.50 19.20 0.04

Tabulka 9
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<r2> O'<r2> t o,

pm? pm? S S
7.10 1.10 4.80 0.01
14.20 2.00 9.60 0.02

20.90 3.40 14.40 0.03
28.20 5.60 19.20 0.04
Tabulka 10

Vyhodnotime poméry stfednich kvadratickych posunuti Q, podle (110) véetné smérodatnych
odchylek o, (111). Pro vSechny ¢tyfi délky intervalu spocteme aktivitu A z Einsteinova
vztahu (112)

A= @ (113)

+(%) . (114)

Vsechny uvedené veli¢iny nalezneme v horni ¢asti tabulek (Tabulka 11, Tabulka 12 a Tabulka
13).

Primérovat nezavisle vypoctené hodnoty aktivity ma podle teorie smysl, protoze
prumérovanim 4 hodnot se nejistota vysledku zmensi dvakrat. Spocteme tedy na zakladé
méfenych hodnot aritmeticky priamér aktivity A, dale vybérovou smérodatnou odchylku podle
vztahu (67) a také smérodatnou odchylku aritmetického priméru (74). A vedle toho pro
srovnani vypocteme sloZzenou smérodatnou odchylku primémé hodnoty také podle (78)
pomoci znamych odchylek méfenych hodnot. Pokud ovSem zname odchylky méfenych hodnot,
jevi se jako korektnéjsi pouziti nikoli aritmetického pruméru, nybrz priméru vazeného podle
(82) s vypoctem slozené smérodatné odchylky podle (84).

Vsechny tyto hodnoty jsou k nalezeni ve stfedni Casti tabulek (Tabulka 11, Tabulka 12 a
Tabulka 13). Privlastek ,,slozena™ ve spojeni s pojmem smérodatna odchylka nema zadny
ustaleny vyznam; v tomto textu je toto souslovi pouzito jen pro odliSeni od bé€zné€ uZzivané
smérodatné odchylky aritmetického priméru.

Jako alternativu k pramérovani aktivit lze vyuzit prolozeni linearni regrese na zakladé
Einsteinova vztahu (112). Vedlej$im vysledkem tohoto postupu zpracovani je grafické ovéreni
linearity. Nicméné i zde mizeme postupovat n¢kolika zpisoby. Ukazeme si, jak to ovlivni
vysledky. Pro porovnani tedy prolozime zavislosti sttedniho kvadratického posunuti na délce
casoveého intervalu linearni regresi nékolika zpiisoby:

e obecnd piimka metodou nejmensich ctverct (Excel)
e obecna piimka se zapoétenim odchylek Y Error (Origin)
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e obecna piimka se zapo¢tenim odchylek X Error a Y Error (Origin, York)
e piimka prochézejici pocatkem metodou nejmensich ¢tverct (Excel)
e piimka prochazejici poc¢atkem se zapoctenim odchylek Y Error (Origin)

Nalezené odhady smérnic prolozenych piimek vcetné jejich smérodatnych odchylek
[pfepocteno na aktivitu podle vztahu (112), tj. vydéleno dvéma] jsou uvedeny v dolni casti
tabulek (Tabulka 11, Tabulka 12 a Tabulka 13).

) L a2 & . Ao
pm? pm? s s um?/s um?/s
8.60 0.70 5.00 0.01 1.00 0.860 0.070
18.00 1.40 10.00 0.02 2.09 0.24 0.900 0.070
26.40 2.10 15.00 0.03 3.07 0.35 0.880 0.070
33.00 2.70 20.00 0.04 3.84 0.44 0.825 0.068
aritmeticky priimér zmé&fenych hodnot A/(um?/s) 0.866
vybérova smérodatna odchylka A/(um?/s) 0.032
smérodatna odchylka aritmetického priméru A/(um?/s) 0.016
slozena smérodatna odchylka aritmetického priméru A/(um?/s) 0.035
vazeny pramér zméfenych hodnot A/(um?/s) 0.865
slozena smérodatna odchylka vazeného priiméru A/(um?/s) 0.035

A O,
ME/S um_zls
obecna ptimka (Excel) 0.816 0.045
obecna ptimka se zapoctenim Y Error (Origin) 0.857 0.071
obecna pifimka se zapoctenim X Error a Y Error (Origin; York) 0.857 0.071
ptimka prochazejici poc¢atkem (Excel) 0.853 0.018
pfimka prochazejici pocatkem se zapoctenim Y Error (Origin) 0.865 0.035

Tabulka 11

) ot e & @ A o
pm? pm? s s um?/s um?/s
13.30 0.80 4.80 0.01 1.00 1.385 0.083
25.20 1.60 9.60 0.02 1.89 0.17 1.313 0.083
41.40 2.50 14.40 0.03 3.11 0.27 1.438 0.087
55.70 3.50 19.20 0.04 4.19 0.36 1.451 0.091
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aritmeticky primér zméfenych hodnot A/(um?/s) 1.396
vybérova smérodatna odchylka A/(um?/s) 0.063
smérodatné odchylka aritmetického priméru A/(um?/s) 0.031
slozena smérodatna odchylka primérné hodnoty A/(um?/s) 0.043
vazeny priimér zmé&fenych hodnot A/(um?/s) 1.393
slozena smérodatna odchylka vazeného priméru A/(um?/s) 0.043

A O,
;m?/s urn_zls
obecna ptimka (Excel) 1.494 0.060
obecna piimka se zapoctenim Y Error (Origin) 1.431 0.090
obecna ptimka se zapoctenim X Error a Y Error (Origin; York) 1.431 0.090
pfimka prochazejici pocatkem (Excel) 1.426 0.027
pfimka prochézejici pocatkem se zapoctenim Y Error (Origin) 1.393 0.043

Tabulka 12

<r2> Ot t o, Q O, A O,
pm? pm? s s um?/s um?/s
7.10 1.10 4.80 0.01 1.00 0.740 0.115
14.20 2.00 9.60 0.02 2.00 0.42 0.740 0.104
20.90 3.40 14.40 0.03 2.94 0.66 0.726 0.118
28.20 5.60 19.20 0.04 3.97 1.00 0.734 0.146
aritmeticky primér zmé&fenych hodnot A/(um?/s) 0.735
vybérova smérodatna odchylka A/(um?/s) 0.007
smérodatna odchylka aritmetického priiméru A/(um?/s) 0.003
slozena smérodatna odchylka primérné hodnoty A/(um?/s) 0.061
vazeny primér zméfenych hodnot A/(um?/s) 0.735
slozena smérodatna odchylka vazeného priméru A/(um?/s) 0.059

A O,
ME/S um_Z/S
obecna ptimka (Excel) 0.729 0.008
obecna piimka se zapoétenim Y Error (Origin) 0.728 0.128
obecna ptimka se zapoctenim X Error a Y Error (Origin; York) 0.728 0.128
pfimka prochazejici pocatkem (Excel) 0.733 0.003
ptimka prochazejici pocatkem se zapoctenim Y Error (Origin) 0.735 0.059

Tabulka 13
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Z horni Casti vSech tii tabulek je zfejmé, Ze poméry stiednich kvadratickych posunuti se shoduji
s poméry délek trvani odpovidajicich casovych intervalli daleko pfesnéji, nez jak bézné
chéapeme slovni spojeni ,,v ramci smérodatnych odchylek®. Datové sady, které nevyhovuji
kritériu ,,1:2:3:4%, se totiz v tomto experimentu zpravidla dale nezpracovavaji. Cilem takového
predvybéru je vyloudit ptipady se Spatné pripravenym vzorkem a nevhodné nastavenou
aparaturou. Nevyhnutelnym dal§im disledkem je ale také zména statistického charakteru dat —
vSechny zapoctené hodnoty aktivity jsou daleko blize aritmetickému priaméru, nez dovoluje
jejich skute¢na smérodatna odchylka.

Popsané chovani mizeme sledovat v horni ¢asti tabulek pro vSechny tii datové sady (Tabulka
11, Tabulka 12 a Tabulka 13). 1 kdyz samoziejm¢ nezname skute¢nou smérodatnou odchylku,
mame k dispozici jeji odhad, ktery vychazi z hodnot vypoctenych programem BROWN na
zaklade statistického vyhodnoceni trajektorie ¢astice. Vidime, ze smérodatné odchylky aktivity
pro vSechny ctyfti délky ¢asového intervalu vychazeji podobng.

Jak jsme si uz vysvétlili, vypoctem jen z namétenych hodnot podle (67) nebo (74) ziskame
v disledku piedvybéru podhodnocené smérodatné odchylky. U nich navic musime oéekavat
nizkou spolehlivost, protoZze vybér obsahuje pouze ¢tyii body. [Podle (76) je relativni nejistota
vypoctené odchylky zhruba 42 procent.] Zminéné chovani muzeme sledovat tentokrat ve
stfedni Casti tabulek: Vybérova smérodatna odchylka podle (67) je ve vSech ptipadech
podstatné mens$i nez odhady vypoctené z dat programu BROWN (v horni ¢asti tabulek).
Nejmarkantnéjsi je tento rozdil v ptipadé treti datové sady (Tabulka 13), coz je dano velmi
pfesnym splnénim podminky pfedvybéru. Zaroven mizeme porovnat smeérodatnou odchylku
aritmetického priméru podle (74) se smérodatnou odchylkou, ktera byla ziskana podle (78)
slozenim odhadti z programu BROWN. Zase vidime systematické podcenéni nejistoty
prumérné hodnoty pii pouziti (74). A opét je nejvétsi v piipadé tieti sady.

Pouc¢né je také porovnani s vysledky ziskanymi vazenym pramérovanim (82) a skladanim
rozptyll (84), kterym by méla byt obecné dana pfednost v piipadé, kdy jsou znamy rozptyly
primérovanych hodnot. Vidime, Ze v naSem ptipad¢, kdy individualni rozptyly se navzijem
odliSuji nejvySe o dvacet procent, pifindsi toto zdokonaleni zménu jen zanedbatelnou
Vv porovnani s velikosti smérodatné odchylky. [Porovnavané hodnoty jsou ve stiedni Casti
tabulek zvyraznény zelenou (véZeny primér a jeho odchylka) a Zlutou barvou (aritmeticky
pramér a jeho odchylka).]

Zaver pro vyhodnoceni aktivity je ziejmy: ZmensSit nejistotu vysledné aktivity je moZzno pomoci
vazeného prumérovani (82). Pii vypocétu smérodatné odchylky primérné hodnoty spociva
jediny korektni zptisob ve sloZzeni odchylek primérovanych hodnot pomoci (84). Nicméné
pouzitim aritmetického praméru (74) a zjednoduseného skladani individualnich odchylek (78)
se (v této uloze) dopustime jen zanedbatelné nepfesnosti ve srovnani se smérodatnou odchylkou
vysledku.

Nakonec jeste shrneme poznatky o pouziti linearni regrese:

e Zapocteni odchylek na obou osach nevede (vtomto méfeni) na zadnou zménu oproti
pouhému zapocteni odchylek na ose svislé. To neptekvapuje, protoze relativni odchylky
¢asu jsou zde zanedbatelné oproti relativnim odchylkam stfedniho kvadratického posunuti.
Podobné (pii pouzitém zaokrouhleni) nedojde zanedbanim nejistoty casu ke zméné
vysledku formule (114).
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e Vsechny testované typy linearni regrese poskytuji smérnice blizké [po pfepoctu podle
rovnice (112)] praméru zméfenych hodnot aktivity. Jsou tedy pouzitelné pro vypocet néjaké
,sttedované® hodnoty. (V kazdém ptipad¢ je ale nutné specifikovat konkrétni pouzity
postup.) Vysledek nejblizsi aktivité pocitané pramérovanim davaji pfimky prochazejici
pocatkem.

e Piimky prokladané metodou nejmensich ¢tvercu (Excel) podcenuji odchylku smérnice tim

vice, ¢im lépe data splituji podminku predvybéru. Nejmarkantnéjsi je to opét u treti sady
dat. Je to tedy situace obdobna jako pfi primérovani.

e Regresni piimka prochéazejici pocatkem se zapoctenim odchylek (jen na svislé ose)
poskytuje ve vSech testovanych pfipadech vysledek (smérnici a jeji odchylku) prakticky
shodny s vazenym pramérem (82) aodchylkou pocitanou skladanim individualnich
odchylek (84). [Hodnoty jsou v tabulkach zvyraznény zelenou barvou.]

e Obecna regresni ptimka se od té prochazejici po¢atkem mirné li§i smérnici, ale hlavné dava
zhruba dvojnasobnou odchylku [vysvétleno piiodvozeni vztahu (92)]. To plati se
zapocitanim individualnich odchylek i bez n¢j. V piipad¢ zapocteni odchylek ¢tyt vzorkt
je tak odchylka vysledku na tirovni jednotlivého méfeni. Pokud tedy linearni zavislost urcité
prochazi poc¢atkem, mize byt pouziti obecné piimky pokladano za nevhodné.

Zavér pro pouziti linearni regrese pii vyhodnoceni aktivity Brownova pohybu: Vyhodnoceni
aktivity ¢astice pomoci linearni regrese je piipustné, ale ne nezbytné. Vzhledem K tomu, ze
statisticky soubor obsahuje vV tomto pfipad€ pouze ¢tyii hodnoty, je vhodné&jsi prokladat pfimku
prochazejici pocatkem. Neumoziiuje-li nastroj pro vypocet linearni regrese zapocitat odchylky
vstupnich hodnot, pak korektnim feSenim je namisto regrese pouzit vazeny (pifipadné
aritmeticky) pramé&r aktivit a odhadnout jeho smérodatnou odchylku pomoci piislusného
skladani odchylek.
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Dodatek. Nékolik poznamek k zakladnim statistickym vypocétam

V tomto studijnim textu se pouziva fada pojml a vztahl z oblasti matematické statistiky a
zpracovani experimentalnich méteni. Nékteré jsou bézné znamé, jiné byly v teoretické ¢asti
strucné vysvétleny. Nicméné dalsi dulezité nebo alespon zajimavé informace byly odsunuty do
tohoto dodatku, aby hlavni linie vykladu tykajici se regresniho poc¢tu nebyla ruSena zbytecnymi
odbockami.

Smérodatna odchylka a rozptyl

Jak jsme vyse predpokladali, vstupni hodnoty (typicky vysledky opakovaného méfeni) se lisi
od skutecné hodnoty a hledané funkce o ndhodné veli¢iny, které maji nulovou stfedni hodnotu,
nejsou korelovany a maji vSechny stejny rozptyl (anglicky variance) neznamé velikosti .
(Naopak jsme zatim nepiedpokladali konkrétni rozdéleni.)

Kvadrat smérodatné odchylky vybéru (67) je odhadem pravé tohoto neznamého rozptylu.
Kdybychom méli k dispozici celou populaci hodnot (tj. zhruba feceno vSechny analogické
meétené hodnoty, které mohly byt za stejnych podminek ziskany a jejichz pocet N se blizi
nekonecnu), pak by skutecna hodnota a funkce byla rovna stiedni hodnot€ populace

a-<3y, (115)

arozptyl o (pro jednozna¢nost bychom ho méli nazyvat rozptylem populace neboli anglicky
population variance) by byl ur¢en vztahem

o :%Z(yi ~a)’. (116)

Protoze vsak vypocty provadime pouze pro vybér z této populace (N << N ), miizeme spocitat
pouze odhad a“podle (63) a s®(vybé&rovy rozptyl neboli sample variance) jakozto kvadrat
vybérové smérodatné odchylky (67)

1 “\2
2
g8 =" —a ) . 117
) (117)
To znamena, ze vybérovou smérodatnou odchylku S mizeme zaroven chapat jako odhad
smérodatné odchylky celé populace o .

Zaznamenejme, ze ve jmenovateli (117) vystupuje pocet méfeni zmenSeny o jedna oproti
vztahu (116). Tato korekce je nezbytna, abychom ziskali mevychyleny odhad (unbiased
estimator), tzn. takovy odhad, ktery se pii sttedovani ptes vSechny mozné zkoumané vybéry
blizi skute¢né hodnoté odhadovaného parametru. Diilezita je totiz skute¢nost, Zze v (116) se
Vv zavorce odecitd parametr a, zatimco v (117) jeho odhad a”. UkaZeme si pozdéji, jak z této
zdanlivé mali¢kosti vyplyne pravé ona jednickova korekce.
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V programu Excel se pro vypocet vybérové smérodatné odchylky podle (117) pouzije funkce
SMODCH.VYBER.S nebo STDEV. Naopak funkce SMODCH.P nebo STDEVP pracuji podle
vzorce (116); proto je na konci pismeno P jako populace. Jméno funkce je v anglické varianté
odvozeno od terminu standard deviation, piipadné pro jednoznacnost sample standard
deviation. Do Cestiny se pak vraci v ptekladu standardni odchylka.

Jako ptiklad pouziti vybérové smérodatné odchylky muize poslouzit vyhodnoceni velikosti
testovacich castic pro vypocet Avogadrovy konstanty na zédkladé zdznamu Brownova pohybu.
V této uloze se z mikrofotografie pro dalsi vypocet vyhodnocuje primérny rozmér ¢astic. Pro
stanoveni nejistoty vysledné hodnoty je také tieba statisticky urcit, k jaké odchylce povede
nahodna volba nékteré z existujicich Castic pro zdznam trajektorie. A pravé toto vyjadiuje
vybérova smérodatna odchylka. (Pro experiment se nepouzije hypoteticka primérné astice,
takZe neni vhodné pouziti smérodatné odchylky priméru, kterd tikd, jak presné¢ umime tento
pramér urcit.)
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Smérodatna odchylka aritmetického priméru

Jak bylo jiz nékolikrat feceno, zatim jsme nepiedpoklddali konkrétni rozdéleni métenych
nahodnych hodnot kolem skute€né hodnoty neznamé funkce. V ptipad€ diskrétnich rozdéleni
(hdzeni kostkou) se toto popisuje pravdépodobnosti jednotlivych generovanych hodnot.
V ptipad€ spojitych rozdé€leni se pro popis pouZzije takzvana hustota pravdépodobnosti p(X),
ktera po vynasobeni $itkou intervalu hodnot dx udava pravdépodobnost vyskytu hodnoty
uvniti intervalu dx v okoli hodnoty X. Podobn¢ jako v piipadé diskrétniho rozdéleni musi
soucet pravdépodobnosti v§ech hodnot byt roven jedné, bude pro diskrétni rozdé€leni platit

ji p(x)dx =1, (118)

Pojd'me pomoci Excelu prozkoumat chovani souctu velkého po¢tu ndhodnych hodnot, které
budou simulovat vysledky méfeni. Zamérné pouzijeme pro vstupni hodnoty velmi jednoduché
rozdéleni. Vstupni hodnoty budou rovnomérné rozprostfeny pouze v intervalu 0 az 1, neboli
méfené hodnoty budou souctem konstanty 1 a nahodné hodnoty s rozdélenim symetrickym

kolem pocatku soufadnic (pak sttedni hodnota je nula) uréenym hustotou pravdépodobnosti

/0(x)={1 proxe(_i’ ) (119)

vyhovujici podmince (118). V Excelu pravé takové hodnoty generuje funkce NAHCISLO nebo
RAND. Vytvoime si kopirovanim v tabulce Excelu sloupec A zahrnujici 100 bunék
obsahujicich ,=NAHCISLO()* a pak na jeho konec dopliime buitkku obsahujici
,=PRUMER(A1:A100)“ a dalsi buitku obsahujici ,,=SMODCH.VYBER(A1:A100)“. Tento
sloupec opét kopirujme tak, aby tabulka obsahovala 150 stejnych sloupct. Pak mtizeme pomoci
grafu typu HISTOGRAM zkoumat rozdé€leni Cetnosti hodnot v tabulce. Jednotlivé sloupce
tabulky budou nezavislymi vybéry (n=100), souhrn v§ech sloupcti bude populace (N=15000).

Nejprve zobrazme Histogram 1
obsahujici cetnosti hodnot v prvnim
sloupci — stac¢i do histogramu vlozit
jako zdrojova data oblast A1:A100. Po
kazdém piepocitani stranky klavesou
F9 se zobrazi jina nidhodnd cCisla a
histogramy se zméni. SpoleCnym
znakem vS$ech téchto histogrami bude,
7ze vcelém intervalu 0 aZz 1 budou

Cetnost hodnot v jednom sloupci

¢etnosti srovnatelné. Sto hodnot je ale
piiliS malo na ovéfeni, ze pouzitd
funkce skutecné generuje nahodna
¢isla s rovhomérnym rozdélenim.

[0.00, 0.20] (0.20, 0.40] (0.40,0.60] (0.60,0.80] (0.80, 1.00]
Histogram 1
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Cetnosti primérné hodnoty sloupce
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Histogram 2

Cetnosti hodnot smérodatné odchylky v
jednotlivych sloupcich
45

Histogram 3
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Zobrazme analogicky Histogram 2,
zobrazujici Cetnosti prumérné hodnoty
vypoétené pro jednotlivé sloupce
(A101:ET101). Ocekavame, ze stiedni
hodnota bude ptiblizné 0.5, ale podoba
histogramu muze leckoho piekvapit.
Tentokrat totiz pfislusi nenulové
¢etnosti pouze hodnotam v okoli 0.5 a
navic Cetnost prudce klesa se
vzdalenosti od této stfedni hodnoty.
Pravé jsme si ilustrovali disledek
centralni limitni véty, kterd iika, ze
se rozdéleni vybérového praméru
vzdy blizi k normalnimu rozd¢leni, a
to bez ohledu na to, jaké je rozdéleni
primérované  ndhodné  veli¢iny.
Zobrazeny histogram bude tedy pro
rostouci pocet meéfeni ve vybéru
konvergovat k tzv. ,,gaussovce®.

Dale zobrazme Histogram 3, kde jsou
vyneseny cetnosti hodnot vybérové
smérodatné odchylky spoctené pro
jednotlivé sloupce (A102:ET102).
Opét ma histogram podobny tvar, i
kdyz vypocet funkce tentokrat
neobsahuje jenom scitani.

Vyuzijjeme-li  zndmé  parametry
nahodné veli¢iny, miZeme pro ni
vypocitat hodnotu rozptylu populace

o’ = j_w X2 p(X)dx = Ji xdx =&
(120)

Z histogramu je ziejmé, ze kvadrat
sttedni hodnoty vybérové smérodatné
odchylky (pfiblizné 0.29) skute¢né je
dobrym odhadem rozptylu o’ (plati
J& =0.288), ktery charakterizuje

rozdeleni nahodnych hodnot
vystupujicich v urcujici rovnici.



Vratme se ted’ k rozdéleni Cetnosti hodnot aritmetického praméru (Histogram 2). Onou
zminovanou ,,gaussovkou® se v bézné mluvé rozumi funkce, jejiz tvar odpovida prubéhu
hustoty pravdépodobnosti v normalnim (téz Gaussov¢) rozdélent

(x=u)?

e N (121)

p(X) = o, \/g

kde parametr u predstavuje stfedni hodnotu a o predstavuje rozptyl. Casto se pro normalni
rozdéleni s témito parametry pouZiva oznaeni N(u,o7). V programu Excel je k dispozici
funkce NORM.DIST s c¢iselnymi parametry X, x4 a o, . Pokud Ctvrty parametr funkce

NORM.DIST ma hodnotu NEPRAVDA, vraci funkce hustotu pravdépodobnosti normalniho
rozd¢leni.

Normalni rozdéleni pro parametry Zajima ns, jaké hodnoty parametri

0.5, 0.028868 ma normalni rozdéleni, kterému

odpovida  Histogram 2  Cetnosti

45 primérnych hodnot. Kviili porovnani

40 s histogramem se do grafu (Graf 8)
35

budou vynaset ¢etnosti, proto hustotu

30 pravdépodobnosti nasobime Sitkou
25 intervalu (0.02) a celkovym poctem
20 vibéri (zde 150). Jako stfedni
15 Lo
hodnotu  samoziejmé¢  pouZijeme
10
5 Y7, =E. Proporce vrcholu se nastavi
0
0.43 0.48 0.53 058  jedinym zbyvajicim parametrem o .

Graf 8 Ten sice nemizeme z histogramu
spocitat, ale mizeme vizudln¢ ovéfit,
ze prub¢h Cetnosti v histogramu (Histogram 2) je dobfe vystizen, pokud pro o, plati

oy =—, (122)

2 _ O ’

n
kde o je rozptyl populace (ndhodnych veli¢in &,,¢,,...,&, ; zde vySe zminéna hodnota &) a
N je pocet prumérovanych vzorkl vybéru (zde 100). Za povSimnuti stoji skutecnost, Ze na levé
stran¢ jde o parametr normalniho rozdé€leni, zatimco parametr na pravé strané¢ jsme modelovali
pomoci rovnoméerného rozdéleni.

Vztah mezi rozptyly (122) nebudeme odvozovat. Postup by byl obdobny jako v piipadé vztahu
(73) pro odhady rozptylt, tj. pro veli¢iny, které v tomto textu oznaujeme symbolem s°. Mezi
odhady patii i vybérovy rozptyl. Analogicky vztah (71) plati i mezi odmocninami rozptyli (tj.
mezi smérodatnymi odchylkami), at’ jsou vztazeny K celé populaci nebo jen k vybéru.
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Zabyvejme se je$té vybérovou smérodatnou odchylkou (67) a smérodatnou odchylkou
aritmetického priméru (74). Kromé toho, ze ted’ uz vime, pro¢ mezi nimi plati (71), je také
jasngj$i vyznam analogickych velicin v piipad¢ obecné linearni regrese: Vybérova smerodatna
odchylka charakterizuje rozdéleni ndhodnych veli¢in &, ¢,,...,&, (jeji kvadrat pfedstavuje
jejich vybérovy rozptyl), pii¢emz typ rozdéleni nemusi byt specifikovan. V ptipad¢ odhadu
parametrii regrese jde vzdy o normalni rozdé€leni, jehoz stfedni hodnota je rovna odhadu
piislusného parametru a rozptyl (ptfesnéji jeho odhad) je pak roven kvadratu (odhadu)
smerodatné odchylky tohoto parametru. Toto normalni rozd¢€leni tika, jaké by pii opakovaném
meéfeni s riznymi vybéry vzorkil z téZze populace byly mozné hodnoty odhadu ptislusného
parametru a jejich pravdépodobnosti.

V programu Excel neexistuje pro vypocet smérodatné odchylky aritmetického pruméru
podle (71) samostatna funkce. Do pfislusné buiky v tabulce je nutno vlozit vzorec
=SMODCH.VYBER.S/ODMOCNINA(n) nebo =STDEV/SQRT(n). V anglickych textech se
pouziva spojeni standard error, coz pak vede na ¢esky pieklad standardni chyba.

Nejistota neni chyba

Text této kapitoly vychazi ptfedev§im z doporuceni pro zpracovani naméfenych hodnot
vydaného mezinarodnim vyborem pro miry a vahy [11].

Kazdé meéteni je ur€itym zplisobem nedokonalé, disledkem cehoZ vznikaji chyby méfenych
hodnot. Jako chyba se oznacuje rozdil mezi skutecné nameétenou hodnotou (odectenou
Z ptistroje) a spravnou (ale neznamou) hodnotou veli¢iny. Podle tradi¢ni pfedstavy ma chyba
méfeni dvé slozky — nahodnou a systematickou.

Nahodna slozka se chéape jako disledek nepfedvidatelnych zmén veli¢in ovlivitujicich méfeni.
Tyto ndhodné efekty pak zplisobuji rozdily mezi vysledky opakovanych méteni. Neni sice
mozno nahodné chyby kompenzovat, ale s rostoucim poctem opakovani Ize o¢ekavat, Ze stredni
hodnota chyby se bude blizit nule.

Systematicka slozka také nemiiZe byt eliminovana, ale Casto ji lze zredukovat. Pokud je
diisledkem znamého jevu zavislého na ovliviiujicich veli¢inach (proto systematicky efekt), pak
je (alespoil principidlné) mozno doplnit korekéni postup pro kompenzaci tohoto efektu.
V disledku by se pak stfedni hodnota chyby dané systematickym efektem méla blizit nule.

Ale pozor, v modernich textech se smérodatna odchylka aritmetického priméru série méteni
striktn€ odliSuje od ndhodné slozky chyby priméru. Smérodatna odchylka se chape jako mira
nejistoty stanoveni prtimeéru, kterd je dasledkem ptsobeni nahodnych efektii. Skutec¢nou
velikost chyby plynouci z nahodnych efekti naopak zjistit nemtizeme, zrovna jako nezname
spravnou hodnotu meéfené veli¢iny. Podobné je nutno odlisit (principidlné neznamou)
systematickou slozku chyby, jez je disledkem nedokonalé kompenzace, od nejistoty korekce
meéfeni nutné pro kompenzaci systematického efektu, ktera je disledkem netplné znalosti
potifebnych parametrii korekce.

Nejistota se v nov€jsim pojeti chape nejen abstraktné jako nedostatek urcitosti, nybrz také jako
nova statisticka veliina (nejistota méfFeni nebo cCasto jen zkracené nejistota), ktera
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charakterizuje neurcitost procesu méfeni. Presnéji feceno, charakterizuje rozptyl hodnot, jichz
muize nabyt naméfena hodnota. Jednou z moznosti, jak nejistotu méfeni parametrizovat, je
pouziti smérodatné odchylky (anglicky standard deviation). Takova nejistota se pak oznacuje
jako standardni nejistota. Chyba a nejistota (odchylka) se uz nepouzivaji jako synonyma, coz
ve star$i literatuie byvalo ¢asté. Tak mize byt bezrozporné popsana situace, kdy métena
hodnota (vcetné korekce) se pfiblizi ke skute¢né (ale neznamé) hodnoté mérené veliiny (a mé
tedy zanedbatelnou chybu), prestoze nejistota méfeni (vyjadiend na zaklade statistického
vyhodnoceni) zlstava podstatné vetsi.

Nejistoty typu AaB

Doporuceni pro vypocty s naméfenymi hodnotami rozliSuji dva zptisoby vyhodnoceni nejistot
[11]. Jako typ A se oznaduje vyhodnoceni statistickou analyzou série opakovanych méteni.
Vyhodnoceni typu B stanovuje nejistotu na zakladé¢ piedpokladaného rozlozeni
pravdépodobnosti, které vychazi ze znalosti zkoumanych procest.

Charakter nejistot vyhodnocenych podle A a B pfiblizn¢ odpovida zminovanym nahodnym a
systematickym chybam, ale tato podobnost ma své meze. Nejde jen o to, Ze nejistota neni totéz
co chyba, ale hlavn¢ se atribut nevztahuje ptfimo k nejistoté urcité veli¢iny, nybrz ke zpiisobu
jejiho ziskani. Naptiklad nejistotu korekce systematického efektu lze nékdy vyhodnotit
postupem A, ale jindy je nutny postup B.

Standardni nejistota typu A méfené hodnoty je rovna smérodatné odchylce této hodnoty,
ptiemz podstatny je samoziejmé také vypocetni postup. Pokud napiiklad vysledna méfena
hodnota je primérem série namétenych hodnot, pouZzije se smérodatna odchylka aritmetického
priméru. Je-li ovSem pouzit vazeny primér, pak nejistotu urcuje smérodatnd odchylka
vazeného priméru. Pfi pouziti regrese je méfend hodnota v zavislosti na parametrech dana
rovnici regresni zavislosti, jejiz kazdy koeficient je vyhodnocen vcetné pfislusné smérodatné

odchylky.

Standardni nejistota typu B méfené hodnoty také predstavuje jeji smérodatnou odchylku
(takze je mozno ji skladat s ostatnimi standardnimi nejistotami), nicméné je vyhodnocena na
zéklad¢ kalibrace a dalSich znalosti o méficim zafizeni.

Pti zpracovani série naméfenych dat (vyhodnoceni nejistot typu A) se zpravidla uplatni
centralni limitni véta, takZe je pfirozené pfedpokladat normalni rozdéleni primérnych hodnot
nebo jinych vyslednych parametri (napf. koeficientl regrese). V piipadé zpracovani typu B je
situace odlisna, protoze tehdy mohou byt zahrnuty také systematické efekty. Jako ptiklad
muizeme uvést nejistotu délkovych métidel. Ta jsou jisté pfi vyrobé zatizena chybou danou
sloZzenim néhodnych faktord a pfi métfeni se k tomu ptidaji dal§i ndhodné neptesnosti, takze
bychom mohli o¢ekavat, ze délka zméfena ndhodné vybranym méfidlem se bude od té spravné
lisit o hodnotu charakterizovanou normalnim rozdélenim. Vyrobce ale také musi zohlednit
naptiklad teplotni roztaznost materialu. (U délkovych méfidel se projevuje jako systematicky
efekt, ktery se navic nesnadno kompenzuje. Ttimetrové ocelové pasmo S koeficientem
roztaznosti cca 1.5x107° K1 se p¥i zvyseni teploty o 25 °C protahne o vice nez jeden milimetr.)
Nejjednodussi zplisob spociva v tom, Ze se pripadna zména délky zapocte jako soucast nejistoty
meéfidla typu B.
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U jednoduchych métidel se ¢asto predpoklada, Zze hodnota métené veliCiny lezi pii kazdém
méfeni v intervalu —AX . az AX_, s pravdépodobnosti prakticky rovnou jedné a naopak

pravdépodobnost, ze hodnota méfené veliiny lezi vné tohoto intervalu, je Vv podstaté nulova.
Pokud neni k dispozici specifickd znalost rozlozeni hodnot uvnitf intervalu, je pfirozené
predpokladat rovnomérné rozdéleni. Takto zadana nejistota AX,, se oznaCuje jako mezni.

Analogicky Kk vypoctu rozptylu pro jednotkovy interval (120) dostaneme pro interval —AX_.,
az AX,,, rozptyl

2 _ Mg
3

o , (123)

takze vybérova smérodatna odchylka takového méfeni se Z mezni odchylky spocte takto

AX
o= —mx (124)

Ng

Povsimnéme si, ze v ptipadé rovnomérného rozdéleni lezi veskeré mozné hodnoty v intervalu
+/3 o od stiedu.

Skladani nejistot

Kdyby bylo mozno nezdvisle ménit vSechny vstupni parametry, na nichz zavisi vysledek
méfeni, pak by jeho nejistotu bylo mozno ziskat statistickymi nastroji. (Tomu by samoziejmé
muselo byt pfizpisobeno usporfadani experimentu.) Protoze takovy pfistup je vzhledem
k omezenim ¢asu a zdrojli ziidka moZny, stanovi se namisto toho (standardni) nejistoty o,

vstupnich hodnot y, a pak se piedpokliddd platnost matematické zavislosti [modelu
vyjadfeného funkei f (y,,Y,,...,V,)] a zédkona $ifeni nejistot, kdy se slozena (kombinovana)
standardni nejistota o, vysledku spocte jako odmocnina ze sloZeného rozptylu o’ podle

formule (3) pro skladani standardnich nejistot, at” byly vyhodnoceny postupem typu A nebo B

2

& oof

ol = — | 2.
f ;{ayij J

Stoji nicméné za pripomenuti, ze pokud ve funkci f(y,,y,,....Y,) jako argumenty vystupuji
korelované veli¢iny, musi byt pii skladani nejistot zapocteny také kovariance. V ptipadech, kdy
funkce f (Y., Y,,...,Yy) je siln& nelinearni, mize zase byt nezbytné doplnit do rovnice (3) dalsi
¢leny Taylorova rozvoje.

Dva popsané postupy vyhodnoceni nejistoty vysledku Ize aplikovat nejen na cely experiment,
ale také na jeho libovolnou ¢ast. To znamend, ze pokud je soucasti zpracovani napt. vypocet
prumérné hodnoty nebo linearni regrese, je mozno nejistotu jeho vysledku vypocitat jednak

statisticky (smérodatna odchylka aritmetického priméru nebo smérodatné odchylky regresnich
koeficientil), jednak je mozno pouzit skladani nejistot vstupnich hodnot. Pro nejistoty typu A
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by vzhledem k tomu, Ze popisuji stejné statistické chovani, mély oba zptsoby davat zhruba
stejné hodnoty, jejichz rozdil by mél klesat s poctem opakovanych méteni.

vvvvvv

charakter, takze statistické vyhodnoceni opakovanych méfeni provedenych jen za urcitych
podminek vede na mensi nejistotu (piikladem mutize byt vyse zminéné délkové metitko, jehoz
kalibrace se méni s teplotou); naopak vétsi nejistota statisticky vyhodnocena nez nejistota typu
B uvedena v kalibra¢ni dokumentaci zatizeni mize svédéit o nespravném zptisobu méfeni.

Nejistoty vyhodnocené z opakovanych méfeni a ty spoctené pomoci Sifeni nejistot Se rozhodné
neskladaji (to by vedlo na zdvojené zapocteni nejistoty téze veliciny, pfed kterym zminéna
doporuceni piimo varuji [11]), nicméné pokud jedna z nich zna¢né ptevySuje druhou, méla by
se pro charakterizaci vysledki pouzit ta vétsi, ktera uz tu mensi v sob¢ zahrnuje.

Toto samoziejmé plati 1 pro méfeni jednotlivych vstupnich veli¢in: Pfedpokladejme, Ze byl
métidlem opakované zméfen urcity rozmér, vypocten prumér a jeho standardni nejistota (typu
A). Piedpokladejme dale, Ze vedle toho je k dispozici dokumentace k méfidlu, kde se uvadi
mezni chyba v zavislosti na métené délce, a na jejim zakladé byla podle vztahu (124) stanovena
standardni nejistota typu B. Pak se jako zméfena hodnota pouZije vypoéteny priamér a jeho
nejistota bude ta vétsi z obou vyse stanovenych.

Pozor na preklady z anglictiny

Jiz byla zminéna nejednotnost v zachazeni s pojmy chyba a odchylka. V ceskych textech
(zejména téch starsich) se Casto napiiklad smérodatna odchylka, smérodatna chyba a stiedni
kvadraticka chyba chapou jako synonyma. Zdrojem nedorozuméni pii piekladu z cizich
jazyka (vedle doby vzniku dokumentu) mohou byt také jiné zvyklosti v oznaovani veli¢in.
Napftiklad v ¢eském textu se uptesiuje, 0 jaky typ smerodatné odchylky jde, pomoci dalSich
atributti (vybérova smeérodatna odchylka nebo smérodatna odchylka aritmetického priméru).
V anglickém textu oznacuje standard deviation zpravidla tu prvni, zatimco standard error tu
druhou. Ani v ptipadé piekladu ze starSich anglickych prament tedy standardni odchylka
neznamena totéz co standardni chyba. Podobné¢ mean squared error nelze piekladat jako
stfedni kvadratickou chybu.

Struéné o Studentové rozdéleni

Pivovarsky sladek W. S. Gosset provad¢l testy kvality produkovaného moku na zaklad¢ odbéru
malého poctu vzorkl. Pro pravdépodobnostni hodnoceni vysledkli vypracoval novou teorii
vyuzivajici tzv. t-rozdéleni. Podle zjisténi historikli mél zaméstnavatelem kvili utajeni
povoleno publikovat vysledky vyhradné pod pseudonymem a nesmél pouzit slovo ,,pivo* ani
jméno pivovaru. ProtoZe si pry zapisoval poznamky do Skolniho seSitu, zvolil si pseudonym
Student. (To jen na vysvétlenou, proc¢ se pise Studentovo rozdéleni s velkym ,,S“.) MozZna jesté
stoji za zminku, Ze nez stravil zbytek kariéry ve svétoznamém pivovaru Guinness, stacil Gosset
vystudovat matematiku v Oxfordu.
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Ptedpokladejme normalni rozdéleni vysledkl experimentu. (Dosud jsme to nepozadovali.) Pak
opakovanym méfenim miZeme ziskat nejen stiedni hodnotu u a rozptyl o°, ale také budeme
znat pravdépodobnostni rozlozeni meéfenych hodnot. (MiZzeme pak naptiklad tvrdit, Ze
Vv intervalu §ife o okolo stfedni hodnoty se nachazi 68 % hodnot apod.) Potize nastanou, pokud
je zmétenych vzorkli maly pocet. Pak totiz musime zohlednit skute¢nost, ze skutecna stiedni
hodnota rozdéleni a rozptyl se lisi od statistickych odhadi. V piedchozi kapitole jsme si ukazali
vliv takového rozdilu. Reseni spo&iva v pouziti Studentova rozdéleni.

Chapeyjme dale hodnoty X,X,,...,X, jako vybér n nezavislych vzorkli normalniho

n
rozd&leni N (g, o?). Skuteéné hodnoty x4 ani ¢® nezname (pro vypodet by bylo nutno znat
celou populaci), takze nemizeme vyc¢islit hustotu pravdépodobnosti. Pro velka n, kdy odhady
statistickych velicin se od jejich skute¢nych hodnot pfilis nelisi, mizeme nahradit 4 primérnou

hodnotou vybéru X
o1
X==>'X, (125)

rozptyl o miizeme nahradit kvadratem vybérové smérodatné odchylky

1 2

2 j—

?=—""Y(x =X 126

26 %) (126)
a pro vypocty pravdépodobnosti pouzit rozdéleni N(X,s”). Pro mala n<30 uz je ale

nezanedbatelny rozdil mezi asymptotickym normalnim rozdélenim, jehoZ parametry nezname,
a rozdélenim odvozenym od statistickych odhadi.

Neni slozité ilustrovat zavedeni Studentova rozd¢leni. Vychazime z toho, Ze primérna hodnota
2

o . Y .

vybéru X se fidi normalnim rozdélenim N(z,—) . Ze vztahu (121) je pak ziejmé, Ze nahodna
n

veli¢ina

X—n (127)
n

0/\/_

ma standardni normalni rozdéleni N (0,1). Da se ukazat, ze pokud nahradime o odhadem s,

pak velicina
= X4
s/~/n

bude mit Studentovo t-rozd€leni pro n—1 stupnti volnosti. Pro dany vybér jsou hodnoty X, S

(128)

a také N znamy. Jediny neznamy parametr p muizeme chépat jako proménnou a spocitat pro

n¢j prabeh pravdépodobnosti. Detaily se zabyvat nebudeme. Staci si jen zapamatovat, ze prub¢h
Studentova t-rozdéleni se s rostoucim poctem stupiiii volnosti blizi k normalnimu rozdéleni.

60



vvvvv

okolo stiedni hodnoty, kde se skute¢na hodnota vyskytuje s pozadovanou pravdépodobnosti.

Pro praktické pouziti pfi méfeni a zpracovani dat se mohou hodit dvé skutecnosti tykajici se
Studentova rozd¢lent:

1) Pro vybéry obsahujici aspon 10 vzorki odpovida hladiné pravdépodobnosti 68 % interval
spolehlivosti zhruba (-s,+s) (zanedbanim korekéniho faktoru se dopustime chyby
srovnatelné se zaokrouhlenim na dvé platné cifry). Takze pokud se pfi zpracovani dat
chceme vyhnout nutnosti pouzit koeficienty Studentova rozdéleni, zméfme vzdy aspoii 10
vzorkd.

2) Intervaly spolehlivosti pro hladiny pravdépodobnosti nad 90 % ziistavaji ve srovnani
S normalnim rozdélenim vyznamné rozSifené jeste pro 50 vzorkii. Proto musime byt
obezfetni pfi posuzovani hrubych chyb. Pfi deseti vzorcich totiz bude hlading

pravdépodobnosti 99.7 % odpovidat interval spolehlivosti <—4S,+4S> a nikoli <—3S,+3S>

jako v piipadé normalniho rozdéleni.

Proc¢ je ve jmenovateli vzorce pro vybérovou smérodatnou odchylku n—1 a ne jenom n
Budeme zkoumat, jak se chova stfedni hodnota odhadu (117) ptes vSechny mozné vybeéry.
Nejprve upravime (117) s vyuzitim normalni rovnice

sz:ni—lil(yi_a*)z_ 1_1 _1(y' 2yia*+a*2):

(129)

i=1 i=1 i=1

- i=1
na’ n
Pak upravime rezidualni soucet, aby obsahoval nezndmou spravnou hodnotu parametru a a
provedeme obdobné tpravy jako v pfedchozim piipadé.

$* = 1_1 [y, -a)-(a -a)] =
1

_1 - [((y. )Z_Z(Yi—a)(a*—a)+(a*—a)q:
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- S - -a S -a @ a3l -

Zn: Yi —na
na’
_ n—];l{Z(y ey (e _a)ﬂ _ (130)

n (19 2 * 2
:n__l{ﬁiz_l:(yi—a) —(a —a) }

Kdyz budeme pravé obdrzeny vyraz (130) pro s® stiedovat pies viechny mozné vybéry,
poznavame v zavorce na pravé stran¢ dva ¢leny se zndmym vyznamem

(s2)=ni_1{<%iznl:(yi —a)2>—<(a*—a)2>] (131)

Prvni ¢len (131) ptedstavuje rozptyl o, jehoz hodnotu nezname a snazime se ji odhadnout.
Druhy ¢len piedstavuje rozptyl odhadu parametru a” okolo nezndmé skute¢né hodnoty
parametru a. ProtoZe pro kazdy vybér velikosti n je odhad parametru a” roven aritmetickému
pruméru hodnot Yy, pifes cely vybér a parametr a je roven stfedni hodnoté Y, pies celou
populaci, miizeme druhy clen (131) chapat jako rozptyl aritmetického priiméru, pro néjz
plati %/n. Pak miizeme zapsat

(s%)= L{GZ —6—2} = o2, (132)

Vidime, ze bez korekce ve jmenovateli (117) bychom dostali vychyleny odhad (biased
estimator), ktery by vedl na podcenéni rozptylu zejména pii malych vybérech.

Je tfeba zdiiraznit, ze ackoliv jsme takto ziskali nevychyleny odhad rozptylu, neznamena to, Ze
odhad vybérové smérodatné odchylky je také nevychyleny. Pfi¢inou je konkdvni charakter
odmocniny. Obecnd formule pro nevychyleny odhad vybérové smeérodatné odchylky
neexistuje.

Nevychyleny odhad rozptylu pri linedrni regresi

Pro ziskani nevychylené¢ho odhadu rozptylu v pfipadé regresni zavislosti obsahujici p konstant

musi ve jmenovateli vzdy vystupovat pocet stupni volnosti rezidualniho souétu ¢tvercu (37) a
nikoli pfimo pocet bodil. Jako zdiivodnéni se zpravidla uvadi, Ze pouze n—p naméfenych

hodnot je nezavislych, protoze jsou svazany pomoci p Kkonstant.
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Obdobnym postupem jako pro vybérovou smérodatnou odchylku mizeme v pripad¢ linedrni
regrese ovérit, ze odhad rozptylu bude nevychyleny, pokud ve jmenovateli bude n—2. Kromé
rozptylu obou odhadt bude tentokrat tteba zapocitat také jejich kovarianci.

Budeme zkoumat, jak se chové kvadrat stredni hodnoty (45) ptfes vSechny mozné vybéry.
Nejprve upravime kvadrat (45) s vyuzitim normalnich rovnic

Z[y, @ +h"x)P? _—Z[y, ~2y.(@" +b’x)+(@ +b"'x)? ]
—{ny—Za* Zyi -2b inyi + Z(a*+b*xi)2} = (133)
_2 i=1 i=1 i=1 i=1
na*+b*IZ;:X, a*ixﬁb*ixiz na'2+2a*b*ixi+b*2_2n:xiz
- L{i y2 —na"” —2a*b*zn: X; —b*zzn: xi}
n-2 i—1 i=1 i=1

V dal§im kroku upravime rezidualni soucet, aby obsahoval nezndmé spravné hodnoty
parametri a a b . Pak pouzijeme normdlni rovnice obdobné jako v pfedchozim piipadé.

=3 (- (@+bx))~((@" -a)+ (b -b)x,) | =

n-243

=n_i2 i(yi ~(a+bx))? —i((a’“ —a)+(b*—b)xi)2} =

= - (134)
5 Z(yi—(a+bxi»2—Z((a*—a)z+2(a*—a>(b*—b>xi+(b*—b>zxf)}:
- n—fzz(y ~(a+bx))* ~n(a’ ~a)’ - 2(a" -a)(b" b)Y x ~ (v —bfixf}

Takto obdrzeny vyraz (134) pro s* budeme stiedovat pies vSechny mozné vybéry vedouci na
riizné kombinace odhadii a” a b™. Vzhledem k tomu, Ze N a soucty mocnin X, jsou pro v§echny

vybéry spole¢né, je mozno s nimi zachazet jako s konstantami.

gl ) )

| o2 n %y (135)
_szi<(a*—a)(b*—b)>—% > X' (0" -b)’) |
" Cov(a’,b") S

Prvni ¢len (135) predstavuje rozptyl o2, jehoZ hodnotu nezname a snazime se ji odhadnout.
Druhy ¢len piedstavuje rozptyl 0:* odhadu parametru a” okolo neznamé skute¢né hodnoty

parametru a. Vztah mezi 0':* a o’je uréen rovnici (56). Ve tietim ¢lenu vystupuje kovariance

odhadii a” a b”, ktera je ddna vztahem (52). Ve &tvrtém €lenu pak vystupuje rozptyl o odhadu
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parametru b” okolo neznamé skute¢né hodnoty parametru b. Vztah mezi o’ a o?je urcen

rovnici (54). Pak miizeme zapsat
n ) 2( n jz n )
z X; . Z X X;
2\_ N 2 = 2_ N\ 2 i
<S >_ n-2 o n n 2 o n n 2 n n 2
anf—(in] anf—(inj n xf—( xi]
i=1 i=1 i=1 i=1 i i=1

n n 2
ny x*— > x
2 N 1_3 iZ:1:I (; IJ _ 2 N [1_3} 2

=0

i=1

Vidime, Ze bez korekce ve jmenovateli (45) bychom dostali vychyleny odhad (biased
estimator), ktery by vedl na podcenéni rozptylu zejména pii malych vybérech. V piipadé
polynomidlnich regresi vyssiho stupné bude analogicky vypocet obsahovat vice ¢lent, ale
princip ziistava stejny.

Koeficient korelace

Pii fitovani byva uzite¢né kvantifikovat, jak dokonalou predikci hodnot zavisle proménné
nalezena regresni funkce poskytuje. Pearsontiv korela¢ni koeficient dvou velicin je definovan
obecné jako pomér jejich vzajemné kovariance (44) a soucinu odmocnin kovarianci kazdé
z nich se sebou

Cov(X, ) <(x—<x))(y—<y>)

r(xy)= = (137)
JCov(x, x)\[Cov(y, y) \/<(X_<X>)2> \/<(y_<y>)2>
V dal§im odvozeni pouzijeme pro urceni stfedni hodnoty populace vazeny primér
2 WY,
i (138)

(y)= Z\Ni

¢imz umoznime zahrnuti individualnich statistickych vah do vypocta. V ptipad€ vybéru bude
vazeny praumér jen odhadem stifedni hodnoty — podobné jako aritmeticky priamér (63) v bézné
metodé nejmensich ¢tverct. Nevychyleny odhad smérodatné odchylky vybéru pak bude
analogicky k (67) dan vztahem

> w(y,~(y))
s=1{/42L — , (139)

coz muzeme podobnym postupem jako V pripadé (129) upravit do tvaru
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Zn: A (an yl] : (140)

W.

i
i=1

Vazeny pramér pouzijeme k vyjadieni korelacniho koeficientu populace
Zi:wi(xi—<x>)(yi—<y>)
ZWi ZW (% =0))(vi =(v)
r(xy) = _. (141)
S0 [S0 ) [ e )
M ZW

coz lze dale upravit do tvaru

WD WX Y = D WX D WY,
r(x,y) = L | - :
S | e

Pfi vypoctu regrese se ovSem nepocita korela¢ni koeficient celé populace. Namisto toho se jako

(142)

jeho odhad pouzije Pearsoniiv korelaéni koeficient vybéru r’(X,y) vypoéitany pomoci vyse
uvedeného vztahu (57). Ukazeme si nyni, jak ho lze odvodit.

Pearsontiv korela¢ni koeficient vybéru r (x,y) samozfejmé miZzeme spoéitat podle (142).
Zapocteni vSech bodl vybéru je prakticky snadno proveditelné (na rozdil od celé populace).
Pro piehlednost ve vypodtu r (X,y) pouZijeme statistické vahy dané rozptylem W =0;°
(inverse-variance weighting), coZz spolu s vyuzitim znaceni souétu podle (21) vede na
kompaktnéjsi zapis

SS -S.S SS,, —S.S, 4/SS, —S2
Xy x>y _ Xy x<y XX X . (143)

r= (S, ~SZ[sS,, ~52  S8,=S; [ss -s?

Ten lze dale upravit pouzitim (21), (22) a (140) na tvar (57)

2
.\In-1 S .
—p"

- (144)
s S} S
n-11 ¥ S

Tento vztah mezi korelacnim koeficientem vybéru a odhadem smérnice stoji za povSimnuti.
Neni tézké ovérit, ze nezavisi na typu pouzitych statistickych vah. Odhady smérnice (22) a (32)
Ize rovnéz zobecnit na tvar s obecnou statistickou vahou

r(x,y)=b
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. Z\Ni(xi _Y)(yi _7)

SR XTTCE e

kde pruhem ozna¢ime stfedni hodnotu vybéru — zde vazeny pramér vybéru. Pak po dosazeni
do (144) dostaneme pro korela¢ni koeficient vybéru

Z\Ni(xi _K)(yi _7) S Z\Ni(xi _7)(yi _7)
r(xy)=-" — * = = (146)
Z\Ni(xi_x) Sy (n_]_)n:l'_lZwi(xi—i)2 Sy

S
coz skute¢n¢ vede na vztah, podle n€hoz se (nevychyleny) Pearsontv korela¢ni koeficient

vybéru také vypocita

Z\Ni (Xi _i)(yi o )7)

e oy (147)

Matematické vlastnosti koeficientu korelace

Z definice korelac¢niho koeficientu je ziejmé, ze jde o symetrickou vlastnost r(x,y) =r(y,X).

Kli¢ova matematické vlastnost Pearsonova korela¢niho koeficientu (populace i vybéru) spociva
Vv jeho invariantnosti pfi nezavislé linearni transformaci obou proménnych.

Pokud zavedeme takovou transformaci

X\ = A+ BX,
, (148)
y; =C+Dy,

kde A, B,C, D jsou libovolné konstanty spliujici B >0,D >0, pak dosazenim do (142) snadno
ukazeme, ze

r(x,y)=r(xy). (149)

Jak koreluje velikost opravy s velikosti odhadu

Vysvétleme podrobnéji: Ke kazdé zmétené hodnoté zavisle proménné Yy, jsme schopni po
nalezeni regresni zavislosti dopocitat odhad ¥,. Rozdil ¥, —y, nazvéme velikosti opravy.
Zajima nas, zda existuje korelace mezi touto hodnotou a velikosti odhadu ;. UkaZeme, Ze

pokud regresni zavislost byla ziskana metodou nejmensich ¢tvercii, pak zminiovana korelace je
nulova. To je ekvivalentni platnosti vztahu

Zwi(yi_Yi)inO (150)
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Pro jednoduchost ukazeme platnost na ptipadu linearni regrese, ale postup je mozno jednoduse
roz§ifit na polynomidlni regresi libovolného stupné. Regresni pifimku hleddme minimalizaci
rezidualniho souctu ¢tverct (odhad ¥, vyjadiime pomoci rovnice regresni ptimky)

Srss = D W, (87 +b'% — )’ (151)
i —
Yi

Podminky pro vypocet odhadli a“a b’ se ziskaji pomoci podminek

0 aes -

—*:ZEWia+bxi— )=0 152

oa i L:—’ & (2
Yi

aSRSS * *

B =2» w(a +bx-y)x =0 153

b Z L?74 Yi) (153)

Do vztahu (150) miZzeme dosadit a dostaneme
ZWi (yl - yi ) yi = Z\Ni (a* + b*Xi - yi )(a* +b*Xi)
=a’y w(a +bx -y )+b Y w (a +h% —y;)x =0 (154)

0 0

Korelace mezi namérenymi hodnotami a jejich odhady

Kdyz hovotfime o korelaénim koeficientu v pfipad¢ linearni regrese, mizeme ho chapat bud’
jako r’(x,y), ktery charakterizuje linearitu sledované zavislosti y(x), anebo jako r’(y,¥),
ktery udavé korelaci mezi pozorovanymi hodnotami y, a hodnotami §. =a” +b’x; fitovanymi
linearni regresi. Jak bylo vyse vysvétleno, pfi linearni transformaci proménnych X a y se

korelaéni koeficient zachovava. Zaroven mizeme snadno 0Ovéfit, Ze pro sttedni hodnoty plati

J=a'+b'x=a"+b'x=¥V. (155)

Tyto skute¢nosti vyuZijeme a ve vztahu pro r (x,y) ve tvaru podle (141) provedeme
transformaci x, —»a" +b'x;

. Z\Ni(xi_i)(yi_y)
r(xy)= ' = —
JZw ) [Zw(3-9)
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ZWLa +b'x —(@" +b x)}( v)

Zwi [a*fb*xi -@ +b*7)J /iZWi(yi—V)z (156)
~ Zi:wi(yi_y)(yi_y)
\/Zwi (Yi _7)2 \/ZWI (}7, -y

Ukazali jsme, Ze korelacni koeficienty pro obé pojeti se rovnaji.

—=r(y.,9)

Pojd'me si doplnit nékteré souvislosti, které vyplynou z druhého mozného piistupu. Sumu
v Citateli pfedchoziho zlomku rozd€lime na dvé ¢asti

z i(yi_yi‘i'yi_y)(yi_y) ZW[ '_~' yi_7)+(yi_y)2:|
r(y.9)= X — . (157)
\/ W y| \/ZW yl \/ZW yl \/ZW|(Y|_7)
Prvni z nich je podle (150) a (155) rovna nule

ZW (vi=9)(¥ - ZW (Yi=%)¥ - wa =—y(y- ?)Zw 0 (158)

0

0

Tak se vztah pro korela¢ni koeficient zjednodusi na tvar
2w (5-9) 2 w(5,-9)
r(y,y)= = (159)
\/ > w(y - \/ZW -y) ZWi Yi—y

Suma ve jmenovateli pfedstavuje totalni soucet ctverclt S;gq v zobecnéném tvaru, kde jsou na

rozdil od (59) zapocteny jednotlivé ¢tverce se statistickou vahou w,

Stss = Zwi (yi - 7)2 ' (160)

Déle navic ukdzeme, ze sumu v Citateli 1ze zapsat jako rozdil S5 a rezidualniho souctu ctverct

Skss » kde jsou ovSem oproti (27) pouzity také vahy w,

SRSS = Z\Ni ()7, =Y )2 : (161)
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Vztahy mezi soucty ¢tvercu rozdili raznych veli¢in

Ze vztahu (158) plyne rovnost
ZWiYiy:ZV\/i(yi2+yiy_yiyi)' (162)

Pro sumu v ¢itateli vztahu (159) pak dostaneme

Z\Ni(yi_y)zzzvvi Yiz_z )7.7 +72 :Zwi(yiz_z(yi2+yiy_yiyi)+72):

FE+YiY-vi¥i
=2 W (-T2 -2y Y + V)= 2w (T 2y S -y Y 20y + YY) = (163)
=Z\Ni (y|2 _2yi7+72)_zwi (Yiz _Zini + yiz):ZWi (yi _7)2 _Zwi (yl =Y )2

STSS SRSS

Muzeme tedy na zakladé ziskaného vztahu mezi soucty ¢tverct riznych rozdilt psat vztah mezi

rozptyly
Zwi(yi—V)Z_Zi)Wi(Vi—V)z Zi‘,wi(yi—yi)z
Ywo xw | w

: (164)

2 2 2
O ot Oexpl Oes

kde o7, je celkovy rozptyl naméfenych hodnot Y kolem stfedni hodnoty, Uezxp, pak pfedstavuje

tu jeho &ast, kterou lze vysvétlit zavislosti na X podle proloZené regresni zévislosti a o je

naopak ta ¢ast, kterou tak zdtivodnit nelze. Na zakladé této interpretace se pak suma
Sess = Z\Ni (Vi - 7)2 (165)

oznacuje V anglické literatufe jako explained sum of squares.

Tato nové zavedena suma umozni vyse odvozené vztahy zapsat v kompaktnéj$im tvaru. Jednak
plati

STSS = SESS + SRSS . (166)

Zaroven mizeme zjednodusit vztah (159) pro korela¢ni koeficient

. 9) = [2E. (167)

STSS

Koeficient determinace (58) mizeme na zakladé (166), (164) a (167) také spocitat ze vztahl

2 =r2(y,9). (168)
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