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Priklad 1a - linedrni regrese
Zadani:
V experimentu byla zméfena zavislost sily, napinajici pruzinu, na jeji délce. Pro velikost
sily, ptisobici na pruzinu, plati linearni vztah
F=Fk-Ay,
kde k je tuhost pruziny a Ay je prodlouzeni pruziny v dusledku sily F.

Naméfena zavislost byla proloZzena obecnou piimkou danou rovnici A(z) = ax + b s né-
sledujicimi parametry: a = 0.3354, 0, = 0.0014, b = —7.2931, 0, = 0.0603, cov(a,b) =
—0.000084.

Urcete tuhost pruziny a jeji délku v nezatizeném stavu.
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Poznamky k resSeni:

(a) Jaké jsou jednotky veli¢in a, o,, b, o3, a cov(a,b)?

(b) Jaky je vztah mezi tuhosti pruziny k, délkou nezatizené pruziny y, a nafitovanymi
parametry a, b? Pro vypocet chyb k a yo pouzijte tyto vztahy a metodu prenosu chyb.

(c) Vysledky zapiste ve spravném tvaru a se spravnou jednotkou!

(10 bodu)



ResSeni:

Oznac¢me si silu jako F' a délku pruziny jako y. Zavislost F(y) jsme nafitovali lineérni
funkei s predpisem F' = ay + b. Z obrazku vidime, Ze jednotkou sily je [F] = N, zatimco
jednotkou délky je [y] = ecm. Parametr a ma tudiZ jednotku [a] = N cm™! a parametr b méa
jednotku [b] = N. Totéz samoziejmé plati i pro (absolutni) chyby téchto parametri o, a oy.

Kovariance cov(a, b) mé stejnou jednotku jako soucin chyb o,0, tj. [cov(a,b)] = N?cm™.

Linearni zavislost piisobici sily na prodlouzeni pruziny si upravime nasledovné.

F= k(y - Z/o)
F =ky — kyo (1)

Rovnice (1) tedy odpovida linearni funkci se smérnici ¢ = k£ a konstantnim ¢lenem b =
—kyo. Dosazenim do téchto vztaht vypocitame tuhost pruziny £ a jeji délku v nenapjatém
stavu yg.

k=a (2)
k=0.3354 Nem ' =33.54 Nm™!
b
__ 0 3
Yo 4 ( )

Yo =21.74 cm = 0.2174 m

Chyba tuhosti o} se pfimo rovnéa chybé o, parametru a. Musime si dat jen pozor na
jednotku a zaokrouhlit vyslednou chybu na 1 platnou ¢islici.

oL = 0, (4)
0, =0.0014Nem =014 Nm!'=01Nm!

Chybu délky o, ziskime pouzitim metody prenosu chyb na rovnici (3).
Yo ? o\’ Yo dyo
2
oy = (%aa) + (%ab +2 29 ) \ o cov(a,b)
b\’ 1\’ b 1
2 _
T, = (Eaa> + (—aab) +2 (ﬁ) (_5) cov(a,b)
b\’ 1\ b
Oy = \/(?Ja> + (_50b> — QECOV(Q,I)) (5)

0y = 0.09 cm = 0.0009 m

Zapisme vysledek ve spravném tvaru.

k=(335+01) Nm!
pifpadné: k = (33.5+£0.1) kg s>

Yo = (21.74 £0.09) cm
pifpadné: yo = (217.4 £ 0.9) x 10™° m



Priklad 2a - odhady parametri

Zadani:
V tabulce je uvedeno 8 hodnot méteni rychlosti proudici kapaliny.

v (cms™h)
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3.07
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(a) Vypocitejte nejlepsi odhad ocekavané hodnoty a standardni odchylky ndhodné pro-
ménné v.

(b) Nakreslete graf hustoty pravdépodobnosti ndhodné proménné v.

(¢) Urcete praumérnou rychlost proudici kapaliny a jeji chybu. Vysledek zapiste ve sprav-
ném tvaru!

(5 bodu)

ReSeni:
(a) Oc¢ekavanou hodnotu i, odhadneme jako aritmeticky pramér naméfenych hodnot v,,.

Ly =V =

1 N
6=\ v—1 <Z v2 — Nv2>
n=1
1 8
o= |7 (; v2 — 82}2) =1.68 cms!



(b) V predchozim bodé jsme implicitné predpokladali, Ze ndhodna proménna mé normalni
rozdéleni N (u,,0,). Graf hustoty pravdépodobnosti je tedy gaussian s ocekavanou hod-
notou [, a standardni odchylkou &,. Postac¢i nakreslit gaussidn centrovany okolo stiedni
hodnoty 4.1 cm s~! s pologiikou w = 2v/2In20 = 4.0 cm s7L.
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(¢) Chybu odhadu ji, uré¢ime pomoci prenosu chyb jako chybu aritmetického praméru.

A ~

g g . _
Op = —= = —— =0.59 cn s+

VN VB

Primérnou rychlost proudéni a jeji chybu zaokrouhlime na desetiny cm s~
zapiSeme ve spravném tvaru nasledovné.

L a vysledek

v=(414£006) cms*



Priklad 1b - linearni regrese

V experimentu byla zmérena zavislost délky pruziny na hmotnosti zavazi, kterym byla
pruzina zatizena. Pro velikost sily, ptisobici na pruzinu, plati linearni vztah

F=Fk-Ay,
kde k je tuhost pruziny a Ay je prodlouzeni pruziny v dusledku sily F.
Namérena zavislost byla proloZena obecnou piimkou danou rovnici A(x) = ax+b s nasledu-

jicimi parametry: a = 0.02894, o, = 0.00017, b = 21.94, 0, = 0.12. Urcete tuhost pruziny

a jeji délku v nezatiZzeném stavu. Podcitejte s velikosti tthového zrychleni g = 9.81 m s~2.
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Poznédmky k feSent:

(a) Jaké jsou jednotky veli¢in a, o,, b, 037

(b) Jaky je vztah mezi tuhosti pruziny k, délkou nezatizené pruziny gy, a nafitovanymi
parametry a, b? Pro vypocet chyb k a 3o pouZijte tyto vztahy a metodu prenosu chyb.

(c) Vysledky zapiSte ve spravném tvaru a se spravnou jednotkou!

(5 bodu)



ResSeni:

Oznac¢me si délku pruziny jako y a hmotnost zavazi jako m. Zavislost y(m) jsme nafitovali
linearni funkei s predpisem y = am+b. Z obrazku vidime, Ze jednotkou délky je [y] = cm,
zatimco jednotkou hmotnosti je [m] = g. Parametr a ma tudiz jednotku [a] = cm g™!
a parametr b ma jednotku [b] = cm. Totéz samoziejmé plati i pro (absolutni) chyby
téchto parametri o, a oy.

Linearni zavislost piisobici sily na prodlouzeni pruziny si upravime nasledovné.

mg = k(y — yo)
y = Lm+ o M

Rovnice (1) tedy odpovida linearni funkci se smérnici a = g/k a konstantnim ¢lenem
b = 9. Dosazenim do téchto vztahti vypocitame tuhost pruziny £ a jeji délku v nenapjatém
stavu .

g

k=72 2
- (2)

k=33898ms?gcm ' = 33.898 kg s*

Yo ="> (3)

Yo =21.94 cm = 0.2194 m

Chybu tuhosti oy, ziskdme pouzitim metody pfenosu chyb na rovnici (2).

. (O \?
O_k‘: %O_a

9
O — ;O’a (4)

0r=196ms?gecm ' =0.196 kgs 2 =0.2 kg s>
Chyba délky oy, se pfimo rovna chybé o, parametru b.

Oyo = Op (5)

Oy = 0.12 ¢cm = 0.1 cm

Zapisme vysledek ve spravném tvaru, tj. s chybami zaokrouhlenymi na 1 platnou c¢islici
a stfednimi hodnotami zaokrouhlenymi na stejny fad platné ¢islice jako prislusné chyby.

k=(33.940.2) kgs?

Yo = (21.9£0.1) cm
pifpadné: yo = (2194 1) x 107 m



Priklad 2b - odhady parametri

Zadani:
V tabulce je uvedeno 12 hodnot rychlosti proudici kapaliny zmétrenych ucitelem a 5 hodnot
rychlosti proudici kapaliny néasledné zmérenych studentem.

ny | v (ems™) || ny | v (cms™h)
1 5.34 1 8.07
2 4.87 2 3.09
3 6.24 3 5.91
4 3.81 4 4.29
) 6.17 ) 6.27
6 5.52

7 5.33

8 4.80

9 7.09

10 4.39

11 5.84

12 4.98

(a) Na zakladé méfeni provedeného ucitelem vypocitejte nejlepsi odhad o¢ekavané hod-
noty a standardni odchylky ndhodné proménné v.

(b) Definujte konfidené¢ni interval hodnot (u — 30, i + 30) neboli tzv. 3¢ kritérium.
(c) Otestujte, zda neni zadna z hodnot naméfenych studentem zatizena hrubou chybou.

(d) Na zakladé vsech spolehlivé naméfenych hodnot (ucitelem i studentem) vypocitejte
nejlepsi odhad oc¢ekavané hodnoty a standardni odchylky ndhodné proménné v.

(e) Urcete prumérnou rychlost proudici kapaliny a jeji chybu. Vysledek zapiste ve spravném
tvaru!

(10 bodi)

Reseni:
(a) Oc¢ekavanou hodnotu fi, odhadneme jako aritmeticky pramér hodnot v, naméfenych
ucitelem.

R
W=V = — Un
a N
n=1
12
g L = 5.3683 cm s+
v-mn:lvn—.



Odchylku &, vypocitdme pomoci vzorce pro nepiedpojaty odhad standardni odchylky.

1 N
Av: - TQL—N_2
; \N_l(;v )
12

Gy = \ % (Z v2 — 12172) =0.89 cm 57!

n=1

(b) V predchozim bodé implicitné predpokladame, ze nahodnd proménna ma normalni
rozdéleni N (u,,0,). Konfidenéni interval (i, — 36y, ft + 363) definujici 30 kritérium ma
nésledujici hrani¢ni hodnoty.

iy — 36, =2.70 cm s~

fio + 36, =8.04 cm s~

(c) Vidime, Ze 4 z 5 hodnot naméfenych studentem lezi v konfidenénim intervalu. Hodnota
8.07 cm s~! lezi vné tohoto intervalu, je tedy pravdépodobné zméfena s hrubou chybou a
pro dalsi vypocet ji nebudeme uvazovat.

(d) Dohromady méame k dispozici sadu 16 spolehlivych hodnot rychlosti v. Oc¢ekavanou
hodnotu a standardni odchylku odhadneme stejnym zptsobem jako v bodé (a).

16

1
fo=10= 1 ;vn = 5.24875 cm s~
1 16
A - o 2
Oy = \ 15;(7)” U)

16
1
6'1) = \ E (Z 'UT% — 16?72) = 1.03 cm Si1

n=1
(e) Chybu odhadu fi, ur¢ime pomoci pienosu chyb jako chybu aritmetického praméru.

Oy Ou
VN /16

Primérnou rychlost proudéni a jeji chybu zaokrouhlime na desetiny cm s~
zapiseme ve spravném tvaru nasledovné.

= 0.26 cm s

L a vysledek

v=(5240.3) cms*



