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Priklad 1a - schodisté ve vézi rozhledny

Zadani:
Véz rozhledny ma celkem 255 schodi, z nichz kazdy schod mé vysku (21.8 £+ 0.2) cm.
Nékde mezi 182. a 183. schodem je umisténa vlajka.

(a) Vypocitejte vysku h v metrech, ve které je umisténa vlajka. Urcete maximélni chybu
a standardni odchylku méfeni h. Zapiste vysledek méreni ve spravném tvaru.

(b) Stru¢né popiste dvé slozky, kterymi je ddna maximalni chyba méfeni h, a naleznéte
analogii mezi slozkami maximélni chyby analogové-digitalntho prevodniku. Jakym ekvi-
valentnim zpusobem byste obecné zapsali maximalni chybu méfeni vysky h?

Poznédmka: Chybu vysky schodu 0.2 cm povazujte za chybu maximalni.

(10 bod)

Reseni:
Ze zadani lze povazovat vysku vlajky za nahodnou proménnou s rovnomérnym rozdélenim
mezi 182. a 183. schodem. Jeji ocekavana hodnota je tedy uprostied intervalu a odpovida
vysce 182.5 schodii.

iy, = 182.5 x 21.8 cm = 3978.5 cm (1)

Prvni slozka maximalni chyby vysky A je ddna nepfesnosti vysky kazdého schodu. Tato
nepresnost narusta s rostoucim poc¢tem schodii.

€1 =182.5x 0.2 cm = 36.5 cm (2)

Druh4 slozka maximalni chyby vysky A je ddna kone¢nou vyskou schodu. Skutecna vyska
je nékde mezi 182. a 183. schodem, coZ odpovida intervalu maximéalni chyby (182.5 —
£9,182.5 + £5). Druha slozka maximalni chyby je tedy rovna poloviné vysky schodu a je
nezavisla na vysce h.

g9 = 0.5 x 21.8 cm = 10.9 cm (3)

Celkova maximélni chyba vysky ¢, je souctem chyb e, a e5.

Ep = €1+ &2 (4)
ep =474 cm (5)

Standardni odchylku vypocitame vydélenim maximalni chyby faktorem /3.

op = Eh =974 em (6)

V3
Pro spravny zéapis vysledku méreni prevedeme odchylku o, na metry a zaokrouhlime ji na
jednu platnou ¢islici. Vysku h potom zaokrouhlime na stejny tad platné ¢islice odchylky

oy, tedy na desetiny metru.
h =(39.84+0.3) m (7)



Poznamenejme, Ze pii prisouzeni vysky A 182. nebo 183. schodu by systematicky snizilo
resp. zvysilo hodnotu A oproti spravnému vysledku. Maximalni chyby €, a €5 by vzhledem
k presnosti dané zaokrouhlovanim zistaly stejné. Nicméné vysledky h = (39.7 £ 0.3) m)
resp. h = (39.9 £+ 0.3) m) by byly zatiZené systematickou chybou.

Analogie s chybou analogové-digitdlniho prevodniku je zfejmé. Maximalni chyba dana
nelinearitou prevodniku, ktera je tmérna nameéfené hodnoté, je analogickd s chybou ;.
Obvykle se vyjadiuje jako procento namérené hodnoty (reading = rdg.). V nasem piipadé:

€1 =182.5x 0.2 cm
3978.5 cm

_ 2200
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€1 = Up X 0.0092

e1 = pup X 0.9 % (8)

Maximalni chyba dana konecnou §ifkou binu je analogicka chybé plynouci z nenulové
vysky schodu 9. Obvykle se vyjadiuje jako nésobek posledni platné ¢islice (digit = dgt.)
nameétrené hodnoty. V nasem piipadeé:

€9 = 0.5 x 21.8 cm
g9 = 0.5 X schodu (9)

Pro budouci méreni vysky bychom maximalni chybu méfeni mohli napsat ve tvaru:

en =0.9 % rdg. + 0.5 dgt. (10)



Priklad 2a - pseudo-Voigtova funkce

Zadani:
Na obrazku jsou grafy hustoty pravdépodobnosti f(x) a distribu¢ni funkce F(x) ndhodné
proménné z. Uréete integralni polositku A funkce f(x), pro kterou plati, Ze pravdépodob-
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Poznédmka: Pocitejte pouze v rdmci piesnosti — vodorovné a svislé vodici tsecky — danou
obéma grafy. Hustota pravdépodobnosti f(z) je symetrickd vzhledem ke své ocekavané
hodnoté p = 5.

(5 bodu)

Reseni:

Ackoli se integralni polositka z definice tyka hustoty pravdépodobnosti, je mnohem vy-
hodnéjsi vyhnout se pfi jejim vypoctu integrovani a pouzit distribu¢ni funkce. Pravdé-
podobnost intervalu hodnot ndhodné proménné x € [,LL — %, o+ %} si lze vyjadrit jako
rozdil distribu¢nich funkei.

ploefn-Sur 8] =r(ut ) -7 (0-3) 1)

0.5=0.75 — 0.25 (2)

Z obrazku vycteme, ze distribu¢ni funkce nabyva hodnoty 0.25 v intervalu od 3.4 az 3.6
a hodnoty 0.75 v intervalu od 6.4 do 6.6.

A
Flz))=025 & o=p—73 €(34306) (3)

A
Flag) =075 & my=p— 75 €(64,60) (4)



Znéme-li oc¢ekdvanou hodnotu p = 5, mizeme odhadnout polovinu integralni polositky
jako

A

5 €(14,1.6). (5)
Vzhledem k omezené presnosti pii ode¢itani hodnot z grafii, mizeme predpokladat, ze
nadhodna proménna ma v intervalu (1.4, 1.6) rovnomérné rozdéleni. Jeji o¢ekavana hodnota
je rovna aritmetickému priméru krajnich hodnot intervalu.

A
5—1.5
A=3 (6)

Stejného vysledku bychom doséhli nésledujici tivahou. Velikost integralni polositky A je
rovna rozdilu hodnot xo — x;. Pro v8echny mozné hodnoty z; a x5 podle rovnic (3) a (4)
je minimalni hodnota jejich rozdilu 2.8, zatimco maximalni hodnota je 3.2.

A€ (28,3.2) (7)

Posledni vztah je jiz ekvivalentni rovnici (5).

Poznamenejme, Ze hustota pravdépodobnosti f(z) odpovida tzv pseudo-Voigtové funkce,
ktera je rovna souctu gaussianu (vaha 0.6, p = 5, 0 = 2) a lorentzianu (vaha 0.4, xy = 5,
L = 2). Integralni polositka takové funkce je A = 3.06208.



Priklad 1b - hra s kostkou

Zadani:
P1i hie s klasickou kostkou plati néasledujici pravidla.

- Padne-li prvocislo, postoupime s figurkou o 2 policka.
- Padne-li slozené ¢islo, v daném kole stojime.
- Padne-li jednicka, hazime jesté jednou.

(a) Vypocitejte o¢ekavanou hodnotu p a standardni odchylku o vzdélenosti, kterou urazi
figurka po 10 kolech.

(b) S jakou pravdépodobnosti padne vysledek pfiznivy intervalu (u — o, pu+ o)?

Poznamka: Klasickou kostkou myslime krychli s ¢isly 1, 2, 3, 4, 5, 6 na sténéch. Pravdé-
podobnosti, ze padne jakékoli z téchto ¢isel jsou stejné.

(10 bodu)

Reseni:
Poéitejme s ndhodnou proménnou k (pocet uspéchit), jejiz pravdépodobnosti jsou popsany
binomickym rozdélenim P(k|N,p).

PN p) = () 1= 1)

Uspéch a netspéch miizeme pro nasi hru definovat nasledovné:
- Uspéch: padne prvoéislo (2,3 nebo 5), pravdépodobnost p = 0.6.
- Netspéch: padne sloZzené ¢islo (4 nebo 6), pravdépodobnost 1 — p = 0.4.

Poznamenejme, zZe v ptipad, kdy padne na kostce jednicka, nemusime uvazovat, nebot vzdy
nakonec skon¢i tispéchem nebo netspéchem. Vzdalenost L, kterou urazi figurka za N =
10 kol je rovna dvojnasobku poctu tspéchi. Ze znamé ocekavané hodnoty binomického
rozdéleni muzeme tedy piimo vypocitat o¢ekavanou hodnotu vzdalenosti.

pe = Np =06 (2)
pr = 2p = 12 (3)

Obdobné mizeme vypocitat standardni odchylku vzdalenosti L.

o = Np(1 —p) = 2.4 (4)
o = 1.55 (5)
O'L:20'ki3.1 (6)

Intervalu p;, &0y, odpovidaji rozsahy vzdalenosti od 8.9 do 15.1. Ekvivalentnimu intervalu
W £ o odpovida pocet tspéchii od 4.45 do 7.55. Vzhledem k tomu, Ze nahodna proménna



k muze nabyvat pouze celociselnych hodnot, jsou tomuto vysledku priznivé vysledky s 5, 6
nebo 7 uspésnymi hody. Poc¢itame tedy soucet jejich pravdépodobnosti.

P = P(5)+ P(6) + P(7)
P:(?)0@0@+<?)0@0#+<?)0!0@

P = 0.666 = 66.6 % (7)



Priklad 2b - obecny gaussian

Zadani:
Nahodné proménna = € R ma normalni rozdéleni N(u, o) s hustotou pravdépodobnosti:

f(z) =M -0.123 - exp (—0.452% + 0.672 — 0.89)

(a) Vypocitejte o¢ekavanou hodnotu p a standardni odchylku o.
(b) Urcete velikost konstanty M, aby funkce f(z) spliiovala normovaci podminku.

Poznamka: Doporucuji provést vypocet bez integrovani.

(5 bodi)

Reseni:
Hustota pravdépodobnosti norméalniho rozdéleni ma obecné tvar:

f() = ———exp [—ﬂ] 0

V2mo? 202

Je nutné tedy v argumentu nasi hustoty pravdépodobnosti provést doplnéni na ¢tverec.

67 89
—0.452% 4+ 0.672 — 0.89 = —0.45 (332 57 + 4—5)

[ 67 67\ /67\* 89
=045 |27 -2 — — ) — (= —
‘ 9ox+(90> (90) +45]

[ 67\2 —672+89-2-90
— 04 _ 20
0.45 (:1: 90) + 902 ]
67\% 11531
=045z —— ] ——— 2
045 (x 90) 18000 2)

Prostym porovnanim s rovnici (1) miizeme piimo vyjadrit parametry p a o.

(x—p)* = (x—%y

67
p= oo = 0744 (3)
— = —0.45
202

éazyégil%4 (@)

Pro zbyvajici ¢leny plati nasledujici rovnost

1 11531
— M -0.123 - i 5
f3o? eXp( 18000)’ (5)

7



ze které muzeme dopocitat konstantu M.

1 1

M = . .
2r- 10 0123

0.9
M=y)— .
o - 0.1232 eXp(

M = 5.839

exp (

11531
18000

18000

11531)

)



