Test 2b

PFiklad 1 (5 bodu)

Pfi opakovaném méreni elektrického proudu tekouciho rezistorem digitalnim ampérmetrem se 4-
mistnym displejem a presnosti (0.5% + 2) byly naméreny nasledujici hodnoty: 1.371 mA, 1.457 mA,
1.430 mA, 1.389 mA, 1.321 mA, 1.415 mA, 1.394 mA, 1.387 mA, 1.394 mA, 1.404 mA. Rezistor je
pfipojen ke zdroji napéti (3.5+0.1) V.

Naleznéte odhad proudu tekouciho rezistorem a urcete celkovou chybu proudu.

Naleznéte odhad elektrického odporu rezistoru a celkovou chybu odhadu odporu.

Reseni:
Odhad ocekavané hodnoty proudu je aritmeticky primeér namérenych hodnot
(pocet hodnot je zde N = 10)

N
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i= Nz I; = 1.396 mA
i=1

Namérené hodnoty proudu jsou vybérem z normalniho rozdéleni. Nepfedpojaty odhad statistické
chyby (neurcitosti typu A) jednoho méreni je

N

~ 1 -3 2

64 = mZ(Ii —I)" =0.036 mA
=

Chyba odhadu proudu (t.j. chyba aritmetického priméru) je
é
6, = —= =0.011mA

VN
Systematicka chyba (neurcitost typu B) pfi méfeni danym ampérmetrem je
1
g = ﬁ(1'396 % 0.005 + 2 x 0.001) = 0.005 mA

Celkova neurcitost namérené hodnoty proudu je

6 = /5,2 + 65% = 0.012 mA

Vypocitanou celkovou nejistotu zaokrouhlime na jednu platnou Cislici a vysledek méreni proudu
muZeme zapsat ve tvaru [ = (1.40 + 0.01) mA.

Nyni pouzijeme OhmUv zakon pro vypocet elektrického odporu rezistoru

R="=.

Za napéti dosadime podle zaddni 3.5 V a za proud 1.396 mA a dostaneme odhad hodnoty odporu

R = 2507 Q.

Abychom vypocitali chybu odhadu odporu, pouZijeme metodu pfenosu chyb. Protoze Ohmuv zakon

je podil napéti a proudu je kvadrat relativni chyby odporu soucet kvadratd relativnich chyb napéti a
g, 2 g 2 g 2

provdu () = () + (%)

Po dosazeni oy=0.1V,U=35Va g=0.01 mA, | = 1.40 mA dostavame relativni chybu odhadu

odporu %R = 0.029 a tedy absolutni chyba odhadu odporu je o = 0.07 kQ.

Elektricky odpor méfeného rezistoru je tedy R = (2.51 + 0.07) kQ.



Pfiklad 2 (10 bodu)
Byly naméreny nasledujici hodnoty nahodné proménné y v zavislosti na nahodné proménné X. Chyby
namérenych hodnot X jsou oznacené o, , chyby naméfenych hodnot y jsou oznaceny oy.

X Ox y
0.1 0.9 19
2.1 0.3 23
3.3 0.1 25
4.9 0.1 31
5.6 0.5 35
6.5 0.5 43
7.7 0.1 46
8.0 0.2 44
10.5 0.9 52
13 2 56
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Naleznéte parametry pfimky y = ax + b, ktera nejlépe vystihuje namérenou zavislost, a nejistoty
téchto parametr(. Pro jakou hodnotu x, protina nafitovana pfimka osu x a jaka je chyba odhadu
tohoto praseciku?

Reseni:
Na obrazku je namérena zavislost

60 N uvazovany chyby x ay _
Equation y=a+b%
Plot y
Intercept ~ 15.01244 £ 1.95804
B Slope 3.56815 + 0.35546 T
40 | =
> uvaZovany jen chyby y
Equation y=a+b*
Plot y .
Intercept 17.77679 £ 1.0
Slope 3.00737 £ 0.12
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Pfedpokladame, Ze zavislost y na x je obecnd pfimka y = ax + b a parametry a, b najdeme
metodou nejmensich ¢tvercd. ProtoZe jak zavisla proménna (y) tak nezavisla proménna (x) jsou
nahodné proménné zatiZzené nejistotou, musime uvazovat jak chyby hodnot y, tak chyby hodnot x.
;(2 tedy v tomto pfipadé vypada takto

2 _ vy _i-filab)®
x*(a,bly,x) = X, o2 +02 1 2 Ceda)
kde modelova funkce je f(x;|a, b) = ax; + b a f'(x;|a, b) oznaluje derivaci modelové funkce podle
nezavislé proménné x, co? je f'(x;|a, b) = a.
Takze velicina ;(2 je vtomto pfipadé

i—ax;—b)*
x?(a,bly,x) = Y, Yroaxizbl

i=1 _2 .2 .2
oy, +0x;a



Nyni je potFeba zjistit pro jakou hodnotu parametr(i a, b nabyva y?globélniho minima.

Protoze vahy zavisi na jednom z fitovanych parametrd (a) vede podminka nulového totalniho
diferencialu y?na soustavu dvou nelinedrnich rovnic pro dvé neznamé, ktera by se musela vyresit
numericky.

Vyhodnéjsi je pouzit iterativni minimalizaci, kterd je k dispozici v programu Origin

(viz FeSeni https://physics.mff.cuni.cz/kfnt/vyuka/upf/cizek/Ir-exy.opju) nebo v Pythonu

(viz feSeni https://physics.mff.cuni.cz/kfnt/vyuka/upf/cizek/Ir-exy.html).

V obou pfipadech dostaneme vysledek

a=36104,

b=15+2,

Pfimka s témito parametry je nakreslend na obrazku ¢ervenou ¢arou.

Z kovarianéni matice vypo&itané v Originu nebo Pythonu zjistime, ze odhady parametrd @ a b jsou
zaporné zkorelované a jejich kovariance je cov(é[, B) =-04

Pro srovnani je na obrazku také fit pfimkou, kdy byly uvazovany pouze chyby hodnot y.Je zfejmé, ze
pokud neuvaZujeme i chyby ndhodnych proménnych x, tak dostaneme jinou pfimku.

Pfimkay = d@x + b protina osu x pro takové x, e y = 0 Nalezeni priise¢iku modelové p¥imky
y = dx + b s osou x znamend tedy vypoditat z nafitovanych odhad parametrt @ a b hodnotu

o b
xo = _E.
Pro nase konkrétni hodnoty to je X, = —4.2. Chybu odhadu X, vypocitdme metodou prenosu chyb.

Je, ale potreba vzit v Uvahu, Ze odhady parametrl d a b nejsou nezavislé, ale jsou zaporné
zkorelované. Rozptyl odhadu X, spocitame tedy aplikaci vztahu

N o N2 P .
gl = (aﬂ) 0§+(%) ag+2%%cov(d,b).

x aa ab da ab
Ptislusné parcialni derivace jsou
ot _ b
aa ~ a?
% _ _1
ab ~ &

Dosadime je do vztahu pro rozptyl a vyjde ndm

~.2 2 ~
2 (LY 524 (1 52 221 u(ah
0%, = (az) g + (a) a5 — Zdchov(a,b).

Po dosazeni konkrétnich hodnot dostaneme, Ze chyba odhadu polohy prisediku je oz, = 0.2.

Odhad polohy prisecéiku namérené zavislosti s osou x je tedy X, = —4.2 £ 0.9.
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