Seminarni ulohy 3

1. Hustota pravdépodobnosti exponencialniho rozde€leni je exponencialné klesajici funkce. Parametrem
rozdéleni je stfedni doba Zivota t.

Napiste hustotu pravdépodobnosti exponencidlniho rozdé€leni.

Vypocitejte distribu¢ni funkci exponencialniho rozdéleni.

V programu Gnuplot nakrestele grafy obou funkci.

Reseni:

Doba Zivota nemuZe byt zaporna, proto f(x) = 0 pro x <O0.
Pro kladné hodnoty x pravdépodobnost vyskytu ndhodné proménné v okoli bodu x exponencialné

klesa s rostoucim x. Tedy f(x) = Ke = pro x>0, kde K je konstanta, kterou zjistime z normaliza¢ni
podminky [ f(x)dx = 1. Tento integral mizeme rozdélit na dvé &asti f_ooo f(x)dx + fooo f(x)dx.

Prvni &ast je nulova f_ow f(x)dx = 0.

Druha ¢ast fooof(x)dx = Kfooo e rdx = K [—‘ce_g]o =Kt = 1.

S v 1
Z toho dostavame, ze konstanta K musi byt K = -

0 prox <0

Tedy hustota pravdépodobnosti je f(x) = { % e_g prox =0

Distribuéni je definovana jako F(x) = f_xoo f(t)dt.
Prox<0jeto F(x) = f_xoof(t)dt = f_OOOO dt = 0.

t t1% x
Pro x> 0 je to F(x) =f_xoof(t)dt=f_OOOOdt+f;%e_?dt= 0+[—e_?] =1l—-e*
0
0 prox <0

Tedy distribu¢ni funkce exponencialniho rozdéleni je F(x) = { _x
l—e prox=0
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2. Dokazte nasledujici Casto pouzivané vlastnosti pravdépodobnosti

P({0})=0

—
.

2. P(A)=1-P(A), kdeA je doplnek mnoziny A

Reseni:

Pouzijeme defini¢ni axiomy pravdépodobnosti
(i) P(Q)=1

(i) Ac Q= P(4)>0

(iiiy AnB=0= P(4U B)=P(4)+ P(B)

ad1) Q=QuU {0} Prazdna mnozina je disjuktni s kazdou monoZinou tedy i Q.
Podle (iii) mizeme psat P(Q2)= P(Q U {0})= P(Q)+ P({0}). Podle (i) je P(Q2)=1a tedy musi byt i
P(Q)+ P({O}) =1. Z toho dostavame, ze P({O}) =0.

ad2) Q=AU A a A, A jsou disjunktni mnoziny. Proto podle (iii) P(A U Z) = P(A)+ P(Z)
Plati tedy P(4)+ P(4)= P(Q)=1. Odtud dostévame P(4)=1—P(A4).

ad 3) Nerovnost P(A) > ( plati podle (ii). Zbyva tedy dokazat, ze P(A) <1.To provedeme sporem
Necht’ B je takovy jev pro ktery je P(B) >1.Plati BU B =Qa B, B jsou disjunktni jevy. Proto
podle (iii) P(B)+ P(E)z P(Q) =1. Jelikoz soucasné plati, ze P(B) > 1, musi byt P(E) <0.Toje
ale spor s axiomem (ii).

ad 4) Ozna¢me jako B\ A doplnék mnoziny B v mnoziné 4, tj. B\ Amnozina vSech prvka, které
patii do A4 ale nepatii do B. Protoze 4 — B je mnozinu B je mozné psat jako sjednoceni dvou
disjuktnich mnozin A4aB\ 4,t. B= AU B\ A. Plati tedy P(B)=P(4)+ P(B\ A). Protoze
P(B\ 4)> 0, musi byt P(B)> P(A).

ad 5) Mnozinu B lze psat jako sjednoceni dvou disjunktnich mnozin B = (A N B)u B\ A.
Podobné A= (A N B)u A\ B . Pro pravdépodobnosti tedy podle (iii) plati
P(4)=P(4~B)+ P(4\B) (al)
P(B)=P(4nB)+P(B\ 4). (a2)

Mnozinu AU B je mozné vyjadfit jako sjednoceni tii disjunktnich mnozin

AUB= (A N B)U B\ AU A\ Batedy pro pradépodobnost plati podle (iii)
P(A4UB)=P(ANB)+P(B\ A)+ P(4\B) (a3)
Pravdépodobnosti P(4\ B)a P(B\ 4)si vyjadiime z (al) a (a2) a dosadime do (a3)
P(A4UB)=P(AB)+ P(B)— P(4B)+ P(4)— P(4~ B)= P(4)+ P(B)- P(A4 B).
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