Princip maximalni vérohodnosti

* Vérohodnostni funkce ndhodné veliCiny:

Funkce je umérna
pravdépodobnosti realizované hodnoty (pro diskrétni veliiny)
hustot¢ pravdépodobnosti (spojite veliiny).

» Parametry rozdé¢leni/hustoty pravdépodobnosti nezname, ale pfedpokladame,
Ze tato vérohodnostni funkce je na nich zavisla.

* Hledame takov¢ hodnoty parametru rozdéleni,
ze kterych nejpravdépodobnéji vyplyvaji realizované hodnoty,
t]. pro které je hodnota vérohodnostni funkce nejvétsi.




Princip max. vérohodnosti - odhad parametru

e Priklad:
Odhad parametru binomického rozdéleni z jedin¢ho experimentu.

Hledame tedy odhad (estimator) pro pravdépodobnost realizace p
- zname pocet realizaci k pi1 N pokusech

N
B N, k( p) = ( ' j pk (1 — p)n_k (vérohodnostni funkce)
Hledame hodnotu p = P, pro niZ je pravdépodobnost B, ; maximalni.
dBN,k(p):() N ﬁ:k N <ﬁ>=<k>=p
dp N N

sttedni hodnota odhadu = stfedni hodnot¢ veliC¢iny — nevychyleny odhad
(neptedpojaty, nestranny,
unbiased estimate)




Princip max. vérohodnosti - odhad parametru

Odhad parametru binomického rozdéleni z jedin¢ho experimentu.

* stfedni hodnota odhadu p: P = £ <p’> = <k> =p
N N

» disperze odhadu p: V(p)= Z\;V(k)

Pro posouzeni kvality (presnosti) odhadii zkoumame jejich sttedni hodnoty:

e odhad stfedni hodnoty: (i) = N(p) = Np =pu nevychyleny odhad
N -1

e odhad disperze: <f7(k)> — V (k) vychyleny odhad

N

nevychyleny odhad disperze: 7 () =
N-—-1

V(k)=V (k)




Opakovani nezavisleho experimentu

Odhad parametru binomického rozdéleni
z n-krat nezavisle opakovaného experimentu.

Vysledkem opakovaného experimentu jsou hodnoty &y, &, ..., k

ne

Pravdépodobnost takového vysledku: B (p)= HB (p)

k1 ky,.oik, (p)

Opét z podminky =0
dp
;1 N ; .k .
ziskame odhad p: P = Z —t srovn.: P = N (pro 1 experiment)
' e
Takovy odhad je aritmetickym primérem odhadi ziskanych z jediného experimentu.

<Tj > — : i <§€\;> = : i ]Xl; =p nevychyleny odhad

n i n- -




Opakovani nezavisleho experimentu

Binomické rozdéleni: D= Z L
» odhad stfedni hodnoty: (1)=N(p )= Np nevychyleny odhad
: . ~ . hN-—1 e
* odhad disperze: (V' (k) =N (p(1-p) = vychyleny odhad
nN
podobn¢ pro Poissonovo rozdéleni: 77 = Zkl.
1o
1 e I
- odhad stfedni hodnoty: (f1)=f = - kl. nevyehyleny odhad
* odhad disperze: <I7(k )> = IZ nevychyleny odhad
n




Odhad parametru normalniho rozdé¢leni

1 . 2
Normalni rozdéleni: f(x,u,0) = exp| — (x 'th)
(0N 21 20

n-krat opakujeme.

Vérohodnostni funkce: P~ (u,0)= Hf(xl.,,u,a)
i=l

Resenim podminek 4B, e, (169) 0 AP, .., (1:0) _ 0
du do
ziskame odhady parametrii 1 a o:
= — X: = X e A
= [N o =7 ' Xi — U
1=1 =1

Lze opét spocitat odhad stredni hodnoty a disperze.




Odhad parametru normalniho rozdé¢leni

* odhad stfedni hodnoty: <ﬁ> = 1 Zn: <xl.> = 1271: <x> =x =u nevychyleny odhad

n iz nio
- > —1
+odhad disperze: (7= 0% =" TV(x) vychyleny odhad
n
— nevychyleny odhad disperze: V= nV —V, Si _p

n—1
Vysledek méfeni veliCiny x s normalnim rozdélenim bychom tedy mohli zapsat jako:
1

X=H+5 =x+8. kde S =——2 (%~ %)
— L=

- interpretujeme: x lezi s pravdépodobnosti P v intervalu (¢ —o, i +0).

e +S,
P: J-N(lux’o-x)dx

Ky _Sx

©
//
= L L
‘) n~

¢ jak ale ziskat P, kdyZ nezname g, o? .... zname pouze odhady: i, 0
tj. jak kompenzovat kone¢ny pocet méfeni? — Studentovo t-rozdéleni




Odhad parametru normalniho rozdé¢leni

 Studentovo t-rozdélent:
* Nahodna veli¢ina u ma rozdéleni N(0,1).
* Nahodna veli¢ina v ma rozdéleni y?*(n), normované poctem stupnd volnosti (n-1).

r n+l1 et

()=
A/ATT r ﬁ n
K " (2)
* Konstrukce u# a v: 2
u=x_’ux v=1 n (x —x)z—(n—l)Sx
— 2 ) i o 2
o, O, i=l 0,
'
— veli¢ina ¥ ma rozdéleni N(0,1) — veli¢ina v ma rozdéleni 2 s n-1 stupni volnosti

v S P:j:f(t)dt
n—1 o

— veliCina ¢ ma studentovo t-rozdéleni s n-1 stupni volnosti




Hodnoty ¢, pro ruzné pravdépodobnosti P
a pro ruzné pocty stupnu volnosti (n-1):

Pravdépodobnost (P)

 Vysledek n-krat opakovaného méteni veliCiny x:

S :

X = f -I_\/i Sf :ﬁZ(xi—)_c)z
n i=l1

* S rostoucim poctem stupnu volnosti (n-1),
t]. s rostoucim poctem opakovani méteni (n),
se tp blizi hodnotam pro normalni rozdéleni.
(Dusledek CLV.)

 Zejména pro mal¢ hodnoty n a vysokou P

je korekce vyrazna.
- t). mame-1l1 maly pocet méreni, musime
pro dosazeni stejné velké pravdépodobnosti P
volit Sirsi interval vyskytu okolo X.

Stupen
volnosti | 0.6827 0.9 0.95 0.9545 0.99 0.9973
(n-1) c 2c 3o
1 1.84 6.31 12.71 13.97 63.66 235.80
2 1.32 292 4.30 453 9.92 19.21
3 1.20 235 3.18 3.31 5.84 9.22
4 1.14 213 2.78 2.87 4.60 6.62
5 1.11 2.02 2.57 2.65 4.03 5.51
6 1.09 1.94 245 252 3.7 4.90
7 1.08 1.89 2.36 243 3.50 453
8 1.07 1.63 2.31 237 3.36 4.28
9 1.06 1.83 2.26 2.32 3.25 4.09
10 1.05 1.81 2.23 2.28 3.17 3.96
11 1.05 1.80 2.20 225 3.11 3.85
12 1.04 1.78 218 223 3.05 3.76
13 1.04 1.77 216 2.21 3.01 3.69
14 1.04 1.76 2.14 2.20 2.98 3.64
15 1.03 1.75 213 218 2.95 3.59
16 1.03 1.75 212 217 2.92 3.54
17 1.03 1.74 211 216 2.90 3.51
18 1.03 1.73 2.10 215 2.88 3.48
19 1.03 1.73 2.09 214 2.86 3.45
20 1.03 1.72 2.09 213 2.85 3.42
25 1.02 1.71 2.06 211 2.79 3.33
30 1.02 1.70 2.04 2.09 2.75 3.27
35 1.01 1.70 2.03 2.07 2.72 3.23
40 1.01 1.68 2.02 2.06 2.70 3.20
45 1.01 1.68 2.01 2.06 2.69 3.18
50 1.01 1.68 2.01 2.05 2.68 3.16
100 1.005 1.660 1.984 2.025 2.626 3.077
0 1.000 1.645 1.960 2.000 2.576 3.000




