Pravdépodobnost - Kolmogorovy axiomy

Necht’ Q) je prostor jevl pro dany experiment. Potom pravdépodobnost P je kazd¢é zobrazeni mnoZiny
vSech podmnoZin mnoZiny €2 do mnoziny realnych ¢isel, které spliuje nasledujici podminky:

L PQ)=1

2. AcQ=P(4)>0

3. AnB=0=P(4UB)=P(4)+P(B)
Nekteré vlastnosti pravdépodobnosti:

(i) P@)=0
(i) P(K): 1-P(A), kde A je doplnek mnoziny A



Pravdépodobnost — klasicka definice pravdépodobnosti

Klasicka definice pravdépodobnosti — limita relativnich Cetnosti jevu A

 opakujeme N — krat experiment
* N, —pocet vysledku, kdy nastal jev 4
NA

e relativni Cetnost jevu 4 : X, = i

pravdépodobnost jevu A:  P(4) =lm , X,

* Je nutné mit moznost experiment mnohokrat opakovat



Pravdépodobnost: Bayesovsky ptistup

pravdépodobnost — stupen viry v platnost dané hypotézy

* subjektivni - zavisi na pozorovateli
» podminéna pravdépodobnost

P(ANB)
P(B)

P(4|B)=



Z:akon celkové pravdépodobnosti

e Uplny systém disjunktnich podmnozin {Ai}

N
4 =0
i=1

ANA =0 i%]

N

B:U(BﬂAi):O

P(B)=3 P(BN4)= 3 PB4 )P(4)

* Bayesuv teorém

P(Bl4)P(4) _ P(B|4,)P(4)

P53 i)

P(B)= ZN:P(B\/L- JP(4,) Ade)-



Podminéna pravdépodobnost: Bayesuv teorém

Bayesitiv teorém

P(4B)= P(BP/(I;I;(A)

P\Data | TeorieJP\Teori
P(Teorie| Data)~ (Data | Teorie)P(Teorie
/ P(Data) \

posteriorni

pravdépodobnost Thomas Bayes
1702 - 1761

veérohodnost apriorni pravdépodobnost

"An Essay towards solving a Problem in the Doctrine of Chances"
Reverend Thomas Bayes (Philosophical Transactions of the Royal Society, Volume 53, pages 370-418, 1763)



Podminéna pravdépodobnost: priklad — Mate dét’atko?

prostor jevi: Q = {(t,+) (t,-) (n,+) (n,-)} index selhani
10 Zen za 1 rok ze 100 Zen
:>P(Tza 1rok)=0.1
= P(T za 1 m&sic )=0.1/12=0.008

T = {(t,+) (t,-)} —je t¢hotna P(T)=0.008
N = {(n+) (n,-)} — neni t&hotna P(N)=0.992
R, = {(t,4) (n,+)} — test ¥ikd ano P(R,|T)

R_={(t,-) (n,-)} — test fikad ne

P(R, |T)P(T)
P(R, | T)P(T)+P(R, | N)P(N)

+

P(T|R,)=



Podminéna pravdépodobnost: priklad — Mate dét’atko?

Instant-View® Pregnancy Urine Test

Method

Detection level
Accuracy

Sample

Read time
Storage

Shelf life

CLIA Classification

Lateral flow test

25 mIU/ml

> 99%

Urine

2-5 minutes

Room temperature

24 months from date of manufacture

Waived

_-".-!
s |

NEW Early Detection Ultra Pregnancy test strip Pack.
*Convenient: Mailed to your Home.

*Cost: Lowest Internet price guarantee

*Easy: One Step System.

*Early: Detects 10 miU/ml of hCG.

«Can work up to 3 days earlier than standard tests.)

*Fast: Reliable results in three minutes.

*Accurate: Greater than 99% accuracy, sensitivity and specificity in clinical
trials.

*European: Includes multi-lingual Instructions.

*Delivery: Same day dispatch 1st Class UK delivery.

*Insert the number of packs you wish to purchase in the box
*next to the selected item and "add to Basket"



Podminéna pravdépodobnost: priklad — Mate dét’atko?

prostor jevil: Q = {(t,+) (t,-) (n,+) (n,-)} index selhani
10 zen za 1 rok ze 100 zen

:>P(Tza 1rok)=0.l
= P(T' za 1 mésic )=0.1/12 = 0.008

T = {(t,+) (t,-)} — je t&hotna P(T)=0.008

N = {(n,+) (n,-)} — neni tShotna P(N)=0.992

R, = {(t,+) (n,+)} — test fik4 ano P(R,|T)=0.995

R_={(t,-) (n,-)} — test fika ne P(R_|N)=0.01 | P(R,|N)=0.001

P(T|R,)=0.89

|
P(T|R,)= P( R, | T)I;(g") +TIZ€1§T|)N )P (N )

P(T|R,)=0.45




Podminéna pravdépodobnost: priklad — Spam filter

bogofilter
P(word|spam )P(spam ) P(word|spam)P(spam)
P(spam‘word) = =
P(word) P(word‘ sp am)P(spam) + P(WOI'd‘ nesp am)P(nespam)

z{ﬁwi

i=1

spam)

N N N N
P(i W, ‘spaij(spam) + P(z W, ‘nespaij(nespam) P[Z W, ‘spam] + P[Z W, ‘nespam}
i=l1

). Al

i=l1 i=1 i=1

spam) P(wi‘nespam) P (spam):P (nespam)

1. uéeni: stanoveni pravdépodobnosti  P(w,

=

N
P . =1 | Plw.
2. filtrovani (;W‘Spamj [17bvisparm)
P(Nigeria ‘sparn)z 0.90 P(Nigeria ‘nespam)z 0.01 » Email 1: Nigeria, discount
P(love‘spam) =0.60 P(love‘nespam) =0.40 P(spam‘Nigeria + discount ): 0.999

P(dlscount ‘spam)z 0.85 P(dlscount ‘nespam): 0.10 - Email 2: Nigeria, physics
P(thSiCS \spam) =0.10 P(thSics \nespam) =0.80 P(spa mNigeria + physics ) —0918

Plspam)= P{nespam)=0.50 « Email 3: love, physics

P(spam‘love + physics ) =0.158



Bayesuv teorém pro spojitou nahodnou proménnou

* spojita ndhodna proménna x, hustota pravdépodobnosti f(x)

* naméiena data D,,
P(D ‘x) f (x) . apriorni hustota
—f (X‘D N ) = // P]E D, ) pravdépodobnosti

posteriorni hustota

pravdépodobnosti
vérohodnost

» zakon celkové pravdépodobnosti  P(D,, )= ]? P(DN‘x)f(x)dx



Bayesuv teorém pro spojitou nahodnou proménnou

Priklad — je mince fair?
p — pravdépodobnost, Ze pti jednom hodu padne orel

N — opakovani, k — krat padnul orel

(Ok \p)f(p)
P(Ok)

N!
k(N -k

N—k

)!pk(l—p)

f(p‘ok): £ f(p‘ok)=(N+1)

N!

vérohodnost: - Plo,|p)=— v k),p"(l—p)N‘k (binomické rozd&leni)

1

zakon celkové pravdépodobnosti: P(Ok ) = _‘-; P (Ok ‘P)f (P )dp = _[

(=]

1 ] KI(N-K) 1
!p( p)dp N!' N+l




Bayesuv teorém pro spojitou nahodnou proménnou

f(p‘ok)=(N+1)

35
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N! k N—k
£ (plo.)=(N+1) p*(l-p)
k\(N —k)!
4.0 _
: — prior _
35F — posterior k=5, N=10 ]
. — posterior k=3, N=10 |
3.0 — posterior k=1, N=10
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Bayesuv teorém pro spojitou nahodnou proménnou

0

e maximum f (p‘ok)
Proda = (modus)

N

* o¢ekavana hodnota

E[p]=ipf(p\ok)dp

k+1
Elpl=
[p] N+2




Bayesuv teorém pro spojitou nahodnou proménnou

N!

k'(N_k)'pk(l_p)N_k

f(p‘ok)z(N+l)

e maximum f (p‘ok)

[ prir Pmi =7 (modus)
[~ posterior k=5, N=10
[~ posterior k=10, N=20
4 — posterior k=25, N=50
= ol « o¢ekavana hodnota
= ! 1
f : E[p]=[ p f(plo,)dp
2 i i 0
: ] k+1
I ] E _
| //J K\& | T
L A . N
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0



Bayesuv teorém pro spojitou nahodnou proménnou

Neurcitost odhadu p -
f(plo, )= (N +1)———~ p*(1-p)""
p — pravdépodobnost, ze pti jednom hodu padne orel: ( | k) k(N -k)!
: : : d
P, — poloha maxima posteriorni pravdépodobnosti:  =—p %‘0") =0
p
P=Po

logaritmus posteriorni pravdépodobnosti: £ = 111( f (p‘ok ))

2
Tayloruv rozvoj v p,: (=~ / ( p0)+ %% (P — Po )2
P

P=Py

. 1 d°
Aproximace posteriorni pdf v okoli maxima: f (p‘ok) A exp{2 ((11_6

2

(p—po)zj

P=Po

1
Gaussian: \/_0 exp[ (po_—lj())J

- e AR
Aproximace neurcitosti odhadu p: o = [— _j



Bayesuv teorém pro spojitou nahodnou proménnou

Neurcitost odhadu p -
f(plo, )= (N +1)———< p*(1-p)"*
p — pravdépodobnost, Ze pii jednom hodu padne orel: ( | k) k(N —k)!
WA
Aproximace neurcitosti odhadu p: o =| — il
P

P, — poloha maxima posteriorni pravdépodobnosti: Po = IN:

dzf(IZ‘Ok) __ N — Gz\/l?o(l_po)
dp po(l_po) N

P=Po



Bayesuv teorém pro spojitou nahodnou proménnou

2 -
Aproximace neurcitosti odhadu p: o = (— _j . \/ Py (1 po)
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Funkce ndhodné proménné — konvoluce

difrakce rtg. zareni

Intensity (%)
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Funkce ndhodné proménné — konvoluce

,,idedlni* spektrum spektrometr ,,realné spektrum

fia(¥) f(x)
— g x) — J\\

10)= [ £uls =)y




Funkce ndhodné proménné — konvoluce

difrakce rtg. zareni

Intensity (%)
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Funkce ndhodné proménné — konvoluce

Pearson VII

1

)= [1 +C(

n2 1

2
w

C =

x—x, )]

FWHM = 2w
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