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Priklad 5: Dokazte, Ze derivace vektoru je vektor.

1 Jednoducha verze

Uvazujme obecny vektor u. Jak vime z pfednasky, vektory se transformuji jako soufadnice, neboli:

u = Au (1)
3

U= ) (2)
j=1

Pokud zderivujeme rovnici (2) podle libovolného parametru, zvolme napt. derivaci podle ¢asu,

dostaneme:
3 da;
_ E : E : 9,
ZJ dt (3)

V rovnici (3) jsme pouZili pouze prav1dla pro derivaci souctu a soucinu. Na prvni pohled vidime,
2 nulové, pak se derivace vektoru u transformuje jako vektor.

da;
ze pokud jsou derivace —3*

du’ du

= A= 4

de dt (4)

du} > du;

a > at (5)
—1

Zbyva tedy otazka, zda a za jakych podminek jsou prvky a;; matice A konstantni, tj. nezavisi na
zédném parametru, a tim padem i jejich derivace jsou nulové. Pro lineadrni transformaci soutradnic,
jakou je napt. otoceni kartézské soustavy soufadnic o tthel oo kolem osy z popsané matici A

cosa sina 0
A= |—-sina cosa 0 (6)
0 0 1

je podminka konstantnich prvku splnéna a tim padem i derivace obecného vektoru u je vektorem.



2 Podrobna verze

Nabizi se otazka, co se stane, pokud pouzijeme takové transformace, které zaviseji na né&jakém
parametru, napt. pokud thel otoceni o v rovnici (6) zavisi linearné na case skrz uhlovou rychlost
w jako a(t) = wt.
coswt sinwt 0
A= | —sinwt coswt 0 (7)
0 0 1

V tomto piipadé se nase nova soustava souradnic (ozna¢me ji pismenem K') otaci kolem osy z viici

ptuvodni soustavé soufadnic (ozna¢me ji pismenem K) konstantni tthlovou rychlosti w. Pro bazové
3 3 / s 2 cs .

vektory {e;};_, soustavy K a {e}},_; soustavy K’ plati nasledujici vztahy:

e; = Zaikek (8)

e = Zajke; 9)

Vsimnéme si odlisného poradi indexii. Zatimco v rovnici (7) nasobime vektory staré baze matici

A, v rovnici (8) nasobime vektory nové béaze transponovanou matici A7 1. Pro derivaci vektoru
3 3

u=),_,uxe; =y, uie; tudiz dostavame:

3 3 3
du duy du; ,de]
— —e; + U, — 10
T S TR T ;Zdt (10)
Nyni dosadme vztah (8) a vyuzijme toho, ze puvodni baze {ei}?zl nezavisi na case:
3 3
duk ,daik
—e, = E al e, + g u; e 11
o ' ik=1 o ik=1 tde -

d ,da;
% - Z Zk+z “i gtk (12)

v

Rovnice (11) a (12) vyjadiuji totéz jako rovnice (3), jen jsme k nim dosli poctivéjsi cestou.
Vratme se nyni k rovnici (10) a jeji prvni ¢len na pravé strané ponechme v nezménéném tvaru.
Druhy ¢len vyjadieme ve tvaru, v jakém je v rovnici (11) a dosadme do néj z rovnice (9), tj.:

o o= 3 e, + ajke (13)

k=1 i=1 .9,

duy 3 du}
u

t ! dt
k=1

ITransponovanou matici A7 dostaneme prostou zaménou radki za sloupce v matici A. Formalné zapsano AiTj =
Aj;. Matice AT méa tedy tvar

coswt —sinwt 0
A= |sinwt coswt 0],
0 0 1

ktery odpovida zpétnému otoceni o thel wt, jde tedy o matici inverzni k matici A.



Pokud v poslednim ¢élenu zaménme indexy ¢ a j, rovnici (13) lze formélné psat ve tvaru:

. . 3 1 dajg
/ J
U1 Uuy Zg,k:1 Uj_ddt a1k
. _ -/ 7 daj
p | =l | A | D i a2k (14)
. . ] dt
U u 1 245k
3/ x 3/ x Zj,k:l Wi—qp k) 4

Poznamenejme, Ze tecka nad slozkami vektoru u oznacuje casovou derivaci a indexy K resp. K
znadi, vici které soustavé souradnic uvazujeme slozky vektoru. Tento formélni tvar (14) nazorné
ukazuje, jak je to prakticky s derivaci vektort. Pokud prvky matice A jsou konstantni, derivaci
vektoru u provedeme prostym zderivovanim jeho slozek v dané vztazné soustavé K resp. K'.

Vratme se nyni k ¢asové zavislé matici A popsané rovnici (7). V rovnici (13) nam zbyva né&jak
vyjadrit clen Zizl (ﬁ—;kajk, ozna¢me jej jako €;;. Ze znalosti nasoben{ matic ? a tvaru transponované
matice vidime, Ze tento prvek €);; odpovida matici €2:

T
0 = 4 (15)
3
dai
Q; = d—tkajk (16)
k=1
0 w O
QO = |-w 00 (17)
0 0 O

Vsimnéme si, Ze vysledny tvar matice 2 dany rovnici (17), ktery jsme dostali prostym vynasobenim
zderivované matice A s matici A7, ma speciélni tvar, kde na diagonale jsou nuly a prvky mimo
diagonélu jsou tzv. antisymetrické (symetrické vaci diagondle, ale s opaénym znaménkem). Pro
prvky takové antisymetrické matice plati €2;; = €2;; a obecné maji pouze 3 nezavislé slozky namisto
9 (3 prvky na diagonéle jsou nulové a 3 prvky pod diagonalou se lisi od prvka na diagonalou pouze
znaménkem ). Matici 2 lze tim padem piiradit pseudovektor ® tihlové rychlosti 0= (0,0,w), jehoz
vyznam je nam jiz znam “. Rovnice (13) a (14) pak prejdou do tvaru:

du du’ 3
— = | — Qe 18
(@), = (), v 1)

ij=1

du du’ =
=)= (5) +(Gxw) 19
(&), = (@), (@), 1)
Rovnice (19) jiz predstavuje vysledny tvar pro transformaci mezi stojici a rotujici vztaznou sou-
stavou. P¥i pfechodu mezi rovnicemi (18) a (19) jsme vyuzili rovnosti >0 u/Q;; = (Q x u’ ) R
j

jejiz dikaz neni obtizny a ponechédme jej na ¢tenari.

Podivejme se znovu na vysledek (19). Pokud bychom sledovali rychlost hmotného bodu jako

zménu polohového vektoru r, tak vidime, ze nestaci v pripadé otacejici se vztazné soustavy pouze
zderivovat jeho slozky, ale musime rovnéz pricist vektorovy soucin s thlovou rychlosti. Vyznam

2Prvky souéinu matic C' = AB jsou definovany vztahem Cij = Zzzl aikby;.

3 Pseudovektor fikdme proto, Ze takhle zavedeny vektor Q se netransformuje jako vektor. Nicméné ve vétSiné
literatury je uvadén normalné jako wvektor tthlové rychlosti.

4Pfipomefime, Ze uvazujeme otadeni kolem osy z s thlovou rychlosti w.



2l

I 0 C 0 0o

a, =0 x(Qx7)
Obrazek 1: K vyznamu vektorového soucinu O xr.

tohoto vektorového soucinu je jasné patrny z obrazku 1, vyjadiuje te¢nou rychlost w. Rychlost
hmotného bodu vidi inercialni vztazné soustave K je tedy dle rovnice (19) déna jako soucet rychlosti
hmotného bodu vici neinercialni vztazné soustavé K’ (napt. nulova rychlost, pokud je hmotny bod
v soustavé K v klidu nebo konstantni rychlost pii pohybu hmotného bodu smérem od stiedu
soustavy K') a te¢né rychlosti vy, coz je o¢ekavany vysledek. V pfipadé zrychleni jako derivace
takové rychlosti dostaneme pomérné komplikovany vyraz:

(v), = (%)K - (i—j)w + (6 x r’)K/ (20)
(a), = (%)K = (f;)w +2 (6% v’)w + ]G (9% v')]w (21)
(@), = (a'), +2 (ﬁ X v’)K, + (ﬁ x vt)w (22)

Jak vime podle druhého Newtonova zékona sily, zrychleni hmotného je pfimo imérné ptsobici sile
a nepiimo umérné jeho hmotnosti. Proto druhému a tfetimu ¢lenu rovnice (23), které jsme dostali

takifkajic ,navic* odpovidaji sily ® Coriolisova 2m (Q X v’ ) a sfla odstediva m (O x vt).

STémto silam fikdme kinematické sily proto, Ze nemaji ptivod ve vzijemném ptisobeni dvou téles (nevztahuje
se na né tfeti Newtoniv zékon akce a reakce) a tudiz jde o tzv. ,nepravé® sily, které jsou diisledkem transformace
mezi inercialni (stojici) a neinercialni (otacejici se) vztaZnou soustavou.

4



3 Poznamky na zaveér

Pozorného ¢tenare by mohla napadnout otézka, jak je to v pripadé Galileiho transformace mezi
dvéma inercidlnimi vztaznym soustavami pohybujicich se vzajemné viici sobé rychlosti v. Uvazujme
pohyb soustavy K’ viiéi soustavé K’ rychlosti o velikost v ve sméru osy x, pficemz v ¢ase t = 0 plati
¥=x,yY=yazi=z
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V tomto pripadé nejde o linearni transformaci ve smyslu, v jakém jsme o ni hovofili dfive a
nelze ji napsat v tvaru 3 x 3 matice A. Misto toho muzeme Galileiho transformaci napsat pomoci
matice 4 x 4, kdyz jako ,nultou” slozku budeme uvazovat ¢as, ¢imz jsme zcela pfirozené presli do
4-rozmérného prostorocasu.

t/ 1 000 t
x —v 1 00 T
vl |0 010 Y (27)
z 0 0 0 1 z

Vidime, Ze transforma¢ni matice popsané rovnici (27) nezavisi na Case, tudiz i pii ni derivace
vektoru je vektorem. Dodejme, Ze derivace podle rychlosti v neméa fyzikalni vyznam, nebot na
rozdil od ,,univerzalniho“ parametru ¢asu jde pouze o konkrétni rychlost mezi dvéma zvolenymi
vztaznymi soustavami.

S odkazem na Galileiho transformaci a zavedenim 4-rozmérného prostorocasu se slusi zminit
transformaci Lorentzovu platnou ve specialni teorii relativity. Uvazujme stejné vztazné soustavy

jako v p¥ipadé Galileiho transformace a déle zavedme tzv. Lorentziv faktor v = ———.
-z

ct’ v 92 00 ct
o -2 v 00 T
vl | 0 0 10 y (28)
2 0 0 01 z

Veskeré zdanlivé prekvapivé zavéry specialni teorie relativity, jako jsou napf. dilatace ¢asu, kon-
trakce délek aj., jiz primo vyplyvaji z tohoto tvaru Lorentzovy transformace.



