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Hmotny bod

Vychazime z Newtonova gravita¢niho zdkona pro dva hmotné body o hmotnostech m; a mo
s polohami danymi vektory 7 a 5. Gravitacni sila Fis, kterou pusobi 1. bod na 2. je dana
jako:
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Prezna¢me si hmotnost 1. bodu jako M a jeho polohu jako 7. Potom intenzita K (7) a po-
tencial gravita¢niho pole ¢(7) v bodé s polohovym vektorem 7 maji tvar:
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Obé veli¢iny jsou svazany vztahem, kde intenzita gravita¢niho pole je rovna zapornému
gradientu potenciélu.
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Chceme-li vypocitat gravita¢ni pole obecného télesa, musime spojité secist gravitacni pole

jednotlivych hmotnych bodi, z nichz se téleso sklada. Matematicky se jedna o vypocet ob-
jemového integralu, ktery ziskdme zavedenim funkce hustoty dm = odV'.
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Integrace obecné pobihd pres ¢arkované soutadnice i = (2/,y/, 2’). Pro nehomogenni télesa
je hustota p funkei téchto ¢arkovanych souradnic. V dalsich vypocétech budeme nicméné
uvazovat télesa homogenni, jejichz hustota ¢ je konstantni.



1 Prstenec, disk a rovina

1.1 Gravitacni pole homogenniho prstence na jeho ose
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Obrézek 1.1: Homogenni prstenec

Vypocet z definice

Pro integraci rovnice (0.2) je vhodné pouzit polarni souradnice r a ¢. Vzdalenost bodii prs-
tence od pocatku je konstantni, tedy r = R, zatimco thel ¢ nabyva hodnot od 0 do 2.
Elementarni hmotnost dm si mizeme vyjadrit pomoci délkové hustoty p a délky elementér-
niho oblouku Rd¢. Vektor 7 urc¢uje polohu bodu na ose prstence, v némz vyhodnocujeme
intenzitu a potencial gravita¢niho pole, vektor 7 urcuje polohy bodu kulové slupky. Vektor
7 — 7 a jeho velikost |7 — 7| maji podle obrazku 1.1 nasledujici tvar.

7 —7 = (Rcos¢, Rsin g, z),
=22+ R2.

Potencial gravita¢niho pole prstence ziskdme vypoctem jednorozmérného integralu.
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Délkovou hustotu p si vyjadiime jako pomér hmotnosti prstence a jeho délky p = M /(27 R).
Potom potencial gravita¢niho pole prstence je:
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Slozky intenzity gravita¢niho pole prstence, rovnice (0.1), ziskdme vypoétem jednorozmeér-

ného integralu. V disledku symetrie tlohy je x-ova a y-ova slozka vektoru intenzity nulova
a celkova intenzita je ddna pouze jeji z-ovou slozkou.
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Stejny vysledek ziskame ze zaporné vzaté derivace potencialu (1.2) podle soufadnice z.
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Dosazenim délkové hustoty p = M/(2rR) dostavame intenzitu gravitac¢niho pole prstence
jako:

e p— (1.9)
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1.2 Gravitacni pole homogenniho disku na jeho ose

r € [0,R] |7 — 7| = [72 + 12
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ds = rdrd¢ 1

7 =[xy, 0] & [r,¢,0]

Obréazek 1.2: Homogenni disk

Vypocet z definice

Pro vypocet integralu (0.2) pouZzijeme opét polarni soufadnice r a ¢. Tentokrat vzdalenost
bodi disku od pocatku se méni v rozsahu od 0 do R, zatimco thel ¢ stale nabyva hodnot od
0 do 27. Elementarni hmotnost dm si muzeme vyjadfit pomoci plosné hustoty o a plosného
elementu v polarnich souradnicich jako rdrde. Vektor #"—7" a jeho velikost | — 7| maji podle
obrazku 1.2 nasledujici tvar.



Potenciél gravita¢niho pole disku ziskdme vypoctem dvojrozmérného integralu.
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Vysledek integrace (1.11) si v detailu rozepiSseme nasledovné.
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Plosnou hustotu o si vyjadifme jako pomér hmotnosti disku a jeho plochy p = M/(7R?).
Potom potencial gravita¢niho pole disku je:

Mdz—%?( H{%f—%) (1.13)

Slozky intenzity gravita¢niho pole disku, rovnice (0.1), ziskdme vypoctem dvourozmérného
integralu. Opét v dusledku symetrie ulohy, resp. integrace funkci cos ¢ a sin ¢ pfes interval
od 0 do 2, je z-ova a y-ova slozka vektoru intenzity nulova a celkova intenzita je dana pouze
jeji z-ovou slozkou.
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Vysledek integrace (1.15) si v detailu rozepiSseme nasledovné
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Stejny vysledek ziskdme ze zaporné vzaté derivace potencialu (1.12) podle souradnice z
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K.(z) = QWGJ% [(z2 +R2)% - z}

K.(z) =27Go {5 (2> +R%) 2 -22— 1]
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Dosazenim plosné hustoty o = M/(7R?) dostéavame intenzitu gravitacniho pole disku jako
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Vypocet pres vrstvy

Stejny vysledek bychom dostali také postupem, kdybychom sé¢itali prispévky od jednotli-
vych prstencii, tvoricich disk, rovnice (1.2) a (1.7), kde konstantni polomér R nahradime
proménnou r a délkovou hustotu p plosnou hustotou o.

Vidime, Ze oba integraly jsou shodné s pfedchozimi vztahy (1.10) a (1.14).

1.3 Gravitacni pole nekonec¢né homogenniho roviny

r € [0,R] |7 — 7| = [72 + 12
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ds = rdrd¢ 1
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Obréazek 1.3: Homogenni rovina

Vypocet gravitacniho pole je mozné provést analogicky jako v pfedchozim piipadé pro
homogenni disk, rovnice (1.10) a (1.14), pficemz budeme pocitat s nekoneény polomérem
R. Vysledek ziskame rovnou vypocitanim limit rovnic (1.12) a (1.16). Pro pfipad nekone¢né
roviny si zvolme! hladinu nulového potencialu disku pro z = 0. Toho lze dosahnout p¥ictenim
konstantniho ¢lenu 2rGo R k potencialu v rovnici (1.12).

o(z) = —21Go (\/m —z— R) (1.19)

1Vgechny potencidly ¢ jsou dany aZ na volitelnou (integra¢ni) konstantu.
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Vysledny potencial nekone¢né roviny spoc¢itdme pomoci limity.

o(z) = lim —27Go <\/ R24 22— 2 — R)

R—o

2N 2
o(z) =21Goz + I%im 2rGoR 1+ (—) -1

. i
o(z) =21Goz + Igrolo 2rGoR (1 + o 1>

1Go 2>

©(z) =21Goz + lim

R—o00

o(z) =27Goz (1.20)

Podobné vypocitame i intenzitu gravitacniho pole nekonec¢né roviny.

K.(2) = lim —27Go [1— ——2
R—00 (R? 4 22)

K.(z) = —2nGo (1.21)

Vysledkem je homogenni gravita¢ni pole s konstantni intenzitou a linedrné rostoucim poten-
cidlem s vyskou z.

1.4 Gravitacni pole nekone¢né homogenniho roviny s dirou

r € [0,R] |7 — 7| = [72 + 12
¢ € [0,27]

#=10,0,2]
ds = rdrd¢ 1

7' =[x',y,0] & [r,¢,0]

Obréazek 1.4: Homogenni rovina s dirou

Vypocet gravitacniho pole je mozné jednoduse provést odectenim gravitac¢nich poli neko-



ne¢né roviny a homogenniho disku. Pro potencialy ode¢itame rovnice (1.20) a (1.12).

o(z) =2rGoz + 2nGo (\/ R? + 22 — z)
o(z) =27rGovV R? + 22 (1.22)

Pro intenzity odecitame rovnice (1.21) a (1.16).

K.(z) = —27Go + 21Go (1 — m)
K.(z)= —QWGUW (1.23)



2 Kulova slupka

2.1 Gravita¢ni pole vné homogenni slupky

r=R |7 — #'| = /2% — 2zR cos 6 + R?
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Obrazek 2.1: Homogenni kulova slupka (pozorovatel vné)

Vypocet z definice

Pro integraci rovnice (0.2) je vhodné pouzit sférické souradnice r, 6 a ¢. Vzdalenost bodu
slupky od pocétku je konstantni, tedy r = R. Uhel 6 (,zemépisna &iika“) nabyva hodnot
od 0 (,severni pol“) do 7 (,,jizni pol“), zatimco thel ¢ (,zemépisna délka“) nabyva hodnot
od 0 do 27. Elementarni hmotnost dm si muzeme vyjadrit pomoci plosné hustoty o a plos-
ného elementu? R?sin §dfd¢. Vektor 7 uréuje polohu bodu, v némz vyhodnocujeme intenzitu
a potencial gravitacniho pole, vektor 7 urcuje polohy bodu kulové slupky. Velikost jejich roz-
dilu |7 — 7| spo¢itame jako odmocninu ze skalarniho sou¢inu vektoru 7 — 7 se sebou samym
s vyuzitim toho, Ze vektory 7 a 7 sviraji pravé thel 6.
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7= 7 = VI = 2171 |7 cos 0 + |7
|7 — 7’| = V22 — 22Rcos 0 + R2 (2.1)

20bjemovy element ve sférickych souradnicich ma tvar dV = 72 sin §drdfde. Vydélenim lenem dr ziskame
elementarni plochu d.S = 2 sin #dfd¢, jejiz integraci ziskame povrch koule.
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Potencial gravita¢niho pole vné kulové slupky ziskdime vypoc¢tem dvojrozmérného inte-
gralu.

// V22 —2zRcosf + R2 oR’sin6d6d¢ 22)
0
— —GoR? / d / o df
#(2) ’ / ¢ V22 —22Rcos 0 + R2
0(z) = —GoR*[¢)>" {—R\/ﬁ —2zRcosf + R21 (2.3)
Z 0
2nGo R?

o(z) =— B (\/z2+2zR+R2—\/22—22R+R2>
olz) = 2GR (% (1 RP— /(s R)?) (2.4)

z

o(z) = —QWGZ"R (++R—2+R)

B ArGo R?
z

Vysledek integrace (2.3) si v detailu rozepiSseme nasledovné.

sin §d6 |t = 2*—2zRcosf+ R?
V22 —22Rcosf + B2 |dt = 2zRsin 6d0
1
= [tV
QZR/
1
_ e
zR
1
= E‘/ZQ — 22Rcosf + R? (2.6)

P¥i vypoctu pole vné koule plati z > R a tudiz v rovnici (2.4) 1/(z — R)* = z— R. Plosnou
hustotu o si vyjadiime jako pomér hmotnosti slupky a jeji plochy o = M/ (47 R?). Vzhledem
k symetrii ilohy muzeme ve vysledném tvaru pro potencial kulové slupky nahradit soufadnici
z obecnou vzdalenosti r» od poc¢atku soustavy soutradnic.

GM

plr) = ——— (2.7)
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Vektor intenzity gravitac¢niho pole spo¢itame jako zaporny gradient potencialu (2.7).

K(f) = =Vel(r)

2o _ _ (9e(r) Op(r)
K(r)——( dxr Oy
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Km(F):GM(% (2® +y* 4 27%) 2

K. (7) = —§GM (ZB2 +y? + ZQ)% -2
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K, (r) = — -
GM

Ky(f) = - r3 y
. GM

K.(7) = — -
5 . GM

Jak pro potenciél tak pro intenzitu gravitacniho pole vné kulové slupky dostavame stejny
vysledek jako pro hmotny bod o hmotnosti M umistény ve stfedu koule.

Vypocet pres vrstvy

Stejny vysledek bychom dostali také postupem, kdybychom scitali prispévky od jednotli-
vych prstenct (v riznych vyskach), tvoricich kulovou slupku, rovnice (1.2). Polomér kazdého
prstence je Rsinf a jeho z-ova souradnice je R cosf. Velikost rozdilu |7 — 7| je potom nésle-
dujici.

|7 — 7| = \/(z—RCOSQ)2+R2Sin29

Délkovou hustotu g nahradime plosnou hustotou o a integraci ptes prstence provedeme pfi-
danim ¢lenu Rd6.

/ 2rGoRsin 0 R0
\/ (z — Rcos@ + R2%sin’ 0

2 .
2) = —27r/ GoR*sinf 0 (2.9)
) V22 —2zRcosf + R2

Vidime, Ze posledni integrél je shodny s predchozim vztahem (2.2).



2.2 Gravitacni pole uvniti homogenni slupky

r=R |# — #| = /22 — 2R cos 6 + R?
6 € [0,7]
¢ € [0,27]

dS = R?sin A dfd¢

Obrazek 2.2: Homogenni kulové slupka (pozorovatel uvniti)

Vypocet z definice

Potencial gravitacniho pole uvniti kulové slupky spocitdme pomoci stejného dvojrozmérného
integralu jako v predchozim pfipadé, rovnice (2.2).

T 27
o R?sin #déd 2.10
// \/22—22RC089+R S ¢ ( )
0
C CGoR? /d / sin 40
#2) 7 ¢ V22 —22Rcosf + R?
o(z) = —GoR* [Cb](g)w [—R\/Z2 —2zRcosf + RQ} (2.11)
< 0
2
) B (e T
_ 27GoR 2 2
olz) =~ (\/(z +R? =/ - R) ) (2.12)
o(z) = —ZWCjaR (z+R— R+ 2)
o(z) = —4nGoR (2.13)

Vysledek integrace (2.3) jsme ziskali stejnym zptisobem jako v predchozim piipadé, viz rovnice

(2.6). P¥i vypoctu pole uvnitié koule plati z < R a tudiz v rovnici (2.12) 1/(z — R)* =
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R — z. Plosnou hustotu o si opét vyjadiime jako pomér hmotnosti slupky a jeji plochy
o= M/ (4T R?).
GM

o(r) = - (2.14)

Potencial uvniti duté koule je konstantni, tudiz intenzita gravita¢niho pole je zde nulova.

K(7) = =V(r)
K(7) =0 (2.15)

Vypocet pres vrstvy

I v tentokrat bychom dostali stejny vysledek postupem, kdybychom séitali prispévky od jed-
notlivych prstenct, tvoricich kulovou slupku, rovnice (1.2) stejné jako v predchozim piripadé.
Polomeér kazdého prstence je Rsin  a jeho z-ova soufadnice je R cos 6. Velikost rozdilu |77 — |
je potom néasledujici.

/ 2rGoRsin 0 Rdo
\/ (z — RCOSG + R2%sin’ 0

2 o} I
2) = —2r / Goltsin do (2.16)
V22 —22Rcosf + R2
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3 Koule

3.1 Gravita¢ni pole vnhé homogenni koule

r € [0,R] |7 — #| = /22 — 2zr cos 6 + 12
6 € [0,m]
*=10,0,
¢ € [0,27] 7 =1[00.2]
dV = r%sin 6 drdfd¢ 1 -
7 ‘~,_\~\\~ F’ — [x',y’,z’] PN [r,0,¢>]
AR
\ i
‘ 1
R4
/’—‘ | —‘:\x
7 7 ! q RN
1 |
o -~1._ 1,7y Y
_______ [ i V2
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Obrazek 3.1: Homogenni koule (pozorovatel vné)

Vypocet z definice

Stejné jako v pripadé kulové slupky pouZijeme pro vypocet integralu (0.2) sférické soutfadnice
r, 6 a ¢. Vzdalenost bodu koule od pocatku se méni v rozsahu od 0 do R. Uhel # nabyva
hodnot od 0 do 7, zatimco thel ¢ nabyva hodnot od 0 do 27. Elementarni hmotnost dm si
muzeme vyjadiit pomoci hustoty g a objemového elementu ve sférickych soufadnicich dV =
r2sin @drdfde¢. Vektor 7 uréuje polohu bodu, v némz vyhodnocujeme intenzitu a potenciél
gravita¢niho pole, vektor 7 urc¢uje polohy bodi koule. Velikost jejich rozdilu |7 — 7| spo¢itame
stejné jako v pripadé kulové slupky, rovnice (2.1), tedy jako odmocninu ze skalarniho sou¢inu
vektoru 77— 7 se sebou samym.

|7 — 7| = V22 — 22 Rcos § + R2
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Potenciél gravita¢niho pole vné homogenni koule ziskdAme vypoctem trojrozmérného in-
tegralu.

R m 2r
p(z) = — O/ 0/ 0/ G\/z2 = 22:0089 — or? sin 0drdfde (3.1)
T r?sin 6
#2) = _GQ/d¢// V22— 22’/‘COSQ+T2d6
0 (])12 0 W
v(z) = —=Go [¢]g”/r2 [217\/z2 — 2zrcos O + 7’2] i dr (3.2)
0
R
o(z) = —QWSQ/T (\/z2 + 227 + 12 — V22 — 22r+r2> dr

o(z) = _dnGo r2dr
z
(2) = _ArGo [1°
PRE)= z 31,
ArGoR?
plz) = —— (3.4)

Vysledek integrace (3.2) jsme ziskali stejnym zpisobem jako v predchozich piipadech, viz
rovnice (2.6). Stejné jako u kulové slupky pii vypoctu pole vné koule plati z > R a tudiz
v rovnici (3.3) /(2 —r)* = z — r. Hustotu o si vyjadfime jako pomér hmotnosti koule a
jejtho objemu ¢ = M/ (4/37R3). Vzhledem k symetrii ilohy mtZeme ve vysledném tvaru pro
potenciél koule nahradit souradnici z obecnou vzdalenosti r» od pocéatku soustavy soufadnic.

GM

o) === (35)

Potencial vné homogenni koule mé stejny tvar jako v pripadé duté koule, tudiz i vektor
intenzity gravita¢niho pole bude stejny, viz rovnice (2.8).

M
GM (3.6)

R = =5

Jak pro potenciél tak pro intenzitu gravita¢niho pole vné homogenni koule dostavame stejny
vysledek jako pro hmotny bod o hmotnosti M umistény v jejim stredu.
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Vypocet pres vrstvy

Stejny vysledek bychom dostali také postupem, kdybychom sé¢itali prispévky od jednotlivych
kulovych slupek, tvoricich kouli, rovnice (2.5). Polomér kazdé slupky je r, plosnou hustotu o
nahradime hustotou p a integraci pres slupky provedeme ptidanim ¢lenu dr.

R
p(z) = — / 47TGZQT dr (3.7)
37 R
-2l
ple) = ~TLL (39
p(r) = —Giw (3.9)

Vidime, ze vysledky jsou shodné s predchozim vztahy (3.4) a (3.5).
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3.2 Gravita¢ni pole uvnitr

r € [0,R]
6 € [0,m]
¢ € [0,27]

dV = r?sin @ drdfd¢

homogenni koule

|7 — #| = /22 — 2zr cos O + 12

e — i

-
~o

tedboes
N

Obrazek 3.2: Homogenni koule (pozorovatel uvnitf)

Vypocet z definice

Potencial gravitacniho pole uvniti homogenni koule spoc¢itame pomoci stejného trojrozmeér-
ného integralu, rovnice (3.1), jako v predchozim piipadé. Vypocet probiha stejné az po

krok (3.3). V ném je potieba rozdélit

(z —7)* = z — r, zatimco pro r € [z, R] plati

oblast integrace na dva intervaly. Pro r € [0, z| plati

(z—1)=r—=z

R
27TGQ ) 2
_ S 1
o(2) . /7" <\/(z +7) \/(Z T) ) dr (3.10)
0
0 [ = R
p(z) = — WZ ¢ /2r2dr—|—/2zrdr
| 0 z
47Go [1 517 1,17
= — — — 4 _
o(z) . _31”}0 7TGQ|:27’:|Z
4
o(z) = — W3G'922 — 21GoR? + 27Gz2?
1
o(z) = —27Gp (R2 - §z2> (3.11)

Hustotu ¢ si opét vyjadifme jako pomér hmotnosti koule a jejiho objemu o = M/ (4/37R3).
Vzhledem k symetrii tlohy mizeme ve vysledném tvaru pro potencial koule nahradit sourad-
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nici z obecnou vzdélenosti r od pocatku soustavy souradnic.

_ 2 2
o(r) = — ST (3R? —r?) (3.12)
Vektor intenzity gravitacniho pole spoéitame jako zaporny gradient potencialu (3.12).
K(r) = =Ve(r)

2o [9%(r) Op(r) Op(r)
K(r)-—( dx = 9y = 0z >

. 0 GM
Ka;(?") = —a—x <—2—}%3 (3R2 — I2 — y2 - 22))
GM
Kl = =g 2
. GM
Kx(r) = —ﬁx
GM
Ky(F) = _?
. GM
K.(r) = — R ¢
- M
R(7) = GR—3F (3.13)

Potencial gravita¢niho pole uvniti homogenni koule méa tvar paraboly s minimem v poc¢atku.
Intenzita gravitacniho pole uvnitf homogenni koule linedrné vzrista se vzdélenosti od jejiho
stfedu. Obé veli¢iny jsou spojité na povrchu koule, neboli jejich hodnota je stejna pro pole
uvnitf i vné.

Vypocet pres vrstvy

Stejny vysledek bychom dostali opét postupem, kdybychom s¢itali prispévky od jednotlivych
kulovych slupek, tvoricich kouli. Polomér kazdé slupky je r, plosnou hustotu ¢ nahradime
hustotou p a integraci pres slupky provedeme ptidanim ¢lenu dr. Opét si miizeme nasi kouli
rozdélit na 2 oblasti. Vnitini koule o poloméru z ma potencial gravita¢niho pole dle rovnice

(3.4):

4Goz?
p1(z) = === (3.14)
Potencial gravita¢niho pole vnégjsich slupek, rovnice (2.13), zintegrujeme od z do R.
R
pa(z) = —/47rGgrdr (3.15)

z

p(z) = —4nGo H ’

z

©a(2) = —2nGoR? + 271G pz* (3.16)
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Celkovy potencial uvnitf homogenni koule je tedy:

p(z) = ¢1(2) + ¢2(2)
_47TGQZ2

o(z) = — 2rGoR? + 21Go2?

o(z) = —21Gp (R2 - %zZ)

GM
o(r) = o (3R2 — 7"2)

Vysledky jsou opét shodné s predchozim vztahy (3.11) a (3.12).
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(3.17)

(3.18)

(3.19)



