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(1) Uvod

© Kmity mfize jako superpozice vlastnich médi

© Fonony

@ Fizové transformace a fonony
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(1) Uvod

o simulace pro zelené technologie



Uvodni Gvahy

o Atomy v PL kmitaji kolem rovnovaznych poloh, které urcuji strukturu
(krystal, kvazikrystal, polykrystal, ...).

@ Pokud jsou vychylky malé, Ize povazovat kmity za harmonické.

e Velké vychylky potom mohou vést k narudeni struktury (roztaveni,
difuze, sublimace, ...).

o Na teoretické Grovni Ize kmity atomi fesit pomoci molekularni
dynamiky anebo pomoci konceptu fonond, tj. kolektivnich kmitd mfrize.

@ Teorie fonond je formalné elegantni a umozniuje pracovat s kmity mfizky
podobné jako s elektronovou strukturou, nicméné neni dostatec¢né
obecnd, aby mohla popsat vSechny jevy.

@ Bornova-Oppenheimerova aproximace nam nerika, kdy mizeme pohyb
jader zanedbat. ... Pouze nds poucuje o tom, Ze mizeme pohyb jader a
elektron(i efektivné oddélit.

@ V nékterych pripadech vSak musime uvazit, ze kmity mfize ovliviiuji
elektrony — elektron-fononova interakce.
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Uvodni Gvahy

@ Molekularni dynamikou jsme se jiz zabyvali a v dal$im probereme
podstatné aspekty teorie fonond i s tim, jak souvisi s elektronovou
strukturou PL.

o Podstata je v tom, Ze atomy interaguji mimo jiné pres své elektronové
obaly, takze charakter lokdlniho ‘atomového’ potencidlu je spoluurcovan
elektronovym obalem.

@ To znamen3, Ze i v kmitech atom( hraje podstatnou roli elektronova
struktura dané PL.

o Energeticka skala: energie fonon( jsou obvykle v oblasti meV a
odpovidajici frekvence v oblasti THz.

e Experimentalni studium kmitd m¥ize (fononl) vyzaduje metody, které

mohou kmity m¥ize vybudit: IR & Ramanova spektroskopie, INS & IXS,
THz zéreni, ...

e Fonony zpusobuji (elastickou) deformaci krystalové mfize a souvisi proto
s elasticitou krystalu.
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© Kmity mfize jako superpozice vlastnich médi
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Kmity atomi v okoli rovnovaznych poloh

e Pokud uvazime (statickou) m¥izku atomd a vychylime jeden atom z
rovnovazné polohy (R, ), bude mit tendenci se vratit zpét =
v bodé R, je minimum potencialu.

e To znamend, ze (klasicky) potencidl atomu V' (r) v okoli polohy
rovnovazné polohy R, ma tvar (do druhého radu Taylorova rozvoje)
V(R,+ug)

~ 1 3 82
V(ta) = V(Ra) +0+ 5 ‘Z

Ee aqu UaiUay ( )

3,j=1
kde vektor odchylek od rovnovazné polohy je u, = (U1, Ua2, Ua3) -
Parcidlni derivace jsou vyhodnoceny v bodech u, = 0.
@ Hessian 02V (uq+Ry) /0t Ouqj by mél byt pozitivné definitni, jak
vyplyva z pozadavku minima potencidlu v bodé R,, .
@ Druhy ¢len (= V4, V(uqg+Rs) - us) v rozvoji (1) je nulovy diky
rovnovaznosti polohy R,, .

@ Rozvoj (1) predstavuje harmonickou aproximaci pro kmity atoma v PL.
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Kmity atomi v okoli rovnovaznych poloh

@ V dalsim budeme tuto aproximaci pouzivat, poznamenejme vsak, ze
uvazenim dalSich (tzv. anharmonickych ¢lend) bychom mohli pojednat
vzajemnou interakci kmitl mfiZe a teplotni roztaznost (ta je totiz v
ramci harmonické aproximace nulova).

@ Ve skuteCnosti jsou kmity atom( vazané, tj. vzajemné se ovliviiuji a
nejsou nezavislé.

o Daile uvazime periodicitu mrize: transla¢ni vektory jsou a1, a2 a as;
v kazdé bunce madme N atomi s hmotnostmi M,, o« =1,2,..., N,
jejichz rovnovazné polohy v burice uréené vektorem n = (n1,ng, n3)
(n € Z3) jsou Rpo = niai+nsas+nzas + 7o = Ry + 7o, kde 7,
udava posunuti atomu « vici pocatku bunky.

@ V harmonické aproximaci potom (klasicky) hamiltonian takového
souboru atomil s vychylkami una:(unal,unag,unag) bude

N .
Ma'U/Q oy
_ Mana i
H= Z Z 2 Z Zz¢naz Unai Un'ali’ (2)
nezs3 a=1 nnGZ3aa’ i,

NAD4 v il . . Ve
pricemz ¢ %" jsou tzv. silové konstanty (force constants).
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Kmity atomi v okoli rovnovaznych poloh

@ Pokud dale uvdzime, ze atomovy potencidl mizeme vyjadrit jako
parovou interakci atomd, tj.

V(Rna+una) = Z Vzlg/ (unon un’a’) s (3)

muzeme silové konstanty vyjadfit jako (viz vztah (1))

I~
n'oli' _ "la/i»l(Rn_R /) = 82‘/22 (u’nDH un’a’) (4)
nat = Ynoai n Dlogi Olhry' o Una=0

U, s =0

@ To znamend, ze kmity daného atomu v bodé R,,, mohou ovliviiovat
kmity atomu v libovolném jiném bodu R, ; prakticky vsak tento vliv
nema nekonecny dosah.

e P¥i praktickych vypoctech se pouzivaji supercely (a nikoli primitivni
buriky), abychom tento vliv alespor do urcité vzdalenosti mohli
zahrnout.
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Vlastni médy kmitd atomi

@ Pohybové rovnice (Mytin, = —V
jsou

V) vyplyvajici z hamiltonianu (2)

Unao

Mytina; = — Z ¢Z,g,§/ Un/o'i’ (5)
n’a’i’

coz je soustava vzajemné svazanych rovnic pro u,, .

@ Tuto soustavu je celkem beznadéjné Fesit, pokud neuvazime explicitné
periodicitu krystalu.

o Diky této periodicité — obdobné jako pro elektrony — mizeme odvodit,
Ze feseni rovnic (5) je mozné obecné (az na multiplikativni konstantu)
zapsat jako funkce oscilujici v ¢ase a prostoru

Upa = \/;T eq expli(k Ry —wt)], (6)

kde e, = (€q1, €a2, €a3) jsou polarizaéni vektory (nezavisi na n)
a k je vektor z reciprokého prostoru krystalu (s translacemi by, bo a
b3; a; - bj = 271’(5@j).

@ Obecné jsou Upq, €, a w funkci k.
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Vlastni médy kmitd atomi

@ Reseni ve tvaru (6) se nazyva vlastnim modem vibraci krystalu (normal
mode) a je mozno ho popsat nasledovné: vychylka w,, paralelni s
vektorem e, se Siti krystalem ve sméru vektoru k, pricemz vSechny
atomy typu a kmitaji synchronné s thlovou frekvenci w.

@ Dosazenim feseni (6) do rovnic (5) dostaneme pro kazdé k soustavu 3N
linedrnich rovnic pro N riiznych e,

(k) eai(k) = Y DAL (k) earir(k), (7)

a’i’

kde D% (k) je tzv. dynamicka matice (dynamic matrix) definovana
nasledovné

! @ik Rn

D% (k) = \/— Z‘P“ 1 (8)
a silové konstanty se diky periodicité mfize redukuji na
%L (Ry) = ot (Rn—Ro) (9)

s pocatkem soufadnic Rop =0 = (0,0,0).
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Vlastni médy kmitd atomi

e Poznamenejme, ze podle definice (8) je dynamickd matice vlastné
diskrétni Fourierova transformace silovych konstant (az na faktor

1/ M M,).

@ Soustava (7) ma netrivialni feSeni pouze tehdy, kdyz
det[D(k) — w?(k)1] =0 (10)

a zaroven jsme definovali, ze D(k) je matice 3N x 3N vytvorend z
prvkit DY (k) (ai je sloupcovy a o/’ ¥adkovy index);
I je jednotkova matice 3N x 3N.

o Jelikoz je D(k) hermitovskd matice, musi mit redlnd vlastni Cisla.
Navic pokud polohy R,,, odpovidaji rovnovaznym polohdm atomi,
méla by tato vlastni &isla byt nezaporna (tj. w? > 0).

e Z problému (10) na vlastni &isla ziskame spektrum w(®)(k), kde pro
l=1,2,...,3N, pro vSechna k z prvni Brillouinovy zdny a stejné tak
ziskdme vlastni vektory (= polarizaéni vektory) eg)(k) .

NFPL220 Ab-initio simulace pro zelené technologie



Vlastni médy kmitd atomi

o Takové feseni charakterizuje pIné klasické kmity atomd v krystalu:
— Frekvence w" (k) jsou frekvencemi vlastnich kmitti krystalové mfize
(nejednd se tedy o ‘kvantovani’ frekvenci/energii ve smyslu kvantové
teorie).
— Smér kmit atom0 urceny vektory eg)(kz) je dan jednoznaéné.
— Amplituda kmitd (dana velikosti vektord eg)(k)) neni nijak omezena z
matematickych divod(, avsak atomy by se nemély dostat prilis blizko
sebe, aby nebyla narusena platnost harmonické aproximace.
— Rozsifeni oblasti vektord & mimo prvni BZ nepfinese nic nového (viz
vztahy (6) a (8)).
— Libovolna linedrni kombinace vlastnich médi je rovnéz reSenim
pohybovych rovnic.

o Silové konstanty mohou byt vypocteny na zakladé klasickych
meziatomovych potencialli anebo derivaci sil uréenych z kvantové-
mechanickych vypoctl elektronové struktury.
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Vlastni médy kmitd atomi

@ Pokud si oznac¢ime silu plsobici na atom typu o v bodé R, v disledku

vychylky atomu o’ v jiném bodé Rg, jako F,(ugy ), bude potom
@2 (Ry) = — 2L (toer). (11)

Ougair

o V pripadé QM vypocti uréime silu pomoci Hellmannova-Feynmanova
teorému (viz elektrostaticky teorém) a derivaci v rovnici (11) provedeme
numericky (vychylka wg, je pfi praktickém vypoétu koneénd s velikosti
~ 0.01A).

@ Pokud m3 primitivni bufika krystalové m¥ize N atomii, bude se ve
spektru frekvenci vlastnich médii vyskytovat 3N ‘past’.

@ To je dokumentovdno v obrazku pro Al o
(N = 1), kde silové konstanty byly 20
vypocteny metodou pseudopotencialu
(LDA) v rdmci DFT, a spektrum porovnano
s experimentem. (P¥evzato z P. Scharoch et
al., APPA 97, 349 (2000).)

0.0
0.0 05 1.0 15 20 25 30 35 40
k[1/a]
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Vlastni médy kmitd atomi

@ Z hlediska sméru kmiti atomu délime vlastni médy na podélné a pricné
(longitudinalni a transverzalni) vzhledem ke sméru Sifeni k, coz ma
rozumny smysl| jen pokud je k rovnobézné s néjakym vyznamnym
krystalografickym smérem.

@ Dalsi déleni kmitd vyplyva z chovani optical o . e
prislusného pasu w(k) v okoli pocatku « - »
reciprokého prostoru (I" bod): pokud o o °
w(k) — 0 pro k — 0, pfislusny méd se acoustic

o
nazyva akusticky; v opa¢ném pripadé se /r \ /
jedna o mdéd opticky. -
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Vlastni médy kmitd atomi

e Pokud je tedy k ve vyznacném krystalografickém sméru, v akustickém
mddu atomy kmitaji ve fazi, nikoli vSak v optickém maédu.

@ Vypoditané i namérené spektrum polovodi¢e CdTe je na nasledujicim
obrazku. JelikoZ mame 2 atomy na primitivni buriku (struktura je typu
sfalerit, ZnS), mame celkem 6 médi a také 6 pasi ve spektru (které
jsou v nékterych ¢astech BZ degenerované).

r X

Energie fonomi

K r L
T
I

e oo

r (100 x
S

k

K [110] r (11

@ Obecné jsou vzdy 3 pasy akustické (A), 3N—3 pasti je optickych (O).
Jednotlivé médy pak mohou byt typu TA, TO, LA, LO — podle toho,
zda-li se jednd o mdédy transverzalni nebo longitudinalni.

NFPL220

Ab-initio simulace pro zelené technologie



Vlastni médy kmitd atomi

@ Existuje nékolik pocitacovych program( na vypocet spekter vlastnich
kmitd krystald (a dalSich vlastnosti) na zdkladé silovych konstant (¢i
dynamickych matic) uréenych z prvoprincipidlnich metod (DFT):

— PHONON (Polsko, placena licence),
— PHONOPY (Japonsko, volna licence),
— PHON (Velka Britanie, volna licence).

@ Vizualizace vlastnich médi pro rlizné krystaly |ze nalézt na adrese
http://henriquemiranda.github.io/phononwebsite/phonon.html, kde
je mimojiné mozné zobrazit nasledujici opticky méd pro krystal kfemiku:

] Pod o
o '@ |

@
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Kvantovani kmitt mrize

@ Pouziti harmonické aproximace pro kmity atomi nabizi mozZnost
kvantovani kmitli mrize na zdkladé analogie s harmonickym oscilatorem
(HO).

@ V pripadé kmitl krystalu vS8ak mame kmity jednotlivych atomi
vzdjemné vazané.

@ Redenim je pretransformovat vazané harmonické kmity atoma na
kolektivni kmity nezdavislych harmonickych oscilator(.

@ To, co se kvantuje, je ‘mnozstvi vibraci’ na konkrétni vlastni méd, ktery
je reprezentovan nezdvislym HO.

e Tato kvanta vibraci se nazyvaji fonony (phonons).

@ Se vzristajici teplotou pak stoupd pocet fononil pro jednotlivé oscilatory
(vlastni maédy).

@ Pocet fononl je dan Boseho-Einsteinovou statistikou, nebot fonony Ize
identifikovat s bosony s nulovym spinem.

@ Dale je pak mozné ziskat termodynamické veliCiny, které zavisi na
kmitech mfize (mérné teplo, entropie, volna energie atd.).
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4

Kvantovani kmitt mrize

@ Vyjadfime si nejprve vychylku wy,, jako linedrni kombinaci vlastnich

médi pro atomy a:
pilk-Rn—w® (k)t]

u = C e _—
) = 3 ) ) = (12)

kde s¢itame pres vSechny vlastni médy (I = 1,2,...,3N) a prvni BZ.
e Zavedme dile ‘soufadnice’
Xi(k,t) = (k) e 0 (13)
s jejichz pomoci mizeme vyjadrit lagrangian naseho kmitajiciho krystalu
(zdménou znaménka u druhého ¢lenu v hamiltonidnu (2)) jako
1

L= 3" [Xalk ik, ) — O RPXi(k DXk, . (19)
lk

@ ‘Hybnost’ P(k,t) sdruZend se soufadnici X;(k,t) je ddna pomoci
0L/0X; .
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Kvantovani kmitt mrize

e Pivodni hamiltonian (2) mizeme proto prepsat nasledovné
1
H = 5 Z |:Pl(_k7t)Pl(kat) +w(l)(k)QXl(_k7t)Xl(k7t)} ) (15)
Ik

coz jiz pfipomind pozadovany tvar hamiltonidnu pro soubor nezdvislych
HO.

e Kvantovani takového systému je mozno provést pfechodem ke QM
operatorim (H — H, X, = X, P — f’l) , takZe pro hamiltonidn
jakozto operator dostdvame:

1

= LS [ACRAE) O R SE] s
Ik

o Na zg’kladé Adefinice Una, X; a P je mozno pro QM operatory odvodit,
ze [Xl(k:), Pl/(k/)] =ih 5ll’(5kk’ .

o Tyto komutacni relace jiz odpovidajici kanonické komutacni relaci pro
operatory soutadnice a hybnosti.
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4

Kvantovani kmitt mrize

@ Pokud nyni zavedeme kreadni a anihilacni operatory ‘kvant’ vibraci
nezavislych HO pomoci vztaht

Xi(k) = m [@z,k + &Zf_k} (17)

a
N 1200 (k R .
Pk) =1 h() [azk_al,fk:] ; (18)
pro soustavu oscilatori dostaneme hamiltonian
. o 1
H = lzk: ﬁ/.,u(l) (k;) [alfkahk + 2:| , (19)

pricemz plati komutacni relace
[k, Qv p] = [0 G gl =0 @ a1k, @) g = e . (20)

@ Timto jsem skutecné prevedli kmity atomi na soustavu nezavislych
harmonickych oscilator(, které popisuji kolektivni kmity mfize.
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Vyznam a vyuziti fonon(

Vytvoreni jednoho kvanta vibrace (fononu) s energii iw™ (k) odpovida
vybuzeni vlastniho médu vibraci popsaného tihlovou frekvenci w® (k),
polarizacemi e(()f)(k) pro vychylky atom a ktery se Si¥i krystalem ve

sméru k.

V principu mizeme vybudit nekone¢né mnoho kvant, v praktické situaci
je vSak treba, aby stfedni kvadratické odchylky atomi nebyly moc velké,
aby platila harmonickd aproximace.

Pouzitim postupt termodynamiky a statistiky pro bosony bychom mohli
vypocitat napf. prispévek mrize k mérnému teplu krystalu.

Defekty v materidlech méni vlastnosti fononl a ovliviuji tak i
termodynamické vlastnosti krystald.

V dal$im si ukdZzeme jak je mozno pouzit fononi ke studiu strukturnich
fazovych transformaci.
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@ Fizové transformace a fonony
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Mékké médy

@ Za urcitych okolnosti mohou vypocitana fononova spektra pfinést
informaci o moznych strukturnich transformacich.

e Jedna se o transformace s malymi posuvy atomi (displacive
transformation), ke kterym dochazi v disledku kmitd mfize.

@ Takovym pripadiim odpovidaji ve fononovém spektru imaginarni
frekvence (iw). (7)

@ To znamena, Ze harmonicky potencial (%m(iw)Quz) je zaporny, takze
atomy jsou odpuzovany od svych ‘rovnovaznych' poloh.

e Takovym fononovym médim se fikd mékké (soft modes).

@ Pokud uvazime volnou energii F' = E — TS, tak mékké médy se mohou
realizovat pouze tehdy, kdyz je pfiriistek vnitfni energie kompenzovan
entropickym ¢&lenem (—T7S).

@ P¥i poklesu teploty pak dochazi k fazové preméné.
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Mékké médy

o Takovad situace nastava napf. v ZrO,, kdy pfi vysoké teploté je stabilni
kubicka faze, kterd pod teplotou ~ 2600 K prechazi ve fazi tetragonalni.

@ Nasledujici schéma fononovych hladin pro kubickou fazi vykazuje mékky
méd (odpovidajici zdpornym frekvencim) v okoli bodu X v BZ (podle
élanku PRL 78, 4063 (1997)):

X w L r
=5l : T T
20 | —— 4
—_ 15 B
¥ ~_]
;‘vo- g &
o
z
o o5k B
p=}
g 14
W oo
: U/
sl
-10

L " s L '
0.0 o1 0.2 03 04 05
WAVE VECTOR

e Odpovidajici vlastni méd ma smér typu (001), coz je kompatibilni s
tetragonalni deformaci kyslikovych atomi v tetragonalni fazi.
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Fazova preména mezi a-Sn a (3-Sn

e Nizkoteplotni faze cinu (tj. @-Sn) je stabilni pfi teplotach nizsich nez
priblizné 13°C, ma strukturu diamantu (viz obrazek vpravo) a je to
polovodi¢ se zanedbatelnou Sitkou zakazaného pasu.

e Nad teplotou 13°C je cin kovovy a ma tetragonalni strukturu (8-Sn; viz
obrazek vlevo).

@ Transformace a +— [ nastava v disledku zmén entropie mfize v
zavislosti na teploté.

@ Pokud zname fononové spektrum, mizeme urcit entropii pochazejici z
kmit mrize podle vztahu

) (K
S(T ZkBZsmh( 2kB(T)) . (21)
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Fazova preména mezi a-Sn a (3-Sn

@ Volna energie potom bude

FWV,T)=EV)-TS(T),

kde E(V) je vnitfni energie vypoétend z prvnich principi.

e Na obrdzku jsou vypoctené zavislosti F'(T),

E(T) a S(T) pro obé faze Sn.

e Vidime, Ze entropicky ¢len (7'S) je
podstatny pro posouzeni fazové stability.

@ Teorie predpovida, ze k fazové preméné
dochazi ca o 50 °C vyse nez ve skuteCnosti,
coz je uspokojivy souhlas.

@ K lepsimu souhlasu by zfejmé bylo treba
uvazit anharmonicitu kmit mfrize.
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