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(1) Uvod

© Spojité symetrie
© Bodové symetrie
e Translacni symetrie, prostorové grupy

© Reprezentace grup
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(1) Uvod

o simulace pro zelené technologie



e Ve fyzice mizeme mit urcité operace studovaného systému a/nebo ¢asu
¢i prostoru, které systém ponechaji beze zmény.

@ Takové operace nazyvdme operacemi symetrie.
@ Operace symetrie tvori z matematického hlediska grupu.

@ V kvantové fyzice mlizeme operacim symetrie prifadit operatory, které
potom také tvori grupu operatord.

@ Tim jsme vytvofili tzv. reprezentaci plvodni grupy.
@ Pokud takové operatory komutuji s hamiltonianem, maji spole¢né vlastni
stavy.

@ Pro materidly budeme uvazovat predevsim bodové a translacni symetrie.

@ Spolu se zdkony zachoviéni a invariancemi tvofi grupy symetrii uzite¢ny
prostfedek k charakterizovani a zkoumani vlastnosti studovaného
systému.
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© Spojité symetrie
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Operator translace

@ Necht ma &astice vinovou funkei ¢(x, t).
@ Operator translace T" pro posuv soufadnice Ax zadefinujeme jako

T(Az)y(x,t) = Y(x + Ax, ). (1)
e Pokud bude |Ax| malé, mizeme psét, ze
YA, 1) ~ (e, 1)+ AaV(a, 1) = (@, 1)+ T Aepi(a.), (2)
neboli s vyuZitim definice p = —iAV ziskame
T(Ax) ~ I+ %Aw-ﬁ. (3)
e Pokud je |Ax| vétsi, rozdélime si Az na N ‘intervall’, takze |Az|/N je

opét malé.
@ S pouzitim (3) pak dostaneme
A iAx N
T(A I+ —-——'p .
@a)~ (14457 )
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Operator translace

e Pokud N — oo, vyplyva z (4)
T(Ax) = exp (%Am -ﬁ) . (5)
e Pfitom jsme pouzili, ze
N
y\N N y\k
(1+x) = kzo <N—k> (%) (6)

a pokud dale uvazime, ze pokud N — oo, tak £ < N pro kazdé
kone¢né k, dostaneme pro binomicky koeficient podéleny N*

N1l N 1 NN-1)..N-k+t1)1 1
(v'4) z

Nk = (N—k) k! Nk — NF w0

takze mlzeme psat, ze
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Operator translace

@ Uvazme nyni volnou ¢astici s hmotnosti m.
@ Prislusny hamiltonian pak bude

~2
y 1
li —_— .
0 2m (9)

e Vlastni funkce Hy se zadanou hybnosti p mizeme zapsat jako

1 i
1) = 5 (@p— Bt) 10
VYp(x,t) (%h)%@ (10)

kde E = p?/2m je pFislu$na vlastni energie.
@ Aplikaci operatoru translace dostaneme
1

ipp— Et) Aw-p
S @eh , (11)
(2mh)2

T(Az)y(x,t) =

coZ se lisi od p(x,t) pouze konstantnim fazovym faktorem erdeP (=
vlastni &slo T'(Ax)).
k

o Platnost relace (11) Ize pochopit po rozkladu T'(Az) = 372 ()" 2y .
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Operator translace

@ Je zfejmé, Ze operator translace T(Aw) komutuje s Hy pro vSechna
Az, tj. [Ho, T'(Ax)] = 0.

@ Jinymi slovy: to, Ze T(Am) komutuje s hamiltonidnem (nebot p
komutuje), znamend, Ze se zachovava hybnost.

@ MnoZina operatort T(Am) tvori grupu (s generdtorem p).
e Zéroveh kazdy operator T'(Ax) je unitarni operator, tj.

f‘l(Aag) = T+(A:§) a potom plati, ze
T(Az)TH(Azx) =T (Ax)T(Ax) = 1.

@ Unitarni operatory nejsou Hermitovské, tj. nemaji obecné realna vlastni
Cisla, ale jejich absolutni hodnota je rovna 1.
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Operator rotace

@ V pripadé rotaci postupujeme obdobné.

@ Operator rotace o Ghel Ay kolem sméru u (Ju| = 1) pusobici na
vinovou funkci Ize zapsat jako

R(Ap,u)i(@,t) = (', 1), (12)

kde ' = R(Ap,u) - x s rotaéni matici R(Ayp, u).

@ Pokud bude Ap malé a u || x3, mizeme ve sférickych soufadnicich
([x1, 2, x3] — [, 0, ¢]) psat, ze

x7 = rsinfcos(p+Ap) = 1 — 22,

Ty = rsinfsin(p+Ap) ~ 2+ 1Ap),

X3 = rcosf =uz3. (13)

@ Po dosazeni do vztahu (12) dostaneme

~

R(Ap,u)p(x,t) =~ @%([azl—ngap, rot+x1Ap, 3], 1)
= T(Aw(Acp))w(a:,t) ) (14)
kde Azx(Ap) = Ap(—x2,21,0).

NFPL220 Ab-initio simulace pro zelené technologie



Operator rotace

e MuZeme tedy opét pouzit rozvoj (2) a ziskame

R, u)b(@.1) = (@ 1) + 1 Ae(Ag)pule,t).  (15)

e PovSimnéme si nyni, ze Ax(Ayp) - p = Ap(—x2p1 + x1P2), coz je (az
na multiplikativni faktor A¢) tfeti komponenta komponenta operatoru
orbitalniho momentu hybnosti I = & x p &stice (I; = > ik €ijkTiDk)-

o Mame tedy

R(Ap,w)il, 1) = Y@, + 1 Apuls (1) (16)

@ Pro obecny smér rotace u bychom dostali

R(Ag, u)(z,t) ~ (x,t) + ihAgou-i U(x,t), (17)

nebot Ize vzdy transformovat to soustavy soufadné, kde u || x3.
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Operator rotace

e Pokud bude nyni Ay ‘velké’, pouzijeme stejny trik jako v pfipadé
translaci a rozdélime interval (0, A¢) na N malych intervald, takze

Rapu) ~ ([+18% 0 (18)
Y,u) =~ hNu .

e Pokud nyni pouzijeme relaci (8) s y = iAgu-I/h, dostaneme
R(Ap,u) = exp <;Ag0u . [) . (19)

kde I = = x P je operator orbitdlniho momentu hybnosti ¢astice.
@ Stejné jako v pripadé translaci jsme ziskali unitarni operator pro
transformaci vinové funkce.
@ Podotknéme, Ze obecné neplati

exp <;1A<pu . [) =exp <;Ag0ulil> exp <;Acpu2ig> exp (%Ag@u;;l},) ,

nebot operatory lh, Iy als spolu nekomutuji.
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Operator rotace

UvaZme opét pripad volné &astice s hamiltonianem Hy (9).

Existuji FeSeni Schrodingerovy rovnice se zadanou energii (E), velikosti
momentu hybnosti (I) a jeho jedné komponenty (I3),

tj. uw = [0,0, 1].

Lze odvodit, ze

wElm(mvt) = \/zk]l(kl‘) Yim (%) e_%Eta (20)

kde k = vV2mE/h je velikost vinového ‘vektoru’, x = |x| (z/z je
jednotkovy vektor ve sméru x) a j; jsou sférické Besselovy funkce
(prvniho druhu).

Céstice se nei¥i konkrétnim smérem v prostoru (smér hybnosti p = hk
se nezachovavd), ale spie ‘ubyva’ smérem od centra (z = 0), nebot
Ji(kx) ~ sin(kx — I /2)/kx pro velkd x.

PFi pohybu ¢astice se ale zachovava [ a I3, nebot prislusné operatory
komutuji s Ho.

Tudiz s Hy komutuje i operator R(Ap, u).
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Operator rotace

Piisobenim operétoru R(Ap, u) na vinovou funkci 4 g, (2, t) volné
Eastice dostaneme gy, (2, t) @A

Pokud tedy I komutuje s hamiltonianem n&jakého systému, R(Agp, w)
také komutuje a zachovdva se moment hybnosti (slozka ve sméru u).

Operator R(Agp, u) je unitarni operator (jeho vlastni isla jsou v
absolutni hodnoté rovna 1).

Mnozina operétorti R(Ayp, u) tvo¥i grupu (s generatorem ).

Pozndmka o znaménkéch v exponentu operatoris T'(Ax) a R(Ap,u):
e V literature Ize najit i operatory se znaménky ‘—', které odpovidaji
transformaci soufadnic a nikoli transformaci vinové funkce.
o To je ddno vlastnostmi skalarniho soucv:inuA(pro libovolny unitarni operator
Uy Up(x) = (@Uly) = (@) = (@U*[¢) = Ut z)".

o Je vzdy treba si uvédomit, co transformujeme.
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Operator inverze

e Operitor inverze (P) budeme definovat analogicky k operdtorum
translace a rotace, numiZeme ho ale vyjadrit jednoduse v
exponencialnim tvaru.

@ Operator inverze souvisi se zachovanim parity vinové funkce a je
definovan jako

pw(mat) :¢(_mat)a (21)
tzn. ze pri transformaci vinové funkce invertujeme souradnice.
@ Operator inverze je hermitovsky (P = P*):
(@ Ply) = o(-a,1) (22)
(|Ple)" = (¢[-x)" = (—x|¢) = (-, 1).
o Operator inverze je unitarni:
P2¢($,t) = P'l»b(_mvt) = w(mat)) (23)

tj PP=1= P '=P=Pr.
@ Vlastni Cisla operatoru inverze jsou +1.
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Operator inverze

e Pokud P komutuje s hamiltonidnem, maji tyto dva operdtory spole¢né
vlastni stavy, tj. vlastni stavy maji paritu +1 nebo —1.

O takovych stavech s vlastnim islem +1 (—1) pak fikdme, Ze maji
sudou (lichou) paritu.

@ Pro samostatné ¢astice mohou mit definovanou paritu pouze stavy v
centralnim poli (potencial zavisi jen na vzdalenosti od centra).
@ Volnd dastice:
@ pro stavy tp: If’wp(a:, t) = Y_p(x,t)
(tj. parita se nezachovdva);
e pro stavy Ygim: PUpim(x,t) = (=1)bgm(x, t)
(tj. parita se zachovava a je suda (lichd) pro sudé (liché) [).

Operator inverze nemizeme vyjadrit jako exponencialni operator " .

Nicméné pro Gcely transformace vinovych funkci pouZijeme podobné
jako v pripadé rotaci matice, které pfimo transformuji souradnici

x' = M - x, kde M je bud rotaéni matice nebo matice odpovidajici
inverzi.
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Operator energie

@ Pro (plnost si jesté ukdzeme operdtor odpovidajici posuvu ¢asu (o At).
o P¥islusny operator U(At) definujeme podle predpisu
U(A)Y(x,t) = b, t + At). (24)
@ Tento operator vlastné odpovida casovému vyvoji stavu Castice, ktery se
fidi ¢asové zavislou Schrodingerovou rovnici

ov(x,t) i

———F=——-H t 2
o = (e, t), (25)
kde H je hamiltonian.

e Vztah (24) pro malé At pak mizeme pomoci Taylorova rozvoje do

prvniho Fadu s pouZitim (25) zapsat jako

U(A (2, t) ~ (. t) — %At Hop(z, 1) ; (26)

neboli
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Operator energie

@ Pro vétsi interval At pouzijeme opét déleni na N malych intervali a za
predpokladu, ze H nezavisi explicitné na Case, ziskdme priblizné

vyjadreni
- . iAE Y
Atym (I ———H 2
oo~ (1- 5 #) (28)
a s pouzitim vztahu (8) pak dostaneme
U(At) = exp <—;At fI) . (29)

e Operétor U(At) se nazyva evoluéni operdtor a mizeme ho pouZzit ke
zkoumani ¢asového vyvoje systému i bez znalosti feSeni Schrodingerovy
rovnice:

A

() = U(t — to) |y (to)) - (30)
e Samoziejmé exponenciélni vyjadeni (29) (tj. H nezévisi na Case)
nemusi byt vzdy jednoduché pouzit.
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Operator energie

@ Z naseho pohledu je dilezité zachovani energie.

e Pokud tedy hamiltonidn nezdvisi na ¢ase (nutné sdm se sebou
komutuje), existuji spole¢né vlastni stavy H a U(At) a podle vztahu
(30) bude ¢asovy vyvoj néjakého vlastniho stavu v, (x) popsén vinovou
funkci Uy (x,t) = Yy (a)e AL E/N
(E, je odpovidajici vlastni energie).

o ¢ A E/N je ylastni &islo U(At) pro vlastni stav 1, (x).

e Pokud se podivdme zpét na vinové funkce volné ¢astice 1p(x,t) (10) a
VYpim(x,t) (20), vidime, %e exponencialni faktor @ A5/ jiz obsahuji.

e Operatory U(At) jsou unitérni (viz (29)).
@ Operatory U(At) tvoli grupu s generstorem H.
@ Podobné jako v pfipadech translace, rotace a parity mame operaci

symetrie, tj. spojity posuv v Case, ze které vyplyva zachovani
odpovidajici veli¢iny — energie.

NFPL220 Ab-initio simulace pro zelené technologie



Operator energie

@ Pokud hamiltonian zavisi na Case, lze presto operaci posuvu vinové
funkce v Case formalné vyjadrfit pomoci ‘operatoru energie’ F.
@ Formalné tento koncept vychazi ze Schrodingerovy rovnice

. t .
Bt 1) =i P8 ). (31)
@ 'Operator energie’ pak identifikujeme formalné s derivaci podle ¢asu:
- 0
E=ih—. 2
ih o (32)

e Operdtor posuvu ¢asu (evolu¢ni operator) pak mizeme zapsat
analogicky k vyrazu (29) jako

U(At) = exp (—;At E> . (33)

@ V cleské literature se pojem operdtor energie pouziva vyhradné pro
hamiltonian.
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Matematické postuldty grupy

@ Necht G je mnozina prvk(, mezi kterymi je definovana binarni operace
‘ndsobeni’ (symbol ‘x"), jez ma nasledujici vlastnosti:
e Pro libovolné ¢ = a x b, kde a,b € G, plati, ze ¢ € G (uzavfenost).
e Existuje prvek e € G, takZe plati axe =e*a = a pro kazdé a € G
(existence jednotkového/nulového/neutrdlniho prvku).
o Ke kazdému prvku a € G existuje tzv. inverzni prvek a~! tak, Ze
a*xa~! =a"!xa=e (existence inverzniho prvku).
e Pro libovolné a,b,c € G plati, Ze ax (bxc) = (a*b) xc=ax*xbx*c
(asociativita).
o Priklady:

e grupa celych Cisel s grupovou operaci s¢itani a neutralnim prvkem 0;

e grupa viech zlomk( m/n, kde m a n jsou kladnd pfirozen3 &isla, s
operaci nasobeni a jednotkovym prvkem 1/1;

e SO(3): grupa rotaci kolem pocatku trojrozmérného prostoru
reprezentovana ortogonalnimi maticemi 3x3; grupova operace nasobeni je
soucin matic a jednotkovym prvkem jednotkova matice 3x3;

e Op: grupa operaci symetrie krychle (pravidelného osmisténu);

e grupa posuvi (translaci) geometrické mfize v 3D prostoru.
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Dalsi matematické pojmy

@ Podgrupou grupy G je kazdd podmnozina G, kterd je zaroven grupou
vzhledem ke stejné grupové operaci.

e Mnozina generujicich prvki grupy G (tzv. ‘generatory’) se nazyva
podmnozina prvkl z G, ze kterych je mozné vygenerovat celou grupu G
pomoci bindrni grupové operace.

MiZe existovat v principu vice takovych mnozZin.
Definice neni zcela jednoznadna.

e Radem grupy G se nazyva pocet jejich prvki (existuji grupy kone¢ného i
nekoneéného fadu).

Radem prvku a € G je takové minimalni pfirozené &islo m (> 0), Ze
a™ =e.

@ Abelova (¢i abelovskd) grupa je grupa s komutativni grupovou operaci.

e Lieovy grupy jsou (zhruba feceno) diferencovatelné grupy, tj. zaviseji na
parametru Ci parametrech, podle kterych mizeme grupové prvky
‘derivovat’ (pfiklady: T (Ax), R(Ap,u) a U(At)).
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© Bodové symetrie
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Konecné bodové grupy

Bodova grupa je mnoZzina operaci symetrie néjakého prostorového
objektu, které zachovévaji jeden bod prostoru (podatek).

Operace symetrie je takova operace, kterd prevadi objekt na sebe sama.
Dimenze prostoru mize byt libovolna: 1, 2, 3, ...

Operace symetrie jsou izometrické, tj. zachovavaji vzdalenost.

Vsechny bodové grupy v 3D prostoru jsou podgrupou grupy O(3) —
grupa ortogonalnich transformaci v 3D prostoru zachovavajicich jeden
pevny bod (ortogonalni matice 3 x 3).

Takové ortogonalni transformace se déli na

e vlastni rotace a
e nevlastni rotace (zrcadleni, inverze).

Pokud se tyce bodovych grup symetrii kone¢ného radu, podrobné;si
rozbor ukazuje, ze ve 3D prostoru existuje 7 (nekone¢nych) tfid
takovych bodovych grup plus 7 dalSich konecnych grup.

o Mame tedy nasledujici tfidy: C,,, Son, Cnh, Cny, Dny Dpg @ Dop,

o a k tomu dalsi grupy: T, Ty, Tn, O, Oy, I a Iy,
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necné bodové grupy

o Vysvétleni symbold:

e (' oznaluje cyklickou grupu, S pak grupu obsahujici nevlastni rotace (‘der
Spiegel’ = zrcadlo); D oznaduje grupy odvozené z grupy symetrii

pravidelného mnohothelniku (dihedrélni grupy).

e T oznaluje grupu symetrie pravidelného &tyfsténu (tetraeadr), O grupu
symetrie krychle ¢ pravidelného osmisténu (oktaedr) a I grupu symetrie
pravidelného dvacetisténu (ikosaedr) nebo dvanactisténu (dodekaedr).

(VSechny tyto mnohostény tvofi skupinu platénskych téles.)

@ Ddle z vlastnich a nevlastnich rotaci ziskdme vSechny uvedené grupy:

e oy, zrcadleni podle (horizontdlni)
roviny kolmé na ‘hlavni’ osu
rotace;

e 0,: zrcadleni podle (vertikalni)
roviny, v niz ‘hlavni’ osa rotace
lezZi;

e og4: zrcadleni podle (diagonalni,
dihedralni) roviny, kterd pali Ghel
mezi parem dvojcetnych os
kolmych ‘hlavni’ osu rotace.

NFPL220

1

¥

|-

%

A

e
e

-

Ab-initio simulace pro zelené technologie




Konecné bodové grupy

@ Vyse uvedené oznaceni grup se nazyva Schoenfliesovo; existuje také
mezinarodni oznaceni (neboli Hermann-Mauguin).
@ Mezindrodni oznaceni neni nutné oznaceni dané grupy, ale spiSe
‘hlavniho’ prvku symetrie dané grupy:
e n-Cetna rotacni osa: n
n-Cetnd inverzni osa: n
n-Cetnd rotacni osa s kolmou rovinou zrcadleni: n/m (nebo )
n-Cetna rotacni osa s rovinami zrcadleni obsahujicimi tuto osu: nm
atd. (viz napf.
https://en.wikipedia.org/wiki/Hermann-Mauguin_notation)

e obecné mize mit mezindrodni oznaceni bodové grupy az t¥i symboly,
které po fadé odpovidaji tfem vyznaénym prvkim symetrie dané grupy
(spojenych obvykle s vyznamnymi sméry).

o Ndsledujici tabulka udava Schoenflisovo oznadeni a symboly v
mezinarodni notaci spolu s pfikladem dané grupy pro n = 6 (nebo
n = 3) a prvky (generatory) dané grupy.

e ¢, znamend otoleni o Ghel 27 /n (nebo 360°/n)

e soucin o0, je vlastné dvojcetna rotace podle osy kolmé na obé roviny
zrcadleni
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Konecné bodové grupy

oznaceni
Schoen. mez. s.n  mez. I.n priklad prvky rad
Ch n n Co @ Cn n
Son n n S6 Q Cn, C2nOh 2n
Chn n/m 2n Con @1 Cny Oh 2n
Cho nmm nm Cov @ Cn, Oy 2n
D, n22 n2 De m Cny OROw 2n
D, n/mmm  2n2m  Da m Cny Ohy Oy 4M
D4 2n2m nm Dea @ ConOh, Oy 4n

s.n (l.n) znamend sudé n (liché n).
Dal3i pouzivané ozna&eni bodovych grup: C; = S, (1), Cs = Cyp, (m).
C1, C; a Cj jsou tzv. bezosé grupy (nonaxial groups).
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Konecné bodové grupy

e Dalsi tabulka specifikuje zbyvajici kone¢né grupy symetrii (tj. pro
platénska télesa).

oznaceni
Schoen. mezindrod. priklad prvky rad
T 23 ' 3xCo,4xC3 12
T, 43m ' 3xcq0p,6x0q +T 24
Ty m3 ‘/\ 4dxcgop,3x0p,t +T 24
0] 432 3xcyq,4xc3,6xCo 24
Oy, m3m 4xceon,643x0n,6xcaon,i+O 48
1 532 6xc5,10xc3,15xco 60
I, 53m 6xC100h,10xce0n,15x0m,i +1 120
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Konecné bodové grupy

@ Pozndmky k tabulce platénskych téles:

e Grupa T} je Gplnou grupou symetrie pravidelného &tyfsténu (véetné
nevlastnich rotaci).

e Grupa T}, ma stejné vlastni rotace jako grupa T, ale ostatni operace
(nevlastni rotace) se lisi od Ty (¢ je inverze). Na obrazku je tzv.
pentagondodekaedr (pyritohedron) (tj. dvandctistén se viemi stejnymi ale
nepravidelnymi pétithelniky), ktery ma grupu symetrie T},.

e Vizualizace na strance http://symmetry.otterbein.edu/gallery/
umoznuji operace symetrie nazorné pochopit.

o Krychle a osmistén jsou dudlni mnohostény, tj. pocet vrcholli a stén jsou
prohozené.

e Stejné je tomu pro pravidelny dvandctistén a dvacetistén.

o Cty¥stén je dudlni sam k sobé.

e Kvazikrystaly velice Casto vykazuji ikosaedralni (tj.
péticetnou) symetrii v difraktogramech. Na obrazku
je priklad kvazikrystalu Ho-Mg-Zn, kdy i vnéjsi tvar
odpovida této symetrii.
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Krystalografické bodové grupy

@ Pouzijeme nyni konecné bodové grupy na krystalické
(translaéné-symetrické) mfizky.

e Jednak diky diskrétnimu charakteru mrizek je zfejmé, Ze i pocet
bodovych operaci mfizek je kone¢ny (pro vhodné zvoleny referenéni
bod) a tudiz si vystalime s kone¢nymi bodovymi grupami.

@ Na druhé strané pozadavek translaéni symetrie (periodicity) prindsi
uréitd omezeni na mozné kone¢né bodové grupy, které se mohou
uplatnit v krystalickych mrizkach.

e UvaZujme dale fetizek atom, ktery je soucdsti 3D (&i 2D) krystalu,
pricemz osa rotace né€jaké bodové operace symetrie je kolmd na tento
fetizek a prochazi bodem O — viz obrazek.

N ’
@ Provedeme-li operaci symetrie, kterd spocivd N o /e
v otoceni o thel § = +27/n kolem bodu O, A B —
posune se modry atom A do nejblizsi polohy S ma @
oznacené zelené. T ma
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Krystalografické bodové grupy

@ Provedeme-li obdobné rotaci o thel

6 = —27/n kolem bodu O, posune se modry y N
atom B do nejblizsi polohy oznacené 9
oranzové. ma

@ Vzdalenost mezi posunutymi atomy A a B (které jsou rovnéz soudasti
periodické mrizky) potom bude r; = ma, kde m je néjaké celé Eislo.
@ Podle obrazku je vSak vzdalenost mezi posunutymi body rovna
r9 = 2a cos 6.
@ Jelikoz r1 = r9, dostadvame rovnici

2 cos i _ m, (34)
n
kterd ma reSeni pouze pro n =1,2,3,4,6 (pro rizna |m| < 2).
e Vidime tedy, ze 3D (2D) periodicita je kompatibilni pouze s
(netrividlnimi) rotacemi o Ghly 7, 27/3, /2 a w/3 (tj. 180°, 120°, 90°
a 60°) a jejich nasobky.
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Krystalografické bodové grupy

o Nékdy se toto tvrzeni nazyva crystallographic restriction theorem (viz
https://en.wikipedia.org/wiki/Crystallographic_restriction_theorem,
kde se nachazeji dalsi podrobnosti a diikazy).

@ Diky tomuto omezeni, je nutno zredukovat i pocet konecnych bodovych
grup, které jsme doposud uvaZzovali.

o Nakonec se tedy dostdvame k 32 krystalografickym bodovym grupam.

e Ze sedmi t¥id bodovych grup (Cy,, Ch, Rt 208 0

Chh --.) vybereme 27 grup — viz tabulka
napravo.

C: | Cy Cs C3 Cy4 |Cp
Cav | C1v=Cin Cov Csv Cav| Cov

@ Zde musime ovSem vyloucit grupy Dyq, Crn | Cin Can Can Can | Con

Degg, Ss a Sqo, které obsahuji nékteré
‘zakdzané’' operace. Drn | D15=C2v D2n D3n | Dan | Den
Dpg | D1¢=Can  D2d D3a | D4a Ded

Dn D1=CQ D2 D3 D4 Ds

e Dale pak dodame pét grup pro platénska
télesa: T', Ty, T}, O a Oy,. Son | S2 S+ | So [SERISIE
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Krystalografické bodové grupy

o Nasledujici tabulka uvadi krystalografické bodové grupy rozélenéné
podle krystalografickych soustav a systém jejich vztaht.

m3m
Class Group names
23m 432 m3 6/mmm
Cubic 23 ' m3 432 | 43m | m3m i
23 6mm 6m2 €22 &/m 3m
Hexagonal |6 |6 | %, | 622|6mm &2m |%mmm / /
42m 4mm 422 4/m mmm
Trigonal 3 |9 32 |3m |3m v N
A 3m 32 3 6 6
Tetragonal |4 |4 Y, 422|4mm #2m | Yymm| 4 mm2 222 4 m
L
Monoclinic = =
: 21222 m mm2 | mmm m 2 1
Orthorhombic
1
Subgroup relations of the 32 crystallographic point groups
Triclinic 1|71 (rows represent group orders from bottom to top as: 1,2,3,4,6,8,12,16,24, and

48)

@ 32 krystalografickych grup definuje 32 krystalografickych tfid.
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e Translacni symetrie, prostorové grupy
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Krystalografické soustavy

@ V dalsim vykladu uvazime bodové symetrie krystalické mtizky zaroven s
translacnimi.

o Takové Gvahy vedou na pojem prostorové grupy, kterd obsahuje vsechny
symetrické operace — bodové, translacni i ‘smiSené’ — pro krystalovou
mrizku.

e Geometricky a grupovy rozbor vede k poznatku, Ze existuje 7
krystalografickych soustav, které se odlisuji parametry tzv. Bravaisovy
bunky, kterd generuje geometrickou mriz krystalové mrizky.

@ V ramci téchto 7 soustav existuje 14 typt geometrickych mfizi:

@ 3x kubicka (krychlovd, cubic)

@ 2x tetragondlni (Ctvereénd, tetragonal)

© 4x ortorombickd (kosoltvere¢nd, rombickd, orthorhombic)
@ 2x trigondlni (klencova, trigonal)

© 1x hexagondlni (Sesteretnd, hexagonal)

O 2x monoklinicka (jednoklonna, monoclinic)

@ 1x triklinickd (trojklonna, triclinic)

o V pripadé trigonalni a hexagonalni soustavy je jeden typ mfize shodny.
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Krystalografické soustavy

@ 14 typl Bravaisovych bunék/mfizi a 7 mfizovych systémd:
T
avc azb#c azb#c XU @+ 90°
) <
: o £ R\
c (]
(G] o
\_ c — ¢ C He] ¢
w . a 3 h € a
a S d = b b e
=~ o a azxb=c axb=c . y=10°
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(O] © — a
- - o IS
a + t fs f e < /
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a + ‘ o [
5 b b < @
a @ a
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Krystalografické soustavy

o Romboedrickd Bravaisova mfiz spada do trigonalni soustavy, kam
zaroven spada i mfiz hexagonadlni.

@ Hexagondlni m¥iz vSak spadd i do hexagonalni soustavy.

e V anglické (i dalsi cizojazy¢né) literature se nékdy vyskytuje pojem
‘krystalova rodina’ (crystal family), kdy trigonalni a hexagonalni
soustavu slou¢ime do jedné hexagonalni ‘rodiny’.

Ddvodem pro to je skute¢nost, ze pro tyto dvé soustavy mizeme (ale ne
vzdy musime) pouzit hexagonalni buriku.

e Pokud je v dané soustavé vice typd mfizi, lisi se
centrovanim, které mize byt prostové, plosné nebo
bazalni.

V pripadé trigonalni soustavy a romboedrické mfrize
potom mluvime o romboedrickém centrovani
hexagonalni mrize, pokud pouzijeme hexagonalni
buriku (viz obrazek hex.romb.c.).
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Krystalografické soustavy

@ Dilivodem zavedeni Bravaisovy bunky je to, ze jeji symetrie odpovida
bodové symetrii pfislusné mfize (coz primitivni burika mnohdy
nespliuje).

@ V pripadé€ hexagonalni mrize neni Bravaisovou bunkou rovnobé&znostén
ale Sestiboky hranol.

e Vypocty elektronové struktury pro periodické systémy provadime
obvykle pro primitivni buriku (kromé pfipadd s defekty).

@ V mezindrodni notaci pro oznacovani mrizek se jednotlivé typy
centrovani oznacuji jako:

e P — primitivni, tj. necentrovand (primitive)
e R — romboedrickd (rhombohedral), tj. také primitivni ale specialniho typu

F — plosné centrovana (face centered)

I — prostorové centrovand (body centered)

A, B, C — bazalné centrované, podle typu stény

D — diagondlni (pro romboedricky centrovanou hexagonalni mfiz)

@ Nyni uz mame vSechny podstatné pojmy a (mezindrodni) symboliku
k zavedeni a popisu prostorovych grup.
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Prostorové grupy

@ Prostorové grupy popisuji translaéni a bodovou symetrii redlnych
krystalovych mrizi.

7 7

e Takové mrize ziskame z geometrickych Bravaisovych mfizi pridanim
hmotné baze tvorené jednim nebo vice atomy ke geometrickym
mfizovym boddm (hmotna béaze je stejnd pro kazdy m¥izovy bod).

@ To, kde se stfetdva geometrie s fyzikou, je vzajemna interakce mezi
atomy, kterd vede na rizné typy meziatomovych vazeb v rdmci
krystalové mfrizky.

A nasledné na rizné typy usporadani atomd v ramci krystalickych
mrizek.

O stabilité dané krystalické mrizky nakonec rozhoduji i termo-
dynamické vlivy (pfes kmity atomu), které pfi vysSich teplotdch mohou
vést na jiny typ atomového usporadani.

Roli mize hrat i tlak, kterému je mfizka vystavena.

@ V pripadé magnetickych latek je nutno uvazit i tzv. magnetické symetrie
(kterymi se zde zabyvat nebudeme).
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Prostorové grupy

@ Provést klasifikaci prostorovych grup podle typu atomové baze je
zdlouhavy proces.

e Takova klasifikace byla dokonéena na konci 19. stoleti (1891-2;
Fjodorov, Schoenflies).

o Kromé Cisté bodovych a translacnich operaci symetrie, je nutno
uvazovat i dalsi prvky symetrie, které jsou ‘smisené’ a kombinuji vlastni i
nevlastni rotace s neprimitivnimi translacemi (posuv o necelociselné
nasobky primitivnich translaénich vektor().

e Takovymi smiSenymi prvky symetrie jsou Sroubové osy (screw axes) and
skluzové roviny (glide planes).

@ Postupem casu se ujala mezinarodni klasifikace prostorovych grup,
kterou zastituje Mezindrodni krystalografickd unie (IUCr;
http://www.iucr.org).

e Existuje i Schoenfliesovo oznaceni (symbol bodové grupy + poradové
Cislo prostorové grupy); pouzivaji se i dalsi typy oznaceni.

e V ramci jedné prostorové grupy mize existovat nékolik ¢i (oc0) mnoho
atomovych usporadani.
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Prostorové grupy

@ Nasledujici tabulka udavd pocty prostorovych grup pro jednotlivé
krystalografické a mrizové soustavy spolu s hlavnim bodovym prvkem

symetrie:

Crystal
family

Crystal
system

Triclinic

Monoclinic

Orthorhombic

Tetragonal
Trigonal
Hexagonal
Hexagonal

Cubic

Required symmetries of point
group
None

1 twofold axis of rotation or 1

mirror plane

3 twofold axes of rotation or 1
twofold axis of rotation and 2

mirror planes.

1 fourfold axis of rotation

1 threefold axis of rotation

1 sixfold axis of rotation
4 threefold axes of rotation

Total

Point
groups

2

Space
groups

2

13

59

68

18

27

36
230

Bravais
lattices

1

Lattice
system

Triclinic

Monoclinic

Orthorhombic

Tetragonal

Rhombohedral

Hexagonal

Cubic
T

itio simulace pro zelené technologie



Prostorové grupy

@ Mezindrodni oznadeni prostorové grupy (PG) se sklada z nékolika znakd

¢i symbol(1):
(6 symbol?) Croy0g03 , (35)
kde C; udava typ centrovani a o1, 02, 03 oznacuji charakteristické
operace symetrie, pricemz o3 nebo i o3 mohou chybét.

@ Takze napt. pro triklinicky krystalovy systém existuji pouze dvé PG:
— P1: primitivni triklinickd mfiz bez bodové symetrie (s identitou),
— P1: primitivni triklinickd mF¥iZ s inverzi (a identitou).

o Tyto PG maji v mezinarodnim seznamu PG (disla 1 a 2; odpovidajici
Schoenfliesovo oznaceni je Ct a C} (C; = S3).

o Dalsim ddlezitym Gdajem o prostorové grupé jsou mozné polohy atoma
v Bravaisové mfizi. Pro triklinické PG to jsou tyto polohy:
- P1: la (z,y,2),
priemz x, y a z jsou frakce (primitivnich) translaci a, b a c;
- P1: 1a (0,0,0), 1b (0,0,1), 1c (0,,0), 1d (,0,0), Le (3,3.0), 1f
(3.0.3), 19 (0.5.), 1h (5. 1. 4), 2 {x.y.2} a {£.9.7);
symboly 1a, 2a, 1b atd. oznacuji tzv. Wyckoffovy polohy v bunce.
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Prostorové grupy

e Pro identifikaci operaci symetrie vypoctem je obvykle dillezitd volba
pocatku souradnic, protoZze na ni zavisi konkrétni tvar translaci a rotaci.

o | kdyz pro PG P1 neni podstatné, kam umistime pocatek souradnic, pro
P1 za po&atek zvolime stfed inverze (viz pfedchozi Wyckoffovy pozice).

@ | jenom kratky prehled 230 prostorovych grup neni dost dobife mozné
provést z diivodu ¢asovych, ukdazeme si pouze nékolik konkrétnich

vvvvvv

o Kompletni prehled je pak na tzv. Bilbao Crystallographic Server
(http://www.cryst.ehu.es/).

e Prehled viech PG je i na Wikipedii (bez velkych detailt)
(https://en.wikipedia.org/wiki/List_of_space_groups).
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Prostorové grupy

o IUCr vydava obsahlé International Tables for Crystallography, pfistup je
vSak placeny; viz http://it.iucr.org/A/ .
Tabulky obsahuji nejen prehled PG, ale dalsi Gdaje a prehledy tykajici se
operaci symetrie krystald a prislusnych grup.

o Cesky server o krystalografii (vyukové texty) se nachazi na adrese
http://www.xray.cz/krystalografie/.

@ Variabilitu krystalovych struktur a s tim souvisejicich prostorovych grup
budeme demonstrovat na tfech zndmych polymorfech (strukturnich
modifikacich) dioxidu zirconia ZrO;:

— monoklinicky, PG #14 (P2;/c) - minerdl baddeleyit, 0-1400 K,
— tetragondlni, PG #137 (P42/nmc) - tetragonalni fluorit, 1400-2600 K,
— kubicky, PG #225 (Fm3m) - (kubicky) fluorit, 2600-3000 K.
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Prostorové grupy

e Kubicky fluorit (viz obrazek) ma 4 atomy 7r a 8
atomd O na Bravaisovu burku.

e Atomy Zr maji kubické okoli (grupa Oy), kdezto
atomy O maji okoli tetraedrické (T}).

@ Primitivni burika ma 1 atom Zr a 2 atomy O. ,
e Prostorova grupa Fm3m (O3) ma bodovou grupu symetrie O,

(s bodovymi prvky symetrie uvedenymi na str. 28).

Operace symetrie PG neobsahuji Zadné ‘smisené’ prvky.
o Obsazené Wyckoffovy pozice jsou nasledujici:

— Zr - 4a (0,0,0), (0,3,3), (3,0,3), (3,3,0)

-0 -se(hhD (4D G ED (33D a

G4 33D 3L 45D _

e Dalsi (nyni neobsazené) Wyckoffovy pozice pro grupu F'm3m jsou 4b,
24d, 24e, 32f, 48¢, 48h, 48i, 967, 96k a 192[, coz je mozno nalézt zde:
http://www.cryst.ehu.es/cgi-bin/cryst/programs/nph-wp-1list?gnum=225 .

@ Pocatek souradnic mizZe byt v libovolném atomu Zr.
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Prostorové grupy

@ Tetragondlni fluorit ma 2 atomy Zr a 4 atomy O na @@
Bravaisovu /primitivni buriku.

@ Obrazek vpravo ukazuje burku s dvojndsobnym
po¢tem atom (porovnej s kubickym pfipadem).

@ Symetrie okoli atomu Zr m3a bodovou grupu Doy, vt
kdezto atomy O maji okoli typu Cy,.

@ Prostorova grupa P4 /nme (D}7) mé bodovou grupu symetrie Dyj,
(s bodovymi prvky symetrie uvedenymi na str. 27).

@ Operace symetrie PG obsahuji ‘smiSené’ prvky: Sroubové osy i skluzové
roviny.

o Nalezeni operaci symetrie je nyni sloZitéjsi nez v pripadé kubického
fluoritu.

@ Sroubové osy maji v mezinarodnim oznadeni tvar: kg,
coz identifikuje k-Cetnou Sroubovou osu rotace s posuvem o frakci f/k
prislusného rozméru bunky podél sroubové osy, f =1,2,... k—1.
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Prostorové grupy

@ Skluzové roviny jsou oznacovany jako a, b, ¢, n, d a e a popisuji
zrcadleni podle urcité roviny nasledované posuvem podél uritého sméru
v této roviné:
—a, b nebo ¢ je zrcadleni podle roviny obsahujici translaéni vektory a, b nebo
¢ a nasledny posuv o 2a b nebo 1 5C v této roviné (osovy skluz).
— n je zrcadleni a posuv o 5 dlagonaly ur¢ité stény/roviny v burice (ahlopfi¢ny
skluz).
— d je stejné jako n, ale posuv nastane o = dlagonaly (diamantovy skluz).
— e je ‘dvojity skluz' (dvé zrcadleni, dva riizné osové skluzy ve stejné roviné).

@ Tzv. Gplny symbol PG je nasledujici: P 45/n 21/m 2/c, coz v prekladu
do jazyka operaci symetrie znamena:
— P - primitivni tetragondlni Bravaisova mfiz;
— 45 /n - identifikuje 4-&etnou Sroubovou osu s posuvem o Zc ve sméru kolmém
na skluzovou rovinu typu n (kolmou na smér ¢);
— 21 /m - 2-&etnd Sroubova osa (podle sméri a a b) kolma na pfislusnou rovinu
zrcadlent;
— 2/c - 2-Cetna rotaéni osa kolm3 na osovy skluz c.
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Prostorové grupy

@ Obsazené Wyckoffovy pozice jsou nasledujici:
- Zr-2a (0,0,0), (3,3,3)
-0 -4d (0,4,2), (0,3,2+ %), (3,0,—2+3), (0,0,—2) (2= 0.05)
e Dalsi (nyni neobsazené) Wyckoffovy pozice pro grupu P4s/nmc jsou
2b, 4c, 8e, 8f, 8g a 16h, coz nalezneme zde:

http://wuw.cryst.ehu.es/cgi-bin/cryst/programs/nph-wp-list?gnum=137&gor=1 .

o Nékteré PG (jako napf. P4s/nmc) maji vice moznosti volby podatku
soufadnic.

@ Rozméry buriky zndmé z experimentu jsou a = 5.10A a ¢/a = 1.01 (pro
buriku na obrazku na str. 46).
V podstaté stejny rozmér (a = 5.12 A) dostaneme pro kubicky fluorit.

@ Monoklinické ZrO, ma ‘nizsi’ symetrii nez kubickd a tetragonalni faze.
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Prostorové grupy

@ Struktura monoklinického baddeleyitu je naznacdena
na obrazku vpravo.

@ Na prvni pohled se podoba kubickému a tetrago-
nalnimu fluoritu (v ¢em?), nicméné jsou zde rozdily.

@ Okoli atomtd Zr a O nem3d tentokrat Zzadné netrividlni
bodové symetrie.

@ Primitivni/Bravaisova buika obsahuje 4 atomy 7r a 8 atomd O.

e Prostorova grupa je P21 /c (C3,) mé bodovou grupu symetrie Cay,
(s bodovymi prvky symetrie uvedenymi na str. 27).

@ Oznacdeni PG neni tfeba komplikované ‘desifrovat’, protoze dilezité
prvky symetrie — 21 /¢, tj. 2-Cetna Sroubova osa kolma na osovy skluz ¢
— jsou evidentni.

e Dalsi netrividlni operaci symetrie je pouze inverze (v jejimz stfedu je
pocatek soufadnic).

@ Obsazena Wyckoffova pozice je pouze jedna

de: (]I,y, Z)' (_'f,y‘i‘%, —Z—l—%), (_-T, —-Y, _Z), ($, —y—i—%,z—i—%)
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Prostorové grupy

@ Je ale obsazena trojnasobné s riznymi soufadnicemi (z,y, z)
pro 1x Zra 2x O:
o (0.27,0.04,0.21) Zr,
e (0.06,0.33,0.35) O(1),
o (0.45,0.76,0.48) O(2).
e Tyto soufadnice jsou zndmy z experimentu, ale daji se i ziskat
optimalizaci rozméri a monoklinického Ghlu buriky (~ 99.2°) zaroven se
souradnicemi atomf.

e Dalsi Wyckoffovy pozice 2a, 2b, 2¢ a 2d pro P21 /c jsou uvedeny zde:
http://www.cryst.ehu.es/cgi-bin/cryst/programs/nph-wp-1list?gnum=14&gua=b

e Dile plati, 7e a = 5.15A a také b/a =2 1.01 a c¢/a =2 1.03, takze bufika
ma vSechny strany témér stejné dlouhé.

@ Objem na ‘molekulu’ ZrO; je nejvétsi ze vSech diskutovanych fazi.

e Ddle je zajimavé se podivat na koordinaci atomi: v kubickém a
tetragonalnim fluoritu maji atomy Zr 8 O v okoli, kdezto v monoklinické
fazi je to pouze 7.
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Prostorové grupy

@ S prostorovymi grupami souvisi i pojem chirality
(pravo- ¢i levotodivosti), coz je spise uz
topologicky pojem.

Existuje 11 pard PG (napt. P3121 a P3521),
které popisuji symetrii v P- a L-'fazich’ dané
latky.

Znamym prikladem je a-kfemen (na obrazku).  Left-handed  Right-handed

@ Zajimavy je i pohled na statistiku jednotlivych PG v databazich
krystalovych struktur.

@ Podle Gdaji na zadatku roku 2015 bylo v Cambridge Structural
Database ca 750 tisic zdznama struktur (s plné identifikovanou PG)
a z toho bylo
34.6% PG P2 /c,
24.4% PG P1,
8.3% PG C2/c,
P2,2,21, P2y, Pbca, Pna2,, Pnma, Cc, atd. (< 1%).
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Prostorové grupy

@ Poznamky:

Ne vSechny operace symetrie dané mfize v rdmci urcité PG spadaji do PG
(napf. to mohou byt operace symetrie okoli Wyckoffovych (atomovych)
poloh).

Na vizualizaci operaci symetrie PG je vhodny program SGV (Space Group
Visualizer), ktery se dal ziskat na adrese http://www.spacegroup.info/.

Existuje i inverzni problém: mame urcité usporadani atoma v krystalu a radi
bychom zjistili prostorovou grupu a operace symetrie mtize. Lze pouzit
aplikaci FINDSYM na strance
https://stokes.byu.edu/iso/findsym.php.

V poditaci mizeme ‘vyrobit’ (nebo si i vymyslet) mnoho krystalovych
struktur (sloucenin), které experimentalné nebyly nalezeny.

Na druhé strané mazeme hledat vypoctem struktury/slouéeniny s
pozadovanymi vlastnostmi a pak se je pokusit vyrobit i v realité.

Z experimentalniho hlediska difrakce (rentgenovd, elektronova, neutronova)
slouzi k experimentdlnimu urceni struktury krystalickych PL (ale nejenom
krystali).
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Prostorové grupy v dalSich dimenzich

@ Pojem prostorové grupy se vztahuje i na prostory dimenze jiné nez 3,
coz dokumentuje nasledujici tabulka.

dimenze kr.tfidy Br.mfize pr.grupy
1 2 1 2
2 10 5 17
3 32 14 230
4 271 74 4894
5 955 189 222097
6 7103 841 28927915(+)

e V 1D pripadé dostaneme trividlné dvé PG (s inverzi a bez inverze).

@ Pro 2D prostor je PG uz 17 a jsou stru¢né popsany na strance:
https://en.wikipedia.org/wiki/Space_group#Table_of_space_groups_in_2_
dimensions_.28wallpaper_groups.29

@ Pro 4D a vice dimenzionalni prostory je badani jisté zajimavé, ale bez
zfejmych aplikaci pro PL.
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© Reprezentace grup
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Co je to reprezentace grupy

Vyse (str. 6 a 10) jsme diskutovali reprezentace spojité transla¢ni a
rota&ni grupy pomoci unitarnich operatorii (T'(Ax) a R(Ap,w)).
Obecné je reprezentace néjaké grupy libovolné zobrazeni grupy na
matematické objekty, které zachovava grupovou operaci.

Takové zobrazeni mize byt homomorfni nebo izomorfni (zachovava ¥ad
grupy).

V kvantové fyzice se asto pouziva zobrazeni grupy (symetrie) na
unitarni matice (s grupovou operaci ndsobeni matic).

V Casti o Blochové teorému jsme definovali translacni operatory Tn(kz)
které realizuji (periodickou) translaci o vektor R,, = nja+nab+nsc,
co? jsou vlastn& 1D unitarni matice s vlastnimi &isly €% Fn | které
reprezentuji grupu translaci.

DalSim ptikladem je konecné dimenziondlni podprostor Hilbertova
prostoru, kde urité operatory mlizeme vyjadfit pomoci matic (nap¥.
hamiltonidan, moment hybnosti), které pak komutuji s maticovou
reprezentaci grupy symetrie na tom samém podprostoru.
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Reducibilni a ireducibilni reprezentace

@ Maticova reprezentace I'g grupy G se nazyva fi® ° o°
ireducibilni (nerozloZitelnd), pokud ji nelze [ o s o |
maticovou operaci podobnosti (AmA~!) rozdélit [ i 1
na dva nebo vice diagondlnich blokd (stejnych pro “n,‘ o o | e il‘z‘l

vSechny prvky m € I'g). fomced Ji

@ V pripadé reducibilni reprezentace tomu je naopak (VIZ obrazek; oblasti
‘O’ obsahuji samé nuly).

@ Z matematického hlediska je mozné provést rozklad dané reprezentace
na ireducibilni pomoci zavedeni tzv. charakteru reprezentace a ‘projekci’
dané reprezentace na znamé ireducibilni reprezentace dané bodové
grupy.

@ K teorii reprezentaci bodovych grup pfispél vyznamné némecky
matematik F.G. Frobenius (na konci 19. stoleti).

e Charakterem prvku m(g) € I'g (unitarni reprezentace) prvku grupy
g € G se nazyva stopa matice m(g):

x(m(g)) = Trm(g). (36)
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Rozklad reducibilni reprezentace

@ Pokud je unitarni reprezentace I'g ireducibilni, potom
> X (m(g) x(m(g) =Y [x(m(9))I* = 1G], (37)
=Y 9€g
kde |G| je Fad grupy G.

e V pripadé reducibilni reprezentace bude souéet (37) celodiselnym
nasobkem |G]|.

@ Charakter prvki reprezentace grupy je invariantni vaci podobnostni
transformaci.

@ Pro rozklad reducibilnich reprezentaci je dilezity pojem tfid prvkd grupy.

@ Tridou prvkl grupy rozumime podmnozinu grupy, ve které jsou prvky
sdruzené, tj. svazané podobnostni transformaci.

e Napriklad pro oktaedrickou grupu O (432) existuji nasledujici tfidy:
E (jednotkovy prvek), 8C5 (rotace o 2m/3 kolem 8 trojéetnych os), 6Cy
(rotace o 27/4 kolem 6 Ctyféetnych os), 3Cs (rotace o 27/2 kolem 6
dvoucetnych os) a 6C% (rotace o 27/2 kolem jinych 6 dvouletnych os).
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Rozklad reducibilni reprezentace

o Diky tomu, ze podobnostni transformace neméni stopu matice, vSechny
prvky dané tridy maji stejny charakter.

@ Pro konecné grupy se ustalilo nasledujici oznaceni ireducibilnich
reprezentaci (podle R.S. Mullikena; existuji vSak i dal$i notace):

e 1D: A nebo B (x(4) =1, x(B) = —1);
e 2D: E; 3D: T; 4D: G, 5D: H.

e Dalsi specifikace (indexy, exponenty, ¢arky atd.) téchto symbold je
mozné nalézt napf. zde:
http://www.pci.tu-bs.de/aggericke/PC4e/Kap_IV/Mulliken.html .

o Tabulky charakter( reprezentaci bodovych grup potom udavaji
charaktery trid dané grupy pro jednotlivé ireducibilni reprezentace.

o Tyto tabulky je mozné nalézt i na internetu:
https://en.wikipedia.org/wiki/List_of_character_tables_for_
chemically_important_3D_point_groups nhebo
http://gernot-katzers-spice-pages.com/character_tables

e Tabulky pak obsahuje i program Wolfram Mathematica (viz funkce
FiniteGroupData).

NFPL220 Ab-initio simulace pro zelené technologie


http://www.pci.tu-bs.de/aggericke/PC4e/Kap_IV/Mulliken.html
https://en.wikipedia.org/wiki/List_of_character_tables_for_chemically_important_3D_point_groups
https://en.wikipedia.org/wiki/List_of_character_tables_for_chemically_important_3D_point_groups
http://gernot-katzers-spice-pages.com/character_tables

Rozklad reducibilni reprezentace

@ Danou reducibilni prezentaci I'g pak rozlozime na ireducibilni (X) podle

vztahu
|g| > XX m(g)), (38)
geg
kde n(X) je ndsobnost (> 0) dané ireducibilni reprezentace X v
prezentaci I'g (x(X(g)) je charakter prvku g v reprezentaci X).

e Pokud uvazime existenci grupovych tfid, neni nutné scitat pres vSechny
prvky grupy ale pouze pres tfidy s uvazenim poctu prvkl v dané tridé;
to pravé usnadnuji tabulky charakter( ireducibilnich reprezentaci
(¢lenéné podle tfid).

e Poznamka: Vztah (38) evokuje pfedstavu skalarniho soucinu dvou
vektorll xx a xp normovany na jeden prvek grupy (analogie vSak neni
dokonald).

@ Z vlastnosti grup, charakter(i a unitarity matic dale vyplyva, Ze tabulky
charaktert ireducibilnich reprezentaci jsou ‘ortogonalni’ podle radka
(nelze zprojektovat jednu ireducibilni reprezentaci na jinou) i podle
sloupct (7).

NFPL220 Ab-initio simulace pro zelené technologie



Charaktery tfid grupy Oy,

@ Jako priklad nasledujici tabulka obsahuje charaktery tfid pro jednotlivé
ireducibilni reprezentace grupy Oy, (m3m) &len&né podle tFid:

Oh| E 8c, 3c, 6C, 6C. i

i 8S, 36, 6S, 6¢6
h 3 Y%7 0%y 0% 6 % °°s "%

k=48

Alg 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
A2g 1 1 1 el -1 1 1 1 -1 -1
Eg 2 -1 2 0 0 2 =il 2 0 0
Tlg 3 0 =il 1 -1 3 0 =il 1 -1
ng 3 0 el el 1 3 0 el -1 1
A 1 1 1 1 I s T |
Az 1 1 1 -1 -1 -1 -1 -1 1 1
E, 2 -1 2 0 0 —2 1 =2 0 0
Tiy 3 0o -1 1 -1 -3 0 1 -1 1
Ty, 3 o -1 - 1 -3 0 1 1 -1

1, 2 v symbolu reprezentace indexuji zménu znaménka vinové funkce
indexy u a g znamenaji gerade (sudy) a ungerade (lichy), x(i) = £n
@ Grupa Op ma celkem 10 ireducibilnich reprezentaci:
4x 1D, 2x 2D, 4x 3D.
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Stépeni hladiny d-elektronii v oktaedrickém poli

e UvaZujme slupku d-elektront v atomu (bez spinové polarizace), ktery je
soucasti molekuly nebo pevné latky, pricemz okoli atomu ma
oktaedrickou/kubickou symetrii popsanou bodovou grupou Oy,.

@ Na prostoru stavil d-elektrond, ktery je v pripadé sféricky symetrického
potencidlu popsana vinovymi funkcemi Vo (1) = Rua2(r) Yom (7/7)
(n>3,m=-2,-1,0,1,2).

@ Téchto 5 stavl je dale vystaveno plsobeni potencidlu s
oktaedrickou/kubickou symetrii, takze mizeme provést projekci
takového potencialu (i celého hamiltonidnu) na 5D podprostor tvoreny
funkcemi Y0, (7).

@ Na tomto 5D prostoru musi 5D matice reprezentujici operace symetrie
(Op) okoli uvazovaného atomu komutovat s hamiltonidnem.

@ Nejdrive bychom tedy méli nalézt popsané matice, které budou 5D
reprezentaci grupy Op.

@ | kdyz existuji rlizné zplsoby konstrukce reprezentaci, miizeme vyuZzit jiz
dive odvozeny vztah (19) pro operator rotace R(Ay,u) kvantového
stavu v 3D prostoru.
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Stépeni hladiny d-elektronii v oktaedrickém poli

@ Do vztahu (19) vstupuje i orbitalni moment hybnosti I pro d-elektrony, ktery si
vyjadiime také pomoci 5D matic, takze napr.

o 1 o0 0 O
2 -2 0 0 0 O
3
~ 10\/;00 R 0 -1 0 0 O
l./h— o /& o /3 of nebo I./n— 0 0 000
3
0 0 i oo o1 0 0 0 0 2
o o o 1 O

(39)

@ Prakticky vypocet podle vztahu (19) neni pfimocary (vyZaduje exponencidlni
rozvoj), ale je realizovatelny (napf. s pomoci programu Wolfram Mathematica).

@ Rovnice (19) popisuje pouze vlastni rotace.
Grupa Oy, obsahuje inverzi, kterou miizeme reprezentovat matici —I5 (I je
jednotkova matice 5 x 5).
Zrcadleni podle urcité roviny pak reprezentujeme v exponentu operatoru
R(Agp,u) (viz vztah (19)) jako sougin —C I, kde Cy — wu-l/h je matice
reprezentujici rotaci o m kolem osy u kolmé na stejnou rovinu (coZ je vlastni
rotace).
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Stépeni hladiny d-elektronii v oktaedrickém poli

@ Takto Ize zkonstruovat celou pozadovanou 5D reprezentaci grupy Oy,
(resp. diagondlni prvky matic) a vypocist charaktery prvki (nebo tfid).

@ K jejimu rozkladu na ireducibilni reprezentace pouZzijeme vztah (38).
o Vysledek je ten, ze
Lo, = E; ® Ty, (40)
kde symbol @& oznacuje ‘soucet’ reprezentaci £, a 15, (viz tabulka na
str. 60), tedy 2D a 3D reprezentace.

@ Ddsledek je ten, Ze se prislusnd hladina energetickd hladina d-elektroni
v oktaedrickém poli (O},) rozstépi na dublet a triplet, jak to je
naznaceno v obrazku.

e Symboly d,y, dy., ... odpovidaji vy
Ve, s . P s . ; ’
uréitym linedrnim kombinacim Energy S
sférickych harmonik Y5, a N
(v as . N
vytvéreji bazi v daném Fa—.
podprostoru. Octahedral
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Pozndmky o teorii reprezentaci

@ Vyse uvedeny postup se hodi k popisu stavil v molekulach nebo efekti
krystalového pole v PL.

@ Pokud se vratime k symetriim a jejich vyznamu, tak to, ze néjaky
operator komutuje s hamiltonidanem, znamenalo zachovani urcité veli¢iny
(hybnost, moment hybnosti atd.).

@ To, ze s hamiltonidnem komutuje urcitd grupa operatorll reprezentujici
operace symetrie, znamena, ze se zachovdva symetrie, ale také, ze
Stépeni urditych hladin ma stejny typ (nap¥. dublet a triplet) nezdvisle
na detailech systému, coz je vlastné také zachovani urcité ‘veliciny'.

@ Teorie grup a jejich reprezentaci je na prvni pohled abstraktni a
odtazitd, ale umoznuje chdpat kvantové systémy i z jinych hledisek
(symetrie) nez &isté fyzikalnich.
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Pozndmky o teorii reprezentaci

@ Na druhé strané€ nejednotnost v symbolice a nevyjasnénost nékterych
definici zplsobuje urcité problémy pfi studiu a aplikacich; nékdy se
lidové mluvi o character table hell.

o Napriklad cyklickd grupa Cs ma podle nékterych tabulek charakteri tfi
(1D) ireducibilni reprezentace a podle dalSich tabulek dvé ireducibilni
reprezentace (1D+2D). Pokud m3 dand reducibilni reprezentace stejné
(redIné) charaktery pro prvky Cs a C3, vypad4 to na prvni pohled tak,
ze prvky C5 a C’§ tvori jednu tfidu prvkd (i kdyz je nelze svéazat
podobnostni transformaci).

Nicméné uvadéna 2D ‘ireducibilni’ reprezentace ma svilj vyznam, protoze
pro nékteré aplikace staci rozlozit uvazovanou reducibilni reprezentaci
na soucet 1D a 2D reprezentaci. Napriklad pro vySe studovany pripad
d-elektronti s funkcemi v,,2,, bychom dostali, ze singlet odpovida stavu
p20 a dva dublety linedrni kombinaci stavll ¥,241 a Ynoto .
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