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dni Gvahy

@ Objasnili jsme si teorii funkcionalu hustoty a z ni vyplyvajici
Kohnovy-Shamovy rovnice.

o Ukazali jsme si nékteré Casto pouzivané vyménné-korelacni funkcionaly.

o Miizeme tedy v principu prikrocit k praktickym vypoctiim pro konkrétni
materidly (& PL).

o K tomu vsak potfebujeme védét, jaké mozZnosti mame a jaka je
nejvhodnéjsi metoda pro nas ucel.

@ Metod je veliké mnozstvi a lisi se ve fyzikalnim principu, presnosti,
efektivité, vypocetnich narocich, numerické implementaci, ale také
oblibenosti mezi védci ¢&i urcité eleganci s jakou je prezentovana (&i
odvozena).

@ Nejlepsi je mit svou vlastni metodu ...
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Rozdéleni vypocetnich metod

@ V zadsadé existuji dva pristupy k feseni KS rovnic:
e rozvoj KS orbitali do vhodnych bazovych funkci anebo
e YeSeni KS rovnic pfimo ve 3D prostoru (3D mfiz).

e Dale zalezi na tom, zda bereme v Gvahu vechny elektrony (all electron)
a nebo jen pasové elektrony (pseudopotenciél, pseudopotential).

o Existuji také metody bez KS orbitald (orbital free DFT), kdy
minimalizujeme funkciondl E[n] pfimo vzhledem k elektronové hustoté
(optimalizace struktury PL).

e Kdyz ziskdme hustotu n (n4, n;) mizeme v principu uréit kazdou
fyzikalni charakteristiku studovaného systému v zakladnim stavu (viz
HK teorémy).

@ Existuji i metody vypocétu ES pomoci postupil zalozenych na teorii pole
(Greenovy funkce, druhé kvantovani).
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e Z vypocCtu mizeme ziskat mnoho fyzikalnich veli¢in.
@ Neékteré z nich jsou v principu porovnatelné s experimentem.

@ Jiné tézko anebo vibec.

o M¥izové parametry pro pevné latky se daji spoclitat i namérit celkem
snadno, takZe porovnani vypoctu (teorie) s experimentem je celkem
primocaré (pozor ale na rozdilné teploty).

@ V pripadé relaxace atomi v okoli vakance v kovech je to daleko
obtiznéjsi.
e Vypocet neni obtizny (relaxace atomovych poloh).
o Z experimentalniho hlediska pravdépodobné neexistuje pfima metoda na

zjisténi relaxaci v okoli (izolované) vakance (kromé povrchii, kde je mozné
pouzit STM).
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Pozitronova anihilace mize pomoci, protoze velikost relaxace ovliviiuje
délku doby Zivota zachycenych pozitron(.

o Na druhé strané zachyt pozitronu ovlivni velikost relaxaci.

e V soucasné dobé neni ovsem k dispozici realisticky korelacni potencial pro
pozitrony, ktery by tento efekt mohl kvantifikovat s dostate¢nou presnosti.
Experimentalné mize byt problém v tom, ze pozitrony ‘vidi’ i dalsi
defekty.

@ Pouceni z toho plyne, Ze vypocet musi byt relevantni, tj. spravné
reflektovat experimentalni situaci (vim, co pocitam).

@ Experiment by vSak mél produkovat vysledky, které mohou byt
porovnany s vypoétem /teorii (vim, co méFim).
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Jednotlivé kroky pri feseni KS rovnic

© Startovaci hustota (a potencial)
Volba sité k-bodl v reciprokém prostoru

Reseni Poissonovy rovnice a uréeni Vou (pokud neni zndm z bodu 1)
a Ve
Cyklus pres k-body

e Sestaveni KS hamiltonianu

o Diagonalizace hamiltonidnu (nalezeni vlastnich stavi a energif)

Urceni Fermiho energie a nové hustoty

(Vypocet pro elektrony vnitfnich slupek)

Mixovani staré a nové hustoty

Test selfkonzistence (konec vypoétu anebo pokraovani bodem 3)

© 0

©

000

@ O opakovani operaci mezi body 3 — 8 hovorime jako o selfkonzistentnim
cyklu.

@ Po skonceni vypocltu mizeme urcit celkovou energii a dalsi vlastnosti.

e Je mozné vypocdist sily na atomy a optimalizovat strukturu (v sérii
dalsich vypoctu).
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e Metody zaloZené na bazovych funkcich
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Obecny postup

o Bazové funkce by mély byt z hlediska efektivity vypoctu bud né&jakym
zplsobem pfizpdsobeny danému systému/PL (napf. atomové orbitaly) a
nebo by mély byt hodné jednoduché (napt. rovinné viny).

e Dalsi moznosti je kombinovat oba pfistupy, tj. rozdélit systém na
oblasti, kde pouzijeme stfidavé funkce prizplisobené a jednoduché, které
jsou urcitym zpasobem ‘pfidruzené’ k funkcim prvniho typu.

@ Pokud uvazime Blochiv teorém, miZzeme jako bazové funkce pouzit
Blochovy viny.

@ Vhodna volba bazovych funkci zadsadnim zplsobem ovliviiuje
numerickou dcinnost vypoctu elektronové struktury.

@ Bez ohledu na typ zvolenych bazovych funkci je postup nésledujici:
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Obecny postup

@ Pro kazdy zvoleny k-bod z reciprokého prostoru (prvni Brillouinovy
zény) vezmeme sadu (normalizovanych) Blochovych vin

dik(r) = @ik"’ujk(r) pro j=1,..., M. (1)

© Resime KS rovnici, ktera se pro Blochovu vinu (1) = e Tuy(r)
redukuje na k-p-rovnici

Hyug(r) = e(k)ug(r) . (2)
© wuy(r) si rozvineme do fady pomoci funkci i, s koeficienty cjg, tj.
uk(r) = 324 cjrujn(r). (3)

© Pokud si oznacime H g, = <uqk|Hk|usk> a Sgsk = <uqk]u5k> a
zavedeme odpovidajici matice { Hysk} — Hg a {Sysk} — Sk, dostaneme
misto diferencialni k-p-rovnice zobecnénou rovnici na vlastni ¢isla

HxCr = €(k) SkCk, (4)

kde vektor Cy, je vytvoren z koeficienti cji.
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@ Poznamky:

e Pro kazdy k-vektor mizeme mit ponékud odliSnou velikost baze.

e Matice Si se nazyva prekryvovad matice. Pokud jsou funkce u;g
ortonormalni, je S jednotkova matice a problém na vlastni Cisla je
jednodussi.

e Mnohdy neni tfeba najit vSechny vlastni stavy a energie odpovidajiciho
problému na vlastni Cisla, ale pouze tolik, abychom mohli zaplnit
elektrony stavy az do Fermiho energie.

o Na efektivni feSeni problému na vlastni Cisla pro velké matice existuji
specialni numerické algoritmy.

(S nadsazkou lze ¥ici, Ze to je také celéd véda.)

o Velikost matic se pohybuje v zavislosti na typu bazovych funkci a poctu
atomi v bunice od nékolika desitek do nékolika desitek tisic.

o Cas nutny k nalezenf{ vlastnich energii a stavii obvykle nariista s velikosti
matice jako M,f az M,i’ coz neni prilis uspokojivé.

e V priibéhu selfkonzistentniho vypoctu se mohou (ale nemusi) bazové
funkce ménit.

@ Nasledné uvedeme jeden pfiklad metody zalozené na bazovych funkcich.
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Metoda LAPW

o LAPW znamena linearized augmented plane wave neboli ‘linearizovana
pridruzena rovinna vina'.
o Metoda LAPW je implementovana v programovém baliku WIEN2k,
ktery je dostupny na KFNT.
@ Princip metody LAPW spociva v rozdéleni krystalu na dvé disjunktni
oblasti:
e MT: sféry v okoli atomovych jader (zahrnujici podstatnou ¢ast
elektronového obalu atomi) a
e IS: oblast mezi témito neprekryvajicimi se sférami, tj. intersticialni
prostor.

~_— ~

e V oblastech MT (muffin-tin) maji bazové
> funkce podobny charakter jako v atomech

< (viz nize).
e V oblastech IS (interstitial) jsou bazové

“ | N
g\f funkce rovinné viny.
Iaze wav{z o Na povrsich MT sfér jsou oba typy funkci

spojité napojeny véetné derivaci.
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Metoda LAPW

@ Elektrony vsech atomi si rozdélime na vnitfni a pasové podle velikosti
jejich energie v izolovanych atomech

@ Obvykla energie pro takové rozdéleni je v intervalu —50 az —100 eV,
pficemz zalezi na typu atomd.

@ Vnitrni elektrony jsou jen trochu ovlivnény okolim, takze je povaZujeme
za lokalizované a Fesime pro né pouze radialni Schrédingerovu rovnici a
predpokladame, Ze na povrchu MT sfér jejich vinové funkce vymizi
(takze je nepotfebujeme napojovat na rovinné viny).

@ Pasové elektrony maji nenulovou pravdépodobnost vyskytu v celé burice,
takZe musime uvazit i jejich chovani v intersticialni oblasti.

@ Jednotlivé MT sféry pro vSechny atomy si oznaéime MT* pro
a=1,2,...., N, (N, je poCet atomi v burice).
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Metoda LAPW

@ Obecny matematicky LAPW zapis bazové funkce pro pasové elektrony
je pak nasledujici

- % elhnT rels
St (AT ot (ras B+ By o (ras ) Yim(22) - € MT?,

(5)
kde

-k,=k+ K, a K, = n1bi+nsbs+nzbs je mrizovy vektor z
reciproké mfize (n = (n1,n2,n3));

-1y =7 — R, a R, uruje polohu jadra atomu a, 74 = |7 — R,
(MT® je centrované v bodé R,);

— v*(rq;Eyp) je YeSeni radialni Schrédingerovy rovnice pro zadané «, [ a
E}*, pricemz potencial je sféricky vystfedovany pro kazdé o;

0P (ro;Ef) = v (ra;E)/aE]E:Ela , tj. energetickd derivace vy,

— ) je objem bunky.
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Metoda LAPW

e Jako L}* jsou obvykle voleny stfedy energetickych pasii pro dany atom
« a orbitalni charakter [ (nap¥. pro Al jsou relevantni parametry pro
pasy 3s a 3p; elektrony 1s, 2s a 2p jsou povazovany za vnitini).

@ Radialni funkce v}* jsou normalizované uvnitt MT® s polomérem Ry
Ra
na 1 (fo M drr2[vf(r)]? = 1).
. . . .. (RS 9 .
@ Zaroven jsou funkce vf* a vf* ortogonalni, tj. [y ™ dr revf*(r)of(r) = 0.

@ Pro plynulé navazani funkci ¢, (r) mezi MT a IS oblastmi pouzijeme
rozvoj rovinné viny do sférickych harmonik:

0o l
T = dm Y 3 Wik )i (/Yo (r/1). (©)

kde j; jsou sférické Besselovy funkce (prvniho druhu), |k| =k a |r| =,
k/k a r/r jsou jednotkové vektory ve sméru k a r.
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Metoda LAPW

@ Pokud bychom nyni provedl|i takové navazani prakticky s pouzitim
algebraickych dprav (a derivace ¢y, (r) v oblastech MS a IS), dostali
bychom nésledujici vztahy pro koeficienty A a B:

AZFn — ygileiBakny (ke /k,) [ (WVQ) x (7)
(6 (Rt 57 (en Bizy) — 0% (R) (ki Ry |

X

Blkr — 4gileiBeakny (K, /kn)/(WVQ) x (8)
[0 (i) G (kn Riyy) = of* (Rixe) 51 (kn Ry

X

s Wronskianem
W =0 (Ryr) v (Ryur) — v (Rir) 9% (Rye) - (9)

@ V rovnicich (7), (8) a (9) jsme zkratili zapis vj*(ro;Ef) na vi*(ra);
podobné pro v;* a derivace obou funkci podle r.
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Metoda LAPW

@ Rozvoj (6) mé oo ¢lend, nicméné v praktickych vypocltech se musime
omezit na rozvoj do néjakého konecného l,;,4.; pro LAPW bazi obvykle
Imaz = 10 — 12,

e Funkce v; (a ©;) pro I > 4 nemaji mnoho fyzikalniho smyslu, ale rozsifuji
‘schopnosti’ baze vystihnout realitu.

@ Obrazek demonstruje LAPW bazové funkce v Cu (zobrazeno je
|pro (1)|% v roving {110} pro dva riizné k-body):

A b

Figure 8. Square of the LAPW basisfunction generated for G = 0 and k at the origin (T-point) (left) and
boundary (M-point) (right) of the Brillouin zone of a 3-layer thin film of Cu(100). The cuts are taken in the
{110} plane. The basisfunctions are optimally suited to represent 4s states of Cu (left) and 4p states (right).
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Metoda LAPW

@ Kromé omezeni na l,,,4, existuje i omezeni na rozsah vektori K, v
reciprokém prostoru.

@ Obvykle se rozsah stanovuje podminkou

min, { Ry, } max,{ Ky} = Ck,

kde konstanta Ck je v rozmezi 6 — 10 v zavislosti na studovaném
systému a pozadované presnosti vypoctu.

@ Analogicky k reprezentaci bazovych funkci rozvijime i potencial a
hustotu.

@ Pro elektronovou hustotu tedy mame

YK, n,,e&mr rclS
n(r) = (10)
v ()Y (r/r) re MT.
V tomto vztahu jsou koeficienty ng,,, a radidlni funkce n¢,, ()
Fourierovymi a LM komponentami rozvoje hustoty.
@ Pro potencidl mame stejny rozvoj, kde jsou veli¢iny ng,, a n¢,,(r)
nahrazeny Vi, a V(7).
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Metoda LAPW

o Jelikoz neméa potencial zadné tvarové omezeni, nazyva se podobny
pristup “full potential” a celd metoda pak ‘full potential LAPW’
(FPLAPW).

@ To je relativné velkd vymozenost, protoze v pocatcich vypoctl
elektronové struktury se Casto pouzivaly aproximace, kdy rozvoj (10) byl
omezen v obou oblastech pouze na prvni ¢len (Vo a Vo(r), tj. tzv.
“muffin-tin” aproximace).

e Pfesto je nutné rozvoj (10) omezit; typicky je maxy, [Km,| ~ 12 a
Lmaz’ = 6.

@ Vétsina studovanych systémi ma néjakou bodovou symetrii a z toho
plyne dalSi omezeni na rozvoj > ;s ... a nékteré ¢leny vypadnou.

o Napriklad pro atom s kubickym okolim je nutno uvazit pouze cleny Vo,
Va0, Vata, Vso a Vo4 (ve vhodné soustavé soufadné), coz snizuje
nezanedbatelné slozitost vypoctu.
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Metoda LAPW

o Priklad: TbNis — vypocet elektronové struktury, hustoty stavi a urceni
Fermiho plochy pomoci metody FPLAPW (PRB 74 (2006) 094419).

o Elektronova struktura pro feromagneticky stav:
0.7

oss| | \ /

e
=N
=N

Energy (Ry)

=)
@
r

x
)

0.6

M r K M L H A

—

Krystalova struktura stejné jako pro PrNis, kov, 4f stavy jsou vnitfni
(core), vliv spinové polarizace je patrny.

Magneticka struktura je slozita: feromagneticka nebo spiralova (zavisi
na teploté).
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Metoda LAPW

o Hustota stavil pro feromagneticky stav:

DOS (states/Ry)
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magnetismu od d stavl je maly, magnetismus pochazi
od 4f elektroni.

Energy (Ry)
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Metoda LAPW

@ Fermiho plocha pro paramagneticky stav:

Intermetalické slouceniny 4 f prvki mohou mit velice zajimavé tvary
Fermiho ploch.
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Metoda LAPW

o LAPW je jedna z nejpresnéjsich metod vypocltu elektronové struktury a
souvisejicich fyzikalnich vlastnosti.

o LAPW je vSak vypocetné velice ndroénd metoda obzvlasté v provedeni
FPLAPW.

o Na svété existuje vice implementaci FPLAPW: WIEN2k, EXCITING, Elk
a dalsi vice ¢i méné ‘privatni’ implementace.

@ V poslednich ca 15-20 letech byla metoda LAPW dale vylepSovana:
— Castecny prechod k APW bazi (Bﬁ;f" =0),
— zavedeni tzv. lokalnich orbitald,
coz vypocetni naro¢nost ponékud sniZilo bez omezeni presnosti.

@ V dnesni dobé FPLAPW umoznuje provadét i ab initio molekularni
dynamiku.

o Pokud je treba vyssi rychlost i vyssi efektivita, je nutno pouzit jinou
metodu.
e Jednou z moznosti jsou metody zalozené na pseudopotencialu (PP).
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Pro¢ pseudopotencial?

@ R{zné metody vypoctu elektronové struktury pouzivaji slozité funkce a
manipulace s nimi je slozitd (napf. pocitani maticovych elementd
hamiltonianu).

@ Naproti tomu s rovinnymi vinami se pracuje velice jednoduse.

@ Problém je v tom, Ze na
reprezentaci vinovych funkci
kolem jader, kde ma
potencidl singularitu typu
—Z/r, bychom pottebovali
velké mnoZzstvi rovinnych
vin.

w(r)

@ Obrazek pro dokumentaci
ukazuje radidlni vinové
funkce v atomu stfibra. 00 10 20 30 40 50 60
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Pro¢ pseudopotencial?

@ Regeni spodiva v tom, Ze vyrobime potencial (= pseudopotencial), ktery
nema singularitu v poc¢atku (je ‘hladsi’), coz povede i na hladsi (méné
oscilujici) vinové funkce v okoli polatku.

@ Nicméné zaplatime za to urcitou ztratou presnosti a tim, Ze v blizkém
okoli jader nebudou takové vinové funkce (= pseudo vinové funkce)
realistické.

@ To dokumentuje nasledujici schematicky obrazek:

Figure 3.2: Schematic diagram of the relationship between
all-electron and pseudo- potentials and wave-functions.
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Konstrukce pseudopotencialu

@ Zacneme atomem, ktery ma hamiltonian ﬁa a vnitfni elektrony
popsanymi vinovymi funkcemi |y;) a energiemi E;.

@ Stav néjakého valenéniho elektronu si oznadime [¢)) a pokusime se
zkonstruovat ‘pseudo-stav’ |¢) podle predpisu

) =le) + D ailxa), (11)

1Ecore

tj. jako bychom odecetli nehladké funkce od |v).

o Jelikoz |1)) musi byt ortogonalni ke véem |x;), plati
0= (alv) = (xile) + ai, (12)
pokud uvazime (11).
o Mizeme tedy psat, Ze

W) =1le) = > Oaledlxa) - (13)

iE€core
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Konstrukce pseudopotencialu

e Pokud nyn{ dosadime do Schrédingerovy rovnice H,FE = E)
dostavame

Hilo) = > Eilxilo)lxi) = Ele) — E > (xile)xi).  (14)

iE€core iE€core

@ Tuto rovnici mizeme dale pfepsat do tvaru

Holo) + Y (E— E)(xile)lxi) = Ele), (15)

i€core
coz dale prepiseme jako
Ho+ Y (E—E)lxi)(xl| le) = Elg), (16)
i€core

a tato rovnice uz svym tvarem ptipomind Schrédingerovu rovnici.
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Konstrukce pseudopotencialu

@ Pokud si dale rozepiseme H, =T + V, a oznacime

Vo= > (E—E)lxi){xil, (17)

iEcore

mizeme definovat operator pseudopotencialu
Vs = Vo + Vi - (18)
@ Rovnice (16) pak prejde do pozadovaného tvaru
(T + Vis)lp) = Elg) - (19)

@ Operator V,,; je nelokalni, coz vidime dobfe ze soufadnicové reprezentace

Vo) = (rlVialio) = Y (B = Balr) [ dr' xi(r)g(r')  (20)

iE€core

a v disledku toho je i Vps nelokalni.
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Konstrukce pseudopotencialu

o Potencial V,;; je 'lokalizovan’ v oblasti vnitfnich elektrond, je odpudivy a
vyrusi ¢ast silného coulombického potencialu jadra (obsazeného ve V).

@ Tim se vysledny potencial V, + V,;; stane hladsim.

e Dale vidime, Ze ‘pseudo-stav’ |p) ma stejnou energii jako skuteény stav
|1) (coz byl i zamér).

e Pokud atomy interaguji, energie vlastnich (valen¢nich) stavi se zméni,
ale pokud tato zména 0F < E — FE;, mizeme ve Vi ponechat pivodni
E (viz (17)) a bude to stale rozumné aproximace (nebot obvykle
E—-E;, ~-FE).

@ To tedy byl stru¢ny Gvod do konstrukce pseudopotencialu.

@ Zkonstruovat fungujici pseudopotencial je netrividlni problém a existuje
mnoho rdznych pfistupti: ultrasoft (ultra mélké?), norm-conserving
(zachovavajici normu), PAW = (projected augmented wave), atd.
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Vypocty pomoci metody pseudopotencialu

o Bazovymi funkcemi pro vypocty s pseudopotencidlem jsou rovinné viny

(eikn'T/\/ﬁ).
e Cim je potencial ‘mékéi’, tim méné rovinnych vin je potieba.

@ Je nutno zadit s vhodnym potencidlem, tj. otestovat si ho, aby daval
prijatelné vysledky pro studovany systém, napf. porovnanim s all
electron metodou.

@ Existuje mnoho kédi pro takové vypoclty: VASP = Vienna ab initio
simulation package (Rakousko), ABINIT (Belgie), SIESTA (Spanélsko),
QuantumEspresso (Itélie), . ..

@ Obecné jsou PP kédy vhodné na relaxace struktur, molekularni
dynamiku, systémy s mnoha atomy apod.
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Diskretizace prostoru

o Existuji dvé zakladni diskretizaéni metody pro Schrédingerovu rovnici:
konecné diference a konecné prvky.

@ Je mozné diskretizovat i bazové funkce, ale pak uz feseni rovnice nenf
pfimo v redlném prostoru.

@ Metoda konecnych diferenci je koncepcné jednoducha a budeme se ji
dale zabyvat.

@ V bunce krystalu, kde provadime teseni, si zvolime ekvidistantni sit
podél vsech smérd.

e Pokud jsou translaéni vektory (a1, a2, as) a pocet odpovidajicich
délicich intervall sité je (N1, N2, N3), budou body 3D sité uvnitf buriky
popsany vektory

r(i1,42,13) = i1a1/N1 + i2a2 /N2 + isaz /N3, (21)

kde i; = 0,1,2,... N, pro j = 1,2,3.
@ 3D sit mé tedy svij pocatek v polatku soufadnicové soustavy (r = 0).
e Tim jsme diskretizovali realny prostor (uvnitf buriky).
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Diskretizace KS rovnic

e Odvodili jsme si dfive k-p-rovnici pro ug(r) z Blochovy viny

Ur(r) = e*Tug(r)

2 21.2
[_ha +V(r)+ %k: P+ Z:L 1 ug(r) = e(k)u(r),  (22)

2m

kde potencidl V (r) je periodicky a je sou¢tem coulombického a
vyménného-korelaéniho potenciélu (p = —ihV).
e Pr¥i prechodu na atomové jednotky dostaneme

2

[—;A +V(r) —ik-V + % ug(r) = e(k) ug(r) . (23)

@ Operétor uvnitf [...] obsahuje dva differencialni operatory: V2 a V a ty
potfebujeme ‘diskretizovat’, tj. zapsat je pomoci numerickych derivaci
na 3D siti, kterou jsme zkonstruovali v predchozfm kroku.

9% 62 Y ‘

907 890 + 6 93" 0% plati pro

ortogonalni bunku, na kterou se nyn| omezime.

o Nejdfive se zamé&fime na V? =

NFPL220 Ab-initio simulace pro zelené technologie



Diskretizace KS rovnic

@ Z numerické matematiky je zndmo, ze druhé derivace je mozné spoditat
(aproximovat) na ekvidistantni siti (pro jeden rozmér) jako

82

2

Ox1

~ [u(z1+dy, T2, 23) — 2u(21, T2, 73) + u(21—d1, 29, 73)] /d5 ,

u(xy, xe, x3) ~ (24)

kde dy = a1 /Ny; pro bod x; tedy potfebujeme dva sousedni body sité.
@ Obdobné bychom postupovali pro derivace vzhledem x5 a 3.
@ Vztah (24) neni ptili§ presny; lepsi je v tomto sméru pétibodova formule
2
jﬁu(xl,xg,xg) ~ (25)
~ [—u(x142dy, 2, x3) + 16u(z1+d1, 22, 3) — 30U(21, T2, T3)+
+16u(:r1—d1, x9, 1'3) — u(x1—2d1, T9, .%'3)] /IQd% .

@ V praxi se pouzivaji obvykle 5, 7 a 9 bodové formule.
e Pokud bod (x14dy, x2,x3) (nebo (z1+2d;, x2,23)) padne mimo buriku,
pouzijeme periodicitu u(r); napf. x1+d; — dy .
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Diskretizace KS rovnic

@ Analogicky ziskdme pro prvni slozku gradientu (pétibodova formule)

o, w(z1, o, x3) A (26)

~ [—u(x1+2dy, x2, x3) + 8u(xi+d1, T2, T3)—
—8u(x1—d1, X9, $3) + u($1—2d1, X9, $3)] /12d1 .
e P¥i vypoltu derivaci opét pouzijeme periodicity u(r).
e Piisobeni operatoru V2 (nebo k-V) si miizeme predstavit jako nasobeni
jisté matice a vektoru.

@ Pokud se na chvili omezime jen na 1D ptipad a budeme uvazovat
tfibodovou formuli (24), bude plisobeni V? vypadat nasledovné

cw ca 0 ... 0 u(0)
Cc1 (o C1 e 0 0 U(dl)
V2u(zy) — Do ) Lo : , (27)
0 0 0 ... ¢g €1 u((N1—2)dy)
ctc 0 0 ... c1 ¢ u((Ny—1)dy)

kde co = —Q/d% aCcp = 1/d%
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Diskretizace KS rovnic

e Zaroven jsme uvazili, ze u(Ny) = u(0), takZe stadi do vektoru zahrnout
jen sitové body 0,1,..., Ny — 1.

@ Obdobnou matici bychom dostali pro ¢len k-V.

@ Pokud bychom uvazili vicebodové formule, tak bude mimo diagonalu
vice prvki.

@ Potencidl V(z) mizeme pak reprezentovat diagonalni matici a ¢len %kQ
jako jednotkovou matici x 1k2.

@ Takto bychom sestavili matici odpovidajici hamiltonianu (Hp).

@ Maticova rovnice na vlastni ¢isla by byla

Hy, Uy, = e(k) Uy, (28)

kde Uy je vektor (u(0),u(dy),u(2dy)...) pro zadané k.
e Pro 3D pfipad bychom museli ‘premapovat’ u(x1, z2,23) na 1D vektor
U a podobnou operaci bychom provedli pro matici hamiltonianu (H).

@ Nakonec bychom dostali opét maticovou rovnici na vlastni ¢isla ve tvaru
(28).
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Reseni KS rovnic

@ Pro Yeseni rovnice (28) bychom mohli pouzit v principu stejné metody
jako pro feseni podobné llohy v pripadé, kdy pouzijeme bazové funkce.

@ Je tfeba si v8ak uvédomit, Ze dimenze matice H je obrovska (~ 109 i
vice), coz by znamenalo obrovské vypocetni naroky.

@ Matice vSak nemuseji zabirat pfiliS mista v paméti pocitace, nebot jsou
to tzv. fidké matice.

@ Regeni této situace spodiva v pouZiti variaéniho principu.

o Je dobré si uvédomit, Ze <uk\ﬂk\uk> muizeme zapsat jako UpHUy a Ze
g, minimalizuje (ug|Hy|ux) (pro up normalizované).

o Mizeme tedy minimalizovat UgH Uy vzhledem k Uy.

@ Na takovou llohu existuji efektivni algoritmy, které jsou rychlejsi nez
prima diagonalizace Hy, a zaroven ziskame vice vlastnich stavi a
energii, neZ jenom zakladnf stav.

e Jednim z nich je metoda sdruzeného gradientu (conjugate gradient).

@ Posledni vyvoj: knihovna PRIMME (sttp://wiw. cs.um. cdu/~andreas/sottvare/).
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Selfkonzistentni cyklus

@ Real space metody vyuzivaji témér vyhradné pseudopotenciél, ¢imz se
odstrani singularita coulombického potencialu v misté jadernych poloh.

@ Reseni Poissonovy rovnice (AVou(r) = —n(r)/cg) vede na soustavu
linedrnich rovnic typu A Ve, = —N/eg, kterou je mozno Fesit pomoci
iterativnich algoritmi (nikoli inverzi matice A).

@ Selfkonzistentni cyklus pak probihd standardnim zplsobem.

@ Poznamky:
o Efektivitu konecnych diferenci je mozné vylepsit metodou konecnych
prvki (adaptivnf sité).
o Diskretizace redlného prostoru vede (miiZe vést) na metody typu O(N).

o Real space metody jsou vyhodné v tom sméru, Ze mizeme mit bez
dal$iho slozitého poéitani ihned n(r), V(r), ¥x(r), atd. na 3D siti pro
Gcel vizualizace.

o Integrace veli¢in jako n(r) (& n4(r)) je velice jednoducha.
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