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Uvod
Experimentalné urcena elektronova hustota pro hlinik
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F16. 13. Electron densities of Al in the xy0 plane.

NFPL220

Ab-initio simulace pro zelené technologie



Experimentalné uréend elektronova hustota pro NaCl

F16. 4. Electron densities of NaCl in xy0 plane. Densities in el /A3, »

viz Rev. Mod. Phys. 30, 51 (1958)
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V predchozi pfednasce jsme si vysvétlili, pro¢ maji pevné latky (PL)
pasovou elektronovou strukturu.

Ukazovali jsme si hlavné priklady s translaéni periodickou symetrii, ale
obecné to plati i pro neperiodické PL.

Pasova struktura PL je kvantovy efekt, ktery odpovida realité, takze
budeme kvantovou teorii pouzivat i dale.

Pojdme se tedy podivat na to, jak je mozno urcit elektronovou strukturu
néjakého realného periodického materidlu (zatim bez defekti).

Neobejdeme se vsak bez zasadnich aproximaci!!

To je zaroven velice Siroka oblast fyziky PL a musime se omezit jen na
nékteré nejvice pouzivané postupy.
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© Oddgleni pohybu jader a elektront
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Bornova-Oppenheimerova aproximace

e Na obrazku nize je model nanokrystalického niklu (velikost zrna
~ 5 nm), ktery obsahuje pfiblizné 100000 atomi a ktery byl ziskan
pomoci klasické molekularni dynamiky s vyuZitim vhodného
meziatomového potencialu.

@ Nyni by bylo mozné studovat
‘vzorky' s ~ 50000000 atomy.

e PL vdak obsahuji ¥adové 1022

atom v 1 cm3:
He: 2.7 x 10%3;
C: 1.1 x10%;
Si: 5.0 x 10%%;
Ni: 9.1 x 10%2;
U: 4.8 x 10%2

= nutnost aproximaci.
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Bornova-Oppenheimerova aproximace

e Budeme uvazovat systém (PL) skladajici se z N elektrondi a NN jader
(s hmotnostmi M, a atomovymi ¢isly Z,,), tj. mdme NN atomd.

e Jadra tedy osciluji/vibruji kolem rovnovéaznych poloh (pfip. ‘obcas’
odskodi do jiné rovnovazné polohy — viz difuze).

o Celkova energie PL miize byt zapsana jako

Etot = Eel + Eel—nuc + Evib + Enuc + EHF s (1)
kde
o F.; — energie elektronového subsystému;
o E._,uc — elektrostaticka interakéni energie jader a elektrond
e FE,;p — vibraéni (kinetickd) energie atom;
o F,.c — vnitini energie jader;
o FEpp — spinové zavislé interakce elektront a jader, tj. tzv. hyperjemné

interakce.
@ Rotaci a posuv PL jako celku nebudeme v dals$im uvazovat.
e V dalSich Gvahach zatim zanedbame Epr (je obvykle malé) a e
(ovliviiuje PL jen zfidka).
@ Chovani pozitronl v PL budeme studovat pozdéji.
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Bornova-Oppenheimerova aproximace

@ Celkovy hamiltonian takového systému pak mizeme zapsat (v
atomovych jednotkach A — 1, m. — 1, €2/(4meg) — 1) jako

1 N NN 1 7
- 32 Ai_ZTMAa_Z 2 Rl
 ZoZs
4z . 2
ZZ - L3S R 2)

o fFa

o Tteti a paty Clen ZpUSObUJI, Ze se jadra pohybuji efektivné v lokalnich
potencidlovych jamach, kde kmitaji kolem rovnovaznych poloh).

@ Tim se PL lisi od kapalin, plynl a plazmy.

@ Nyni se pokusime ukazat, Ze je mozné oddélit pohyb elektronii a jader
tak, ze elektrony se pohybuji ve statickém poli jader, diky tomu, ze
jadra jsou mnohem tézsi objekty nez elektrony.

@ Pragmaticky se Ize na tento problém divat i tak, ze pokud pohyb jader
nehraje podstatnou roli (nap¥. velice nizké teploty nebo studium
vlastnosti, které na pohybu jader explicitné nezavisi), miZzeme ho zcela
zanedbat.

TJ|
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Bornova-Oppenheimerova aproximace

e Ptedpokladejme tedy, 7e vinovou funkci W celého nadeho systému
mizeme zapsat jako soucin ‘elektronové’ (¥.) a ‘jaderné’ &asti (¥,,)

U({ri}, {Ra}) = Ve({ri}; ) ¥n({Ra}), (3)
pri¢emz v elektronové asti W, ({r;}; ) vystupuji soufadnice jader
pouze jako parametry.

@ Takova aproximace je mozna, pokud je kinetickd energie jader
—1/(2My) >, Aq zanedbatelnd (tj. pomaly pohyb jader; viz (2)).
o Elektronova Cast U, tedy Fesi stacionarni Schrdédingerovu rovnici

LU ({ri}; ) = E( JWe({ri}; ) (4)
s hamiltonidnem
N |
He:_§ZA Z;\n — sz . (5
) i 7 )

a vlastnfi energii E.( ) zévislé na soufadnicich jader jako na
parametrech.
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Bornova-Oppenheimerova aproximace

@ Nyni vezmeme vinovou funkci U a zkusime, co dostaneme ze
Schrédingerovy rovnice celého systému (hamiltonian (2)):

H'U({ri}, {Ra}) = Ve({ri}; ) X (6)

1 VAV
—2 g et B+ T | Un({Ra})
2504, %%m RWJ
Zw{QVﬁ‘I’n({Ra})'Vﬁ‘l’e({m}; ) (7)
g
Y o [ R A () )] @)

8 B
pri¢emz jsme vyuzili rovnici (4).
e Energie E/( ) je adiabatickym pfispévkem elektronového systému k
celkové energii (viz adiabaticky teorém).
e Pokud ukédzeme, ze neadiabatické ¢leny (7) a (8) mizeme zanedbat, z
rovnice (6) ziskame Schrédingerovu rovnici pro U,,.
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Bornova-Oppenheimerova aproximace

e Rovnice (6) je vlastné H'|¥); na &leny (7) a (8) Ize nahlizet jako na
plsobenf jistych operatord (napf. hi a ﬁg) na 0. Tyto operatory
(pUsobici na jaderné stupné volnosti) budeme povazovat za poruchy
hamiltonianu (ktery bychom chtéli mit pro nas systém).

e V prvnim Fadu teorie poruch bude piispévek (U|h;|¥) k celkové energii
(az na znaménko)

J T Tlars wictrd () wi(Ra)
ZML[ 7 Un({Ra}) - Vo Te({ri}; )]. (9)

gl
@ Tento prispévek miizeme dale prepsat jako

ZML/HdRﬂ U ({Ra}) VAU ({Ra}) - (10)
o sttt stz
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Bornova-Oppenheimerova aproximace

o Dile pouzijeme toho, ze y*V = %V(w*z/}) pro kazdou redlnou funkci

.

o Jelikoz je hamiltonian ﬂé realny, mizeme jeho vlastni funkce
Ui ({r:}; ) zvolit také realné.

e Vyraz z |...] ve vztahu (10) bude potom V.1 = 0, nebot

predpokladame, Ze vinova funkce W, je normalizovana na 1.

@ V prvnim ¥adu poruchové teorie tedy pfispévek (10) vymizi.

@ Proto je mozné &len (7) ve vztahu (6) obvykle zanedbat.

@ V druhém fadu teorie poruch bychom dostali interakci elektroni s kmity
mtize (fonony).

e Clen (8) je mozné analyzovat obdobné (v prvnim ¥adu poruchové
teorie). Nevymizi zcela, ale je Gmérny ﬁ kde M je stredni hmotnost
jader (v jednotkach m.).

@ M je obvykle velké (typicky 10* — 10° m,), takze ¢len (8) zanedbame
rovnéz.
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Bornova-Oppenheimerova aproximace

e Ze vztahu (6) pak mizeme odvodit Schrédingerovu rovnici pro jadra:

[ 2500, AB"‘E/({Ra} +35 ZZ‘RZﬁZm‘} Va({Ra}) =

B #B
- E\I’n({Ra}) ) (11)

pficemz R, jiz nejsou parametry, ale vSude proménné.

@ Rovnice pro elektrony (4) a pro jadra (11) tvori zaklad Bornovy
-Oppenheimerovy aproximace.

@ Nase ‘odvozeni’ bylo spiSe intuitivni nez matematicky exaktni, presto je
tato aproximace zakladnou pro vétsinu vypocti ve fyzice PL.

@ Problémy: napf. zména nabojového stavu atomu (iontu), radioaktivn{
rozpad jader, tunelovani atom.

o Ab initio molekularni dynamika umoznuje v urcitém smyslu zkoumat
zaroveni (v jednom vypoctu) dynamiku jader a elektronové stupné
volnosti.
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© Hartreeho-Fockova teorie
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Jednoelektronova aproximace

@ Po té, co jsme oddélili pohyb jader a elektroni, coz je podstatné
zjednoduseni, se budeme zabyvat elektronovym subsystémem.

@ Pocet elektronli v PL (1 cm™3) je stéle obrovsky, takze dal3i krok k
‘feSeni’ naseho problému je jednoelektronova aproximace.

@ To znamen4d, Ze elektrony se pohybuji v poli jader a v efektivnim poli
vytvoreném ostatnimi elektrony.

@ Formalné tedy miizeme psat pro jednoelektronovy hamiltonian

. 1
HW = —ZA, 4+ V.o § P 12
= g B Vel = R| (12)

kde V. () je efektivni interakce mezi elektrony.

@ V principu existuje mnoho zpisobil, jak ziskat tuto efektivni interakci.

@ Asi nejjednodussi je tzv. Hartreeho aproximace, kdy neuvazujeme
vzajemnou nerozliSitelnost elektron(.

@ Tento pristup nevede k realistickym vysledkiim a nebudeme ho dale
uvazovat.
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Hartreeho-Fockova aproximace

@ Mnohem Uspésnéjsi jsou postupy, kdy je nerozlisitelnost elektronli vzata
v dvahu.

@ Ztrejmé historicky prvnim ‘realistickym’ postupem je Hartreeho-
Fockova aproximace ¢i metoda.
@ Tato metoda se stale pouziva v kvantové chemii nikoli vSak p¥ilis pro PL.

@ Vychozim bodem odvozeni je Slaterliv determinant vytvoreny z
ortogonalnich orbitalnich elektronovych funkci zahrnujicich spin:
Yi(r,€), T je prostorova soufadnice a & spinova ‘soufadnice’ (§ = :t%)

@ Jako vychozi mnohocasticovou funkci budeme tedy mit

\II(T17§11T2a§27"'7TN>€N): (13)

P1(r1, &) i(re,&2) .. Yi(ra.én)
1 Pa(r1,61)  ha(re,&2) ... (TN, éN)

—~

¢N(7“-1,§1) ﬂ)N(T;mfz) wN(rJ-V»fN)
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Hartreeho-Fockova aproximace

@ Tato funkce je normovana na 1 za predpokladu, ze v; jsou normované
na 1.

@ VyuZijeme variacniho principu, tj. ze pokud ¥ je zakladnim stavem
systému, potom (funkcionél) energie

v = (> ALY |w) (14)

nabyva svého minima pravé pro V.
e Timto zplsobem ziskdme vyraz pro V.(r).

@ Odvozenfi je pomérné komplikované a vyuzivd metodu Langrangeovych
multiplikatord.

@ Uvedeme proto pouze vysledek:

PHE) () — (15)

Z/d, |rr/’ Z/d, Er(r',€)

§,0,k<Jj ’T T/‘
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Hartreeho-Fockova aproximace

@ Prvni ¢len v V.(7) se nazyvad coulombicky a je to elektrostaticka
energie elektronu v poli vytvoreném viemi elektrony (véetné sebe sama).

@ Druhy ¢len v ‘7ee(r) je tzv. vyménny, ktery nema klasicky analog a je
disledkem nerozlisitelnosti ¢astic (Pauliho principu).
@ Oba cleny obsahuji self-interakci, tj. interakci elektronu se sebou samym,
ale ve vysledku se vyrusi, nebot pFispévky maji opacna znaménka.
@ Funkce v; hledame jako feSeni Hartreeho-Fockovych rovnic
HVyi(r,€) = etyi(r,€), (16)
pricemz Lagrangeovy multiplikdtory €; nemaji v principu vyznam
jednoelektronovych energii, ale obvykle se tak pouzivaji.
o Celkova energie ze vztahu (14) potom bude
1
E = Z Hu + Z ij 7,] 2 Z(ez + Hl’L) 9 (17)

4,j <1 )
kde J;; a Kjj JSOU tzv. coulombické a vyménné integraly.
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Hartreeho-Fockova aproximace

e A pro H;; plati
Hii = (i, €| =58r— T 553101, €) (18)
3

e Ji; a K;; jsou definovany vztahy

B V7 (r1, O] (ra, §)i(r1, §);(r2, §)
Jyg = %:// dridry ! Ea— (19)
a
B ¥ (1, )] (ra, Oi(re, )71, §)
Kij = Eﬁ // dTldTQ J ‘7‘1 —7’2| . (20)

@ J;; je interakeni energie elektronovych hustot odpovidajicich staviim 1);
a Tbj.

e Kj;; nemd klasicky analog a je dilsledkem antisymetrie vinové funkce W.

@ Self-interakce se vyrusi.
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Hartreeho-Fockova aproximace

o Poznamky:
e ‘Spinové orbitaly’ ¢;(r, &) pro £ = j:% jsou jinym vyjadfenim obvyklého
zapisu ¥;(7) ( (1)) nebo 1;() ( ?) .
e HF potencial a rovnice explicitné nezavisi na spinu (i kdyz ho rovnice (16)
formalné obsahuj).
e Obvykle je HF aproximace aplikovand v modelu ‘uzavienych slupek’
(closed shell): kazdy orbital obsazuji dva elektrony, jeden s & = +1 (spin
1) a jeden s £ = —1 (spin ).
e Existuji i formulace HF metody pro ‘neuzavrené slupky' a spinové
polarizované pripady.
e ¢, =H; + Zj(Jij — K;;) nemaji vyznam jednoéasticovych energii.
o Celkova energie zavisi na Ry, tj. E({R.}).
Pokud bychom chtéli Yesit pohyb jader, musime k E({R,}) jesté ptidat
v 1 ZaZ
Clen 5 Za?ﬁﬁ 7|Ru71§3| )
o HF pristup ma tedy nékteré nedostatky, které je mozné Castené
‘prekonat’ pomoci teorie funkcionélu hustoty.
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@ Teorie funkcionalu hustoty (DFT)
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Teorémy Hohenberga a Kohna

@ Zaklad DFT tvofi dva teorémy, které formulovali Hohenberg a Kohn v
roce 1964 (Inhomogeneous electron gas, Phys. Rev. 136, B864 (1964)).

e W. Kohn dostal za DFT v roce 1998 Nobelovu cenu za chemii (spolu s
J. Poplem).

@ V dalsim budeme uvazovat systém N elektronii a odpovidajicich jader.

- ‘'Vnéjsi" potencial, ve kterém se pohybuji elektrony, oznaéime Vem(r)
(zavisi i na jadernych polohach).

- Nas hamiltonian budeme uvaZovat ve tvaru (5) (a nebo obecngjsy).

- Zakladni nedegenerovany stav elektronového subsystému je
\IJQ(’I‘l,T'Q,. .., "N}, {Ra}) .

- Budeme uvaZovat nerelativistické priblizeni.

@ Teorém |: Mezi potencidlem Vem(r), vinovou funkci zakladniho stavu
Wo({r;}) a elektronovou hustotou n(r) existuje jednoznaéna
korespondence (az na aditivni konstantu pro potencial a konstantni
fazovy faktor pro vinovou funkci):

A

Vezt(T) — \I/()({TZ}) — n(r) (21)
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Teorémy Hohenberga a Kohna

@ Z leva do prava je relace (21) trividlni, nebot potencidl (s libovolnym
konstantnim posuvem) uréuje jednozna¢né vinovou funkci (az na fazovy
faktor) a ta urluje jednoznacné elektronovou hustotu podle vztahu

r) :N/drg/drg .../drN|\I/0(r,r2,r3,...,rN)]2. (22)

e P¥i dikazu relace (21) z leva do prava pouzijeme reductio ad absurdum.

@ Nejprve predpokladejme, ze dva riizné potencialy V(xt) a V(,m) vedou na
jednu vinovou funkci Wy.

@ Potom ze Schrddingerovy rovnice dostavame
HQ+Z f ?“] ‘110(?"1,1"2,...,7"]\[) :ELQ\I’O(T’l,’rQ,...,T’N), (23)

kde ﬁoz—%ziAﬁ%z#lerj'.
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Teorémy Hohenberga a Kohna

@ Kdyz rovnice pro potencialy ‘A/e(;t) a ‘A/e(ﬁt) od sebe odecteme a pokratime

i Uo({r;}) v bodech, kde neni nulova, dostaneme

S [V ) =V )] = Ei = By (24)
J
e Kdyz nyni zafixujeme 7o, ..., Ty, je evidentni, Ze Ve(:clt)(rl) - Ve(jt)(rl)

musi byt konstantni a tim se dostdvdme do sporu s predpokladem, ze
dva rtizné potencialy (nehledé na aditivni kostantu) vedou na stejnou
vlnovou funkci.

@ Nyni se zaméFime na relaci n — V.

@ Prepokladdejme obdobné, Ze existuji dva rlizné potencialy ‘76(;2 a ‘A/e(ft)

(lisici se vice nez o konstantu), které vedou na stejnou elektronovou
hustotu n.

e Dva rizné potencidly vedou na riizné (normalizované) vinové funkce,
které oznacime Wy a Wos.
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Teorémy Hohenberga a Kohna

@ Z variacniho principu pak dostaneme
By < (Woo| HOD [ Woy) = (Woo| Ho|To2) + /dT’ et (T)1(T)
= B+ [ar [V ) - VR w)n(r)
a zaménime-li indexy 1 a 2 dostaneme analogicky
By < By + [dr [VE ) = VL )]n(e).
@ Sectenim obou rovnic se pak dostdvame ke sporu

Ei+ FEy < E1+ Es. (25)

@ Elektronové hustota zikladniho stavu jednoznaéné uréuje potencial (a
tedy i vinovou funkci).

@ HK teorém | mizeme timto povazovat za dokazany.
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Teorémy Hohenberga a Kohna

e Z predchoziho vidime, ze (vnéjsi) potenciélni energie V' je funkcionalem
elektronové hustoty:

Vin] = / dr Vepe(7)n(r) (26)

@ Obecné funkcional je v matematice zobrazeni (pfedpis), které funkcim
pfitazuje Cislo.
@ Celkovy pocet elektronil je také funkcionalem elektronové hustoty, nebot

N[n] = /dr n(r)=N. (27)

o Z prvniho HK teorému vime, ze n urCuje zakladni stav W pfi zadaném

A

Vext. Z variacniho principu tedy mizeme odvodit, ze energie zakladniho
stavu je také funkcionalem hustoty

E = (Vo|H|Vo) = En], (28)

i kdyz presny tvar takového funkcionalu (predpis) neni vibec zfejmy.
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Teorémy Hohenberga a Kohna

@ Celkovou energii elektronového subsystému si miZzeme napsat jako
soucet tfi ¢lend (viz hamiltonian (5))

E=T+U+V, (29)

kde T" a U jsou kineticka a (vnitfni) interakéni energie.

o Jelikoz ¥ a V jsou funkcionaly elektronové hustoty, 7' a U jsou rovnéz
funkcionaly hustoty.

o Mizeme tedy psat, ze
E[n] =T[n]+ Uln] + V[n] = F[n| + V[n], (30)

kde jsme si oznacili FF =T + U.

e Pro V,,; = 0 bychom dostali, 7 E[n] = F[n], a z toho mizeme
usuzovat, ze F'[n] je ‘univerzalni’ funkcional, ktery nezavisi na V.4 a N.
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Teorémy Hohenberga a Kohna

@ Teorém II: Funkcional celkové energie E[n| = F[n| 4+ V[n| nabyva svého
minima pro hustotu n, kterd odpovida zakladnimu stavu W
elektronového subsystému pro zadany potencial Vet

e Diikaz ‘sporem’ opét vyuziva variacniho principu.

@ Vezméme testovaci hustotu n/, pri¢emz podle teorému | vime, Ze n/
uréuje jednoznacéné potencial f/e’xt a jemu odpovidajici zékladni stav Uy,

@ Podle variacniho principu pak mame

(Uh|Ho + 32 Veat ()W) > (Wo| Ho + 3; Vear (r5)| o) =
= F[n] + Vin| = En], (31)

neboli jakakoli hustota, kterd neodpovida zakladnimu stavu Wy, nemiize
minimalizovat funkcional E[n].

o Ted uZ tedy zbyvaji pouze ‘drobnosti’, a sice nalézt predpis pro
funkciondl F'[n] a néjaky postup, jak ziskat elektronovou hustotu pro
zadany potencial V..
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Kohnovy-Shamovy rovnice

@ Kohnovy-Shamovy rovnice fesi problém, jak ziskat hustotu pro zadany
potencial.

@ Zakladni prace (W. Kohn, L.J. Sham: Self-consistent equations including
exchange and correlation effects, Phys. Rev. 140, A1133 (1965)) byla
publikovana pred témér 60 lety.

e Funkciondl E[n| si dale pfepiseme do tvaru

. 1 /
E[n] = /dr Vewt(r)n(r) + 3 /drdr’ TW + G[n], (32)
r—r
kde druhy ¢len na pravé strané, Ug[n], je elektrostaticka interakéni
energie elektronového subsystému a G[n] si zapiSeme jako
Gln] = Ts[n] + Exc[n], (33)

pricemz T[n] = —3 3", (Po|Ai|®o) je kinetickd energie neinteraguji-
cich elektroni se stejnou hustotou n (zdkladnim stavem @ a
potencidlem V) a  E,.[n] = T[n] — Ty[n] + Uln] — Ug|n).

@ Index ‘s’ v predchozim znamena ‘single-particle’, tj. bez interakce.
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Kohnovy-Shamovy rovnice

@ F..[n] se nazyva vyménny-korelacni funkcional.

Podobnym postupem jako v pripadé Hartreeho-Fockovy aproximace
miZzeme odvodit jednocasticové ‘Schrédingerovy’ rovnice

HAT + () + vm[nm]} Bilr) = (), (34)

kde elektrostaticky (coulombicky) potencidl vypolteme z elektronové
hustoty a Vi .z

or) = [ar 2T Vit (35)

a tzv. vyménny-korelaéni potencial V. ziskame jako funkcionalnf

derivaci Ey.[n]
_ 0Egc[n(r)]
Vie(n(r)) = “on(r) (36)
Rovnice (34) se nazyvaji Kohnovy-Shamovy (KS) rovnice.
Elektronovou hustotu pak ziskdme z Kohnovych-Shamovych orbitali

n(r) =23 [¢i(r)>.
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Kohnovy-Shamovy rovnice

@ Celkovou energii systému miizeme zapsat nasledovné
1 /

Z € — = //drdr’ 7n(r)n(7; ) +
- 2 lr — /|

e Pokud bychom jesté zapsali E,.[n] pomoci vyménné-korelatni energie
€zc Na jeden elektron, tj.  Eyc[n] = [drez(n(r))n(r), predchozi
vztah se zméni na

(LDA=local density approximation) a zobecnéna gradientni aproximace
(GGA=generalized gradient approximation).
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Kohnovy-Shamovy rovnice

@ Poznamky:
e Funkcionélni derivace 0 A[n]/dn pro funkciondl A[n] je definovana jako
0A[n) — lim Aln+¢ef] — An]
on e—0 3
pro libovolnou ‘zkusebni’ funkci f.

o Redeni KS rovnic se hleda tzv. ‘self-konzistentni’ metodou:
startovni hustota (obvykle superpozice atomovych hustot) —
vygenerovani potencidlu — feSeni KS rovnic pro tento potencidl — uréeni
nové hustoty, ‘mixovan{’ staré a nové hustoty, atd. ... dokud se vysledna
hustota lisi od predchozi iterace.

e Kohnovy-Shamovy rovnice znamenaly — ve spojeni s vhodnymi
funkcionaly E,.. — vyznamny pokrok v praktickych vypoctech pro PL.

o V disledku rozvoje numerickych metod a vypocetni techniky bylo mozné
ca od poloviny 80. let (XX. stoleti) po¢itat riizné vlastnosti PL (uréené
elektronovou strukturou) s rozumnou presnosti.

e Takovymto vypoctiim se obvykle ¥k ‘vypolty z prvnich principi’ (ab
initio, first-principles calculations).

o V nynéjsi dobé jiz existuje mnoho relativné presnych funkcionald E,., ale
situace zacina byt neprehledna.
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