
Relaxa£ní oscilace

Laser v kontinuálním reºimu, který odpovídá matematicky stacionárnímu
°e²ení kinetických rovnic, m·ºe být n¥jakou vn¥j²í poruchou ze stacionárního
stavu vyveden. Nap°íklad m·ºe svazkem prolet¥t £áste£ka prachu, dojde k vi-
braci jednoho ze zrcadel (zmen²ení pole v rezonátoru) nebo dojde k zakolísání
£erpání (zm¥na inverze). Ukáºeme, ºe laser vºdy relaxuje k rovnováºným hod-
notám a ºe pro ur£ité typu laseru p°itom pole a inverze konají v £ase tlumené
oscilace, tzv. relaxa£ní oscilace.

Soust°edíme se na £ty°hladinový laser, který lze popsat kinetickými rovnicemi
(v obvyklém zna£ení veli£in)
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Vy²et°íme nejprve stabilitu °e²ení a), které odpovídá tomu, ºe laser nesvítí.
Pokud uváºíme, ºe se po£et foton· zvý²í o malou výchylku δq (z°ejm¥ je δq > 0),
q(t) = q0 + δq(t)dostáváme z (1)
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Výraz v závorce je z°ejm¥ podle (1) roven nule (stacionární hodnoty). Pak

δ̇q =
(
cσN0 − 1
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)
δq. Derivace výchylky pole je tedy kladná nebo záporná podle

znaménka kulaté závorky. �e²ení rovnice je δq(t) = δq(0) exp (rt) , kde r =(
cσN0 − 1

tc

)
. Pokud tedy N0 <

1
cσtc

, je r < 0, derivace je záporná a po£áte£ní

výchylka pole se v £ase tlumí, v opa£ném p°ípad¥ exponenciáln¥ nar·stá. �asová
závislost tohoto nár·stu se ov²em zastaví, kdyº bude výchylka velká. Zmín¥né
dva r·zné p°ípady odpovídají tomu, zda je stacionární hodnota inverze men²í
nebo v¥t²í, neº prahová hodnota inverze Nth = 1

cσtc
(skute£n¥ m·ºe být N0 >

Nth, pokud q = 0). Pokud je v aktivním prost°edí na£erpaná inverze v¥t²í neº
prahová inverze, dojde k nár·stu pole z nulové hodnoty za sou£asného zmen²ení
inverze na její prahovou hodnotu.

Zajímav¥j²í je ov²em p°ípad, kdy laser svítí, tedy standardní kontinuální
reºim, který odpovídá stacionárnímu °e²ení b). Budeme uvaºovat, ºe pole a
inverze se vychýlí ze svých stacionárních hodnot málo, tj.

q(t) = q0 + δq(t), N(t) = N0 + δN (8)

p°i£emº p°edpokládáme malé výchylky,
∣∣∣ δqq ∣∣∣ << 1,

∣∣ δN
N

∣∣ << 1, abychom mohli

kinetické rovnice linearizovat. Dosadíme-li (8) do (1), dostaneme

δ̇q = cσq0δN (9)

dosazením (8) do (2) a s vyuºitím (6)

˙δN = −cσN0δq −Wp
Ntot
N0

δN. (10)

Rovnice (9) a (10) jsou svázané diferenciální rovnice pro výchylky. Protoºe pole
a inverze jsou svázány kinetickými rovnicemi, m·ºeme p°edpokládat °e²ení ve
tvaruδq = A exp(αt), δN = B exp(αt) . Stacinární °e²ení bude stabilní, pokud
bude Re {α} < 0 (tlumení), k oscilacím bude docházet, pokud bude Im {α} 6= 0.
Dosazením t¥chto výraz· do (9) a (10) dostaneme soustavu algebraických rovnic
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Tato soustava bude mít netriviální °e²ení, pokud její determinant bude roven
nule. Odtud

α2 + Cα+D = 0, (12)

kde
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�e²ení kvadratické rovnice je

α1,2 = −C
2
± 1

2

√
C2 − 4D , pro C2 = 4D (14)

2



respektive
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4D − C2 , pro C2 < 4D. (15)

Rovnice (14) odpovídá tlumení-skute£n¥ z°ejm¥ jeC > 0, D > 0 a proto
Re {α1,2} < 0, Im {α1,2} = 0. Vzhledem k tomu, ºe je imaginární £ást nulová,
nedochází k ºádným oscilacím. Naopak p°ípad (15) odpovídá tlumeným os-
cilacím
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Hledané °e²ení je tedy

δq = A1 exp (α1t) +A2 exp (α2t) , δN = B1 exp (α1t) +B2 exp (α2t) . (18)

Nyní budeme diskutovat, za jakých podmínek m·ºe dojít k relaxa£ním oscilacím.
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Vzhledem k tomu, ºe pole je nenulové, je N0 = Nth = 1
cσtc

. Vyjád°íme-li z
(6) Wp, a uváºíme-li, ºe prahová míra £erpání odpovídá situaci, kdy q0 = 0 a
N0 = Nth, máme
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Poslední p°ibiºná rovnost odpovídá tomu, ºe zpravidla Ntot

N0
>> 1. Z (6) a (20)

máme
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kde jsme zavedli relativní míru £erpání
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Wp

W th
p

. (22)

O moºnosti relaxa£ních oscilací tedy rozhodujeznaménko výrazu pod odmoc-
ninou (22). Uváºíme-li obvyklou malou hodnotu relativního £erpání, nap°.
p = 2, pak oscilace nastanou pro

1

tc
>

1

τ
. (23)

Typickým p°íkladem laser·, v nichº se relaxa£ní oscilace pozorují, jsou b¥ºné
pevnolátkové lasery, pro n¥º je doba horní laserové hladiny dlouhá, v oblasti
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stovek mikrosekund (Nd:YAG laser). Vzhledem k tomu, ºe v b¥ºných rezoná-
torech je tc ≈ 100ns , je 1

tc
>> 1

τ a frekvenci relaxa£ních oscilací lze psát

ωRO =

√
(p− 1)

1

τtc
. (24)

Tato frekvence se dá povaºovat za charakteristickou frekvenci �p°elévání� energie
uskladn¥né v laseru z aktivního prost°edí do pole a zp¥t. Je také nejvy²²í mezní
frekvencí pro lasery s modulovaným £erpáním (p°ímá modulace). Její hodnotu
m·ºeme ilustrovat pro p°ípad laseru Nd:YAG:p = 2, τ = 230µs, tc = 100 ns,
fRO = ωRO/2π

.
= 33 kHz. Pro plynové lasery je zpravidla doba ºivota horní

laserové hladiny jednotky aº desítky nanosekund a relaxa£ní oscilace nenastá-
vají.

4


