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DFT-‐	  Thomas-‐Fermi	  model	  for	  atoms	  

•  The	  theory	  showing	  how	  the	  N-‐electron	  wave	  func+on	  
depending	  on	  3N	  coordinates	  can	  be	  replaced	  by	  
electron	  density	  depending	  only	  on	  3	  coordinates.	  

•  The	  form	  of	  what	  we	  are	  looking	  for	  (op+mal	  electron	  
density)	  was	  simplified	  but	  the	  troubles	  (unknown	  
mathema+cal	  form	  of	  the	  exact	  density	  func+onal)	  
remained.	  

•  Thomas	  1927,	  electrons	  in	  atoms:	  el.	  are	  distributed	  
uniformly	  in	  the	  6D	  phase	  space,	  their	  effec+ve	  
poten+al	  is	  determined	  by	  nuclear	  charge	  and	  
distribu+on	  of	  electrons	  



	  Space	  divided	  in	  cubes	  ΔV	  =	  l3	  with	  fixed	  number	  of	  electrons	  ΔN	  behaving	  
“like	  independent	  fermions”.	  

Energy	  levels,	  nx,y,z	  =	  1,2,…,	  of	  par+cle	  in	  3D	  infinite	  well	  box.	  
	  

Number	  of	  energy	  levels,	  states,	  with	  E	  <	  ε.	  



Total	  energy	  for	  the	  cell	  with	  ΔN	  electrons	  

2	  –	  because	  α	  and	  β	  
ε	  –	  energy,	  “almost	  con+nuous”	  for	  high	  states	  
f	  	  -‐	  Fermi	  –	  Dirac	  distribu+on	  
g	  –	  number	  of	  energy	  levels	  in	  (ε,	  Δε)	  interval	  	  
εF	  –	  Fermi	  energy,	  zero	  temperature	  limit	  of	  chemical	  	  
poten+al	  μ	  

ΔN	  and	  εF	  are	  related	  by	   Therefore	  we	  can	  subs+tute	  ΔN	  and	  obtain	  
dependence	  of	  kine+c	  energy	  on	  el.	  density	  ΔN/l3.	  

Note:	  ρ	  =	  ΔN/l3	  is	  not	  constant	  but	  varying	  in	  space!	  	  



The	  total	  kine+c	  energy	  	  

The	  limit	  
allows	  integra+on	  instead	  of	  summa+on	  	  

The	  Thomas-‐Fermi	  kine+c	  energy	  func+onal,	  
Called	  the	  LDA	  -‐	  Local	  Density	  Approxima+on	  

The	  electronic	  property,	  the	  kine+c	  energy,	  is	  thus	  determined	  with	  electron	  
density	  obtained	  with	  local	  rela+ons	  for	  homogenous	  electronic	  system.	  

Note:	  the	  kine+c	  energy	  TTF	  is	  func+on	  of	  ρ(r),	  whereas	  the	  rigorous	  form	  for	  the	  
kine+c	  energy	  is	  that	  in	  terms	  of	  first	  order	  density	  matrix:	  



The	  total	  energy	  func+onal,	  Thomas-‐Fermi	  model	  for	  atoms	  (for	  molecules	  the	  el.-‐
nucleus	  part	  is	  modified	  accordingly)	  covers	  only	  kine+c	  energy	  and	  classical	  
electrosta+c	  part	  for	  el.-‐nucleus	  end	  el.-‐el.	  interac+on.	  

Now,	  we	  wish	  to	  find	  the	  energy	  minimum,	  the	  extreme	  of	  the	  func+onal,	  (like	  in	  
the	  case	  of	  HF	  theory).	  The	  same	  way	  -‐	  the	  boundary	  condi+on	  

and	  the	  ground	  state	  density	  varia+on	  is	  	  	  



The	  Euler-‐Lagrange	  equa+on	  that	  can	  be	  solved	  employing	  boundary	  condi+on	  is	  

where	  Φ	  (r)	  is	  the	  electrosta+c	  poten+al	  

The	  T-‐F	  theory	  is	  oversimplified,	  not	  working	  for	  molecules,	  unable	  to	  describe	  
binding,	  and	  having	  also	  low	  accuracy	  even	  for	  atoms.	  The	  situa+on	  changed	  (the	  
model	  was	  improved)	  in	  1964	  when	  Hohenberg-‐Kohn	  showed	  that	  T-‐F	  model	  
may	  be	  regarded	  as	  approxima+on	  to	  the	  exact	  theory	  for	  ground	  states,	  the	  
Density	  Func+onal	  Theory.	  



Thomas-‐Fermi	  and	  related	  models	  
	  
We	  have	  proved	  that	  ρ	  determines	  N,	  v(r),	  and	  E[ρ]	  and	  that	  ρ(r)	  is	  solu+on	  of	  
sta+onary	  principle	  
	  
	  
	  
where	  μ	  is	  Lagrange	  mul+plier	  and	  E[ρ]	  is	  defined	  
	  
	  
	  
	  
and	  classical	  part	  of	  Vee	  is	  Coulomb	  energy	  
	  
	  
	  
	  
	  
The	  problem	  (big	  problem)	  remains	  how	  to	  calculate	  T[ρ]	  and	  nonclassical	  part	  of	  Vee	  	  



The	  tradi+onal	  TF	  theory	  is	  the	  first	  approxima+on:	  “replace	  	  Vee	  by	  J[ρ]	  and	  take	  T[ρ]	  
from	  the	  theory	  of	  noninterac+ng	  uniform	  gas”,	  T-‐F	  1927.	  
	  
The	  Thomas-‐Fermi-‐Dirac	  model	  (TFD)	  is	  the	  next	  step,	  accept	  T[ρ]	  and	  for	  Veeadd	  to	  
J[ρ]	  the	  exchange	  formula	  for	  a	  uniform	  electron	  gas,	  Dirac	  1930.	  
	  
TF	  theory	  is	  thus	  obtained	  from	  TFD	  when	  ignoring	  the	  exchange	  contribu+on.	  
	  
Consider	  the	  nondegenerate	  closed	  shell	  ground	  state	  described	  by	  single	  
determinant	  wave	  func+on,	  density	  and	  first	  order	  density	  
	  
	  
	  
The	  energy	  is	  given	  by	  



Comparison	  with	  
	  
	  
gives	  
	  
	  
	  
	  
Where	  K[ρ]	  is	  the	  HF	  exchange	  energy	  func+onal	  
	  
	  
The	  expression	  for	  Vee	  implies	  assump+on	  that	  correla+on	  effects	  can	  be	  ignored	  
and	  we	  express	  T[ρ]	  and	  K[ρ]	  in	  form	  of	  the	  first-‐order	  density	  matrix.	  For	  an	  
approximate	  solu+on	  we	  turn	  to	  descrip+on	  of	  uniform	  electron	  gas	  build	  from	  
par+cle	  in	  box	  states	  with	  boundary	  condi+on 	   	   	  	  	  	  	  	  	  leading	  to	  the	  orbitals	  	  



The	  density	  matrix	  becomes	  
	  
	  
	  
And	  for	  many	  occupied	  sates	  the	  summa+on	  becomes	  an	  integral	  



The	  quan+ty	  kF	  is	  determined	  by	  
	  
	  
	  
	  
For	  inhomogenous	  system	  the	  argument	  r	  of	  kF(r)	  will	  be	  and	  average	  of	  r1	  and	  r2	  
and	  we	  therefore	  introduce	  the	  following	  subs+tu+on	  	  
	  
	  
integrate	  ρ(r1,r1)	  and	  put	  the	  results	  into	  K[ρ],	  T[ρ].	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
This	  is	  first-‐order	  spin-‐less	  density	  matrix	  for	  a	  uniform	  gas	  in	  coordinates	  r,	  s.	  



The	  kine+c	  energy	  becomes	  
	  
	  
	  
	  
Where	  
	  
and	  	  
	  
	  
	  
This	  is	  Thomas	  –	  Fermi	  kine+c	  energy	  formula	  and	  the	  exchange	  energy	  by	  Dirac	  is	  



The	  integral	  in	  previous	  slide	  can	  be	  evaluated	  when	  considering	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
The	  final	  energy	  func+onal	  becomes	  



The	  Thomas-‐Fermi	  func+onal	  can	  be	  obtained	  by	  senng	  Cx	  =	  0	  and	  the	  
corresponding	  Lagrange	  Euler	  equa+on	  is	  
	  
	  
	  
where	  Φ	  is	  classical	  electrosta+c	  poten+al.	  
	  
Suppose	  the	  T[ρ]	  has	  a	  form	  of	  local	  density	  func+onal	  
	  
	  
	  
where	  t(ρ)	  is	  func%on	  of	  ρ	  and	  if	  we	  scale	  the	  wave-‐func+on	  according	  to	  
	  
	  
	  
The	  density	  becomes	  scaled	  density	  
	  
	  
and	  the	  kine+c	  energy	  assuming	  the	  scaling	  becomes	  
	  
	  
	  



Accordingly	  
	  
	  
	  
	  
And	  we	  say	  that	  t(ρ)	  is	  homogenous	  of	  degree	  5/3	  in	  ρ,	  the	  is	  T[ρ]	  =	  
the	  Thomas-‐Fermi	  form.	  
	  
Similarly,	  assuming	  the	  scaling	  we	  have	  
	  
	  
	  
	  
	  
And	  we	  say	  that	  k(ρ)	  is	  homogenous	  of	  degree	  4/3	  in	  ρ,	  K[ρ]	  =	  
the	  Dirac	  form.	  	  
	  
The	  total	  energy	  func+onal,	  following	  the	  assump+on	  of	  locality,	  is	  of	  the	  form	  



The	  solu+on	  to	  Euler	  equa+on	  for	  Thomas-‐Fermi	  
	  
	  
	  
	  
and	  Thomas-‐Fermi-‐Dirac	  	  
	  
	  
	  
should	  be	  taken	  for	  granted.	  
	  
The	  solu+on	  may	  or	  may	  not	  have	  al	  qualita+ve	  proper+es	  of	  exact	  Schrodinger	  density.	  
	  
For	  example,	  the	  cusp	  (not	  to	  cause	  blow	  ups)	  
	  
but	  from	  
	  
it	  follows	  that	  	  Φ	  (0)	  =	  ∞	  what	  is	  basic	  defect	  of	  TF	  and	  TFD	  theory.	  



For	  a	  neutral	  atom/molecule	  
	  
	  
and	  this	  must	  be	  also	  behavior	  of	  ρ	  
	  
For	  
	  
and	  	  
	  
Since	  ρ2/3	  decays	  faster	  than	  ρ1/3	  and	  at	  large	  distances	  ϕ	  ≥	  0	  the	  formula	  
	  
	  
Becomes	  incorrect	  for	  neutral	  species	  at	  large	  r	  unless	  all	  electronic	  charge	  is	  
contained	  within	  some	  cri+cal	  radius,	  the	  TFD	  neutral	  atom	  has	  finite	  size	  r	  =	  rC.	  



Explicit	  solu8on	  for	  ρ	  for	  TF	  neutral	  atom	  is	  following:	  
	  
Using	  	  
	  
and	  	  
	  
we	  obtain	  
	  
	  
	  
	  
Alterna+vely	  ρ	  is	  func+on	  of	  electrosta+c	  poten+al	  
	  
	  
	  
	  
Now	  we	  apply	  Poisson	  equa+on	  to	  the	  neutral	  atom	  



This	  is	  differen+al	  equa+on	  for	  ϕ(r)	  which	  depends	  like	  ρ	  only	  on	  r	  because	  the	  atom	  is	  
spherically	  symmetric	  and	  thus	  we	  can	  define	  
	  
	  
	  
and	  thus	  
	  
	  
	  
	  
And	  the	  Poisson	  equa+on	  becomes	  
	  
	  
	  
	  
with	  the	  boundary	  condi+on	  χ(0)	  =	  1,	  χ(∞)	  =	  0.	  
	  
The	  problem	  can	  be	  solved	  numerically	  and	  	  



Near	  the	  nucleus	  
	  
	  
	  
and	  for	  large	  r	  
	  
	  
	  
	  
	  
The	  two	  limits	  can’t	  reproduce	  the	  correct	  behavior	  of	  exact	  atomic	  densi+es.	  The	  
radial	  distribu+on	  func+on	  r2ρ	  is	  zero	  at	  origin,	  peaks	  at	  x	  =	  0.42	  and	  falls	  of	  to	  zero	  
without	  showing	  any	  shell	  structure.	  
	  
The	  total	  energy	  is	  
	  
because	  



The	  TF	  energies	  for	  neutral	  atoms	  are	  too	  low	  54%	  for	  H,	  35%	  for	  He,	  20%	  for	  Kr	  and	  
15%	  for	  Rn.	  
The	  TFD	  is	  even	  worse	  because	  K[ρ]	  is	  posi+ve	  and	  ETFD	  is	  more	  nega+ve	  than	  ETF.	  
	  
	  
	  
This	  is	  negligible	  for	  large	  Z	  but	  it	  pulls	  energy	  down.	  	  



The	  Hohenberg	  –	  Kohn	  teorems	  

The	  ground	  state	  energy	  E	  and	  wave	  func+on	  ψ	  are	  described	  by	  minimiza+on	  of	  the	  
func+onal	  	  

For	  N-‐electron	  system	  the	  external	  poten+al	  v(r)	  and	  number	  of	  electrons	  N	  
(boundary	  condi+on)	  determines	  the	  ground	  state	  proper+es	  E,Ψ.	  	  

1st	  H-‐K	  theorem:	  The	  external	  poten8al	  v(r)	  is	  determined	  within	  a	  constant	  by	  
an	  electron	  density	  ρ(r).	  	  



The	  proof:	  Consider	  ρ(r)	  for	  non-‐degenerate	  ground	  state	  of	  N-‐electron	  system.	  It	  
determines	  N	  (the	  norm)	  and	  also	  v(r),	  and	  all	  other	  ground	  state	  proper+es.	  
	  
Suppose,	  v(r)	  and	  v’(r)	  differing	  by	  more	  than	  constant	  but	  providing	  the	  same	  ρ.	  
Than	  we	  would	  have	  H	  and	  H’	  Hamiltonians	  whose	  ground	  state	  densi+es	  would	  
be	  the	  same	  although	  their	  Ψ	  and	  Ψ’	  differ.	  
	  
Taking	  Ψ’	  for	  H	  
	  
	  
	  
	  
	  
where	  E0	  and	  E0’	  are	  the	  ground	  state	  energies	  for	  H	  and	  H’,	  and	  the	  way	  around	  



It	  follows	  that	  
	  
	  
what	  is	  contradic+on!,	  and	  prove	  -‐	  two	  different	  v(r)	  can’t	  have	  the	  same	  ρ.	  
	  
Thus	  ρ	  determines	  N	  and	  v(r)	  and	  other	  ground	  state	  proper+es	  like	  T[ρ]	  and	  V[ρ]	  	  
and	  also	  E[ρ].	  
	  
	  
Instead	  of	  	  
	  
	  
	  
we	  have,	  Ev	  energy	  depending	  explicitly	  on	  v(r)	  



where	  
	  
and	  we	  may	  write	  
	  
The	  classical	  repulsion	  J	  is	  here	  complemented	  by	  elusive	  and	  very	  important	  
“exchange-‐correla+on	  energy”.	  
	  
	  
The	  2nd	  H-‐K	  theorem:	  For	  a	  trial	  density	  ρ,	  such	  as	  ρ(r)	  ≥	  0	  and	  
	  
	  
	  
	  
where	  Ev[ρ]	  is	  the	  energy	  func+onal,	  
E0	  exact	  energy	  of	  gr.	  state.	  
	  
	  
	  
It	  is	  full	  analogy	  to	  varia+on	  principle	  for	  Ψ.	  
It	  provides	  jus+fica+on	  for	  T-‐F	  varia+on	  principle,	  ETF	  is	  approximate	  to	  E0.	  
	  
	  



Prove:	  
The	  1th	  HK	  theorem	  ensures	  that	  ρ’	  determines	  v’(r),	  H	  and	  Ψ’	  which	  can	  be	  taken	  as	  
trial	  func%on	  for	  the	  problem	  of	  interest	  having	  defined	  poten+al	  v(r).	  
	  
	  
	  
	  
	  
The	  ground	  state	  density	  sa+sfies	  the	  sta+onary	  principle	  
	  
	  
	  
	  
	  
Which	  gives	  the	  Euler-‐Lagrange	  equa+on,	  where	  μ	  is	  chemical	  poten+al	  



If	  we	  knew	  the	  exact	  FHK	  the	  equa+on	  
	  
	  
	  
	  
	  
is	  exact	  equa+on	  for	  the	  ground	  state.	  
	  
Note:	  FHK	  is	  defined	  independently	  of	  v(r)!	  
	  
It	  is	  therefore	  universal	  and	  once	  its	  form	  is	  known	  (which	  is	  however	  not	  the	  
case)	  it	  can	  be	  applied	  to	  any	  system.	  
	  
This	  equa+on	  is	  the	  basic	  working	  equa+on	  of	  DFT.	  



The	  N-‐	  and	  v(r)-‐	  representability	  of	  ρ	  
Important,	  however,	  criteria	  for	  v(r)-‐representability	  are	  not	  yet	  known/defined.	  
The	  N-‐condi+on	  is	  weaker	  (easy	  to	  test	  for	  any	  density)	  than	  v-‐representability	  
condi+on	  and	  can	  be	  fulfilled	  more	  easily.	  	  

ρ	  is	  v-‐representable	  if	  it	  is	  associated	  with	  the	  an+-‐symmetric	  wave	  func+on	  of	  H	  
with	  “some”	  poten+al	  v(r),	  (not	  necessarily	  the	  Coulomb	  poten+al).	  
	  
ρ	  generally	  may	  or	  may	  not	  be	  v(r)-‐representable.	  	  
Not:	  the	  density	  for	  q-‐degenerated	  ground	  state	  
	  
1st	  H-‐K	  theorem	  says	  that	  there	  is	  one-‐to-‐one	  mapping	  of	  the	  ground	  state	  ψ	  and	  v-‐
representable	  ρ.	  
	  
When	  we	  say	  that	  all	  ground	  state	  proper+es	  are	  func+onals	  of	  ρ,	  we	  mean	  that	  
these	  func+onals	  are	  defined	  only	  for	  the	  v(r)-‐representable	  densi+es,	  like	  FHK	  
	  
	  
	  
	  
and	  2nd	  	  HK	  theorem	  states	  that	  for	  ALL	  	  v-‐representable	  densi+es	  we	  have	  
	  
	  



N-‐representability	  
	  
ρ	  is	  N-‐representable	  when	  
	  
	  
	  
	  
ρ	  can	  be	  constructed	  from	  N	  orthonormal	  orbitals	  based	  on	  space	  par%%oning	  and	  
hence	  generated	  from	  single-‐determinantal	  wave	  func+on	  (we	  know	  how).	  
	  
Explicit	  construc+on	  uses	  N	  smooth,	  con+nuous,	  orthonormal	  orbitals	  for	  ANY	  
density	  sa+sfying	  the	  above	  criteria.	  The	  required	  orbitals	  are:	  



All	  orbitals	  have	  same	  orbital	  density	  
	  
	  
	  
0	  ≤	  q(x)	  ≤	  1,	  and	  	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
Any	  number	  of	  such	  orbitals	  thus	  can	  be	  constructed	  and	  any	  density	  can	  be	  
represented	  by,	  0	  ≤	  λk	  ≤	  1,	  Σ	  λk	  =	  N	  



If	  ρ	  is	  density	  from	  the	  ground	  state	  Ψ	  of	  Hamiltonian	  
With	  some	  external	  poten+al	  v(r)	  than	  ρ(r)	  is	  called	  
pure	  state	  v-‐representable.	  	  
	  
	  
	  
If	  the	  Hamiltonian	  is	  not	  including	  the	  el.-‐el.	  
interac+on,	  than	  ρ(r)	  is	  called	  noninterac%ng	  pure	  
state	  v-‐representable.	  
	  
	  
If	  ρ	  is	  constructed	  form	  degenerated	  ψ	  than	  ρ	  is	  said	  
ensemble	  v-‐representable	  or	  noninterac%ng	  ensemble	  
v-‐representable.	  



The	  Levy	  constrained	  search	  formula+on	  
	  
Search	  for	  Ψ0	  that	  is	  determined	  from	  ρ0,	  search	  for	  the	  ground	  state	  wave-‐func+on.	  
	  	  
The	  inverse	  problem	  is	  trivial.	  	  
But	  infinite	  number	  of	  wave-‐func+ons	  exist	  (not	  necessarily	  the	  ground	  state)	  giving	  the	  
same	  density.	  How	  do	  we	  dis+nguish	  true	  ground-‐state	  Ψ0	  from	  from	  (many)	  Ψρ0	  that	  
integrates	  to	  the	  density	  ρ0.	  
	  
Levy	  (1979,	  1982)	  
	  
	  
	  
	  

	   	  where	  	  
	  
and	  since	  v(r)	  is	  func+onal	  of	  density,	  we	  have	  	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  



Among	  all	  wave-‐func+ons	  that	  integrate	  to	  ground	  state	  density	  ρ0	  only	  Ψ0	  
minimizes	  the	  expecta+on	  value	  
	  
	  
	  
	  
The	  right	  hand	  side	  equals	  to	  FHK[ρ0],	  the	  HK	  func+onal	  defined	  for	  any	  v-‐
representable	  wave-‐func+on.	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
This	  is	  defini+on	  of	  constrained	  search;	  searching	  over	  ALL	  an+-‐symmetric	  wave-‐
func+ons	  yielding	  the	  ρ0	  density,	  FHK[ρ0]	  delivers	  the	  minimum	  expecta+on	  value	  
of	  T+Vee	  operators.	  
	  
Defining	  FHK[ρ0]	  in	  this	  way	  is	  new	  proof	  of	  HK	  1st	  theorem	  and	  eliminates	  the	  
original	  limita+on	  concerning	  degeneracy,	  from	  all	  possible	  degenerated	  wave-‐
func+ons	  is	  selected	  the	  one	  corresponding	  to	  ρ0.	  
	  
	  
	  
	  



The	  varia+on	  search	  	  
	  
	  
is	  thus	  constrained	  because	  the	  space	  of	  trial	  func+ons	  comprises	  only	  to	  those	  giving	  ρ0	  
in	  contract	  to	  the	  unconstrained	  minimum	  search	  for	  
	  
	  
whole	  Hilbert	  space.	  
	  
In	  the	  constrained	  search	  for	  FHK[ρ0]	  the	  ρ0	  is	  automa+cally	  v-‐representable	  if	  it	  is	  
constructed	  from	  an+symmetric	  wave	  func+on.	  This	  fact	  permits	  us	  to	  extend	  the	  
domain	  of	  v-‐representable	  to	  N-‐representable	  densi+es	  
	  
	  
	  
	  
where	  ρ	  is	  only	  N-‐representable.	  	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  



The	  ground-‐state	  minimiza+on	  is	  divided	  into	  two	  steps	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
the	  inner	  minimiza+on	  (second	  row)	  is	  constrained	  to	  Ψs	  giving	  ρ,	  the	  outer	  
minimiza+on	  searches	  for	  all	  such	  ρs.	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
The	  varia+on	  is	  over	  all	  N-‐representa+ve	  ρs	  (the	  three	  basic	  condi+ons	  on	  ρ).	  
Importantly,	  the	  v-‐representability	  was	  thus	  removed.	  
	  
	  
	  



The	  constrained	  search	  by	  Levy	  –	  search	  for	  minimum	  of	  the	  universal	  func+onal	  F[ρ]	  
for	  noninterac+ng	  fermions	  is	  based	  on	  Perkus’s	  par++oning	  of	  the	  N-‐electron	  
Hilbert	  space.	  	  
	  



The	  constrained	  search	  by	  Levy	  –	  search	  for	  minimum	  of	  the	  universal	  func+onal	  for	  
noninterac+ng	  fermions.	  	  
	  
Existence	  of	  the	  minimum	  for	   	   	   	   	   	  employing	  trial	  ψρ

min	  was	  
proved	  by	  Lieb	  in	  1982	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  

The	  F[ρ]	  is	  universal	  because	  it	  is	  independent	  of	  v(r).	  The	  same	  F[ρ]	  is	  applied	  to	  
hydrogen	  atom	  and	  protein.	  So	  we	  look	  for	  method	  to	  deal	  with	  F[ρ]	  that	  is	  
rigorously	  defined	  for	  any	  N-‐representa+ve	  ρ.	  However,	  F[ρ]	  is	  highly	  difficult	  to	  
approximate	  because	  we	  changed	  from	  many-‐variable	  varia+on	  func+on	  ψ	  to	  single	  
three	  variable	  ρ.	  
	  
The	  electronic	  energy	  is	  func+onal	  of	  second-‐order	  reduced	  density	  matrix	  Γ2	  and	  its	  
varia+on	  is	  set	  of	  N-‐representable	  Γ2	  matrices	  which	  is	  unknown.	  
The	  constrained	  search	  for	  F[ρ]	  is	  approximated	  by	  bounds	  
	  
	  
	  
where	  S	  is	  any	  subspace	  of	  Hilbert	  space	  giving	  ρ.	  
The	  existence	  was	  proved	  and	  energy	  func+onal	  minimum	  was	  thus	  established.	  	  



The	  Chemical	  Poten+al	  
Chemical	  poten+al	  in	  the	  grand	  canonical	  ensemble	  at	  zero	  temperature	  
	  
The	  principle	  equa+on	  for	  obtaining	  ρ(r)	  of	  ground	  state	  includes	  μ.	  
	  
	  
	  
E	  è	  canonical	  è	  grand-‐canonical	  ensemble	  gives	  us	  route	  to	  μ.	  
	  
a)	  For	  the	  the	  ground	  state	  E[ρ]	  riches	  minimum	  among	  all	  densi+es	  integra+ng	  to	  N.	  
	  
b)	  For	  en	  equilibrium	  state	  at	  temperature	  Θ	  in	  a	  canonical	  ensemble	  the	  Helmhotz	  
free	  energy	  A[ρ]	  riches	  its	  minimum	  among	  all	  densi+es	  integra+ng	  to	  N.	  
	  
	  
were	  F[ρ]	  is	  universal	  func+onal	  of	  ρ	  containing	  the	  kine+c	  energy,	  par+cle-‐par+cle	  and	  
entropy	  term	  
	  	  
	  



c)	  For	  an	  equilibrium	  state	  at	  temperature	  Θ	  and	  chemical	  poten+al	  μ	  in	  a	  grand-‐
canonical	  ensemble	  	  the	  grand	  poten+al	  func+onal	  Ω[ρ]	  riches	  its	  minimum	  	  

Γmin	  is	  the	  operator	  that	  minimized	  operators	  in	  the	  ()	  and	  gives	  ρ.	  	  

Note,	  μ	  appears	  only	  as	  combina+on	  of	  v(r)	  –	  μ.	  

The	  equilibrium	  state	  density	  ρ0	  determines	  the	  density	  operator	  Γ0	  and	  hence	  the	  
proper+es	  of	  ground	  state.	  
There	  holds	  the	  grand	  poten+al	  varia+on	  principle	  in	  terms	  of	  par+cle	  density	  with	  
the	  universal	  func+onal	  F[ρ].	  



At	  the	  zero	  temperature	  limit,	  θ	  =	  0,	  β	  è	  ∞,	  ΘS[ρ]	  è0,	  the	  equilibrium	  state	  and	  
ground	  state	  become	  the	  same.	  We	  consider	  the	  grand	  canonical	  (GC)	  ensemble	  	  
	  
	  
	  
where	  FGC	  is	  the	  universal	  ground	  state	  func+onal	  (proposed	  in	  1982)	  extending	  the	  
Levy’s	  constrained	  search	  to	  general	  density	  operator	  Γ	  in	  Fock	  space.	  	  
	  
	  
	  
	  
	  
The	  grand	  poten+al	  at	  the	  zero	  temperature	  limits	  to	  
	  
	  
	  
	  
	  
where	  EGC[ρ]	  is	  the	  grand-‐canonical-‐ensemble	  energy	  func+onal	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  



Considering	  the	  β	  è	  ∞	  limit	  for	  varia+onal	  principle	  Ω[Γ]	  
	  
	  
	  
	  
	  
the	  limit	  becomes	  
	  
	  
where	  E0(N)	  and	  μ	  is	  the	  energy	  and	  chemical	  poten+al	  of	  the	  ground	  state	  with	  N	  
electrons.	  Following	  the	  varia+onal	  principle	  for	  Ω[Γ]	  the	  density	  func+onal	  principle	  is	  
	  
	  
	  
From	  which	  follows	  the	  varia+onal	  equa+on	  for	  the	  ground	  state	  density	  and	  energy	  
	  
	  
	  
and	  the	  Euler-‐Lagrange	  	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  



Consider	  Γ	  describes	  ground	  state	  with	  average	  number	  of	  electrons	  N+ΔN	  =	  Tr	  ΓN.	  
Following	  the	  	  
	  
	  
we	  have	  for	  two	  systems	  with	  N+/-‐ΔN	  	  
	  
	  
	  
	  
	  
If	  E(N)	  is	  differen+able,	  than	  	  
	  
	  
	  
And	  func+on	  E0(N)	  is	  therefore	  convex	  	  
	  
	  
	  
If	  E(N)	  is	  twice	  differen+able,	  than	  	  
	  



Senng	  ΔN	  =	  1	  we	  obtain	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
where	  I(N)	  is	  ioniza+on	  poten+al.	  
	  
The	  successive	  ioniza+on	  poten+als	  are	  NOT	  decreasing	  for	  the	  same	  external	  poten+al.	  
This	  holds	  for	  atoms,	  molecules	  although	  the	  first	  principle	  prove	  has	  never	  been	  given.	  



Physical	  meaning	  of	  the	  chemical	  poten8al	  
	  
In	  DFT	  it	  measures	  the	  “escaping	  tendency”	  of	  an	  electron	  cloud.	  
	  
It	  is	  constant	  throughout	  the	  space	  for	  ground	  state	  of	  molecule,	  atom,	  solid	  state.	  
	  	  
Equals	  to	  the	  ΔE/ΔN	  slope	  for	  constant	  v(r).	  
	  
It	  is	  the	  nega+ve	  of	  electronega+vity	  by	  Pauling	  and	  Mulliken	  	  



Chemical	  poten+al	  deriva+ves	  
	  
Change	  from	  one	  ground-‐state	  to	  another	  is	  described	  by	  
	  
	  
	  
The	  proof	  for	  equilibrium	  state	  of	  grand	  canonical	  ensemble	  at	  zero	  temperature:	  
	  
The	  total	  differen+al	  of	  energy	  
	  
	  
must	  be	  the	  same	  as	  differen+al	  of	  E[ρ]	  
	  
	  
	  
From	  
	  
we	  know	  that	  	  	  
	  	  
	  
	  



While	  from	  the	  first	  order	  energy	  	  
	  
	  
it	  follows	  that	  	  
	  
	  
	  
and	  therefore	  we	  proved	  
	  
	  
	  
and	  also	  we	  can	  write	  	  	  



The	  change	  of	  μ	  due	  to	  change	  in	  N	  or	  v(r)	  is	  given	  by	  
	  
	  
	  
	  
	  
or	  by	  “Maxwell	  rela+on”	  	  
	  
	  
	  
	  
	  
where	  we	  defined	  
	  
	  
	  
	  
The	  Maxwell	  rela+on	  is	  per+nent	  to	  chemical	  concept	  as	  μ	  is	  nega+ve	  of	  
electronega+vity,	  η	  is	  called	  hardness	  and	  both	  η	  and	  μ	  are	  global	  proper+es	  while	  
f(r)	  is	  local	  property	  depending	  on	  r	  called	  Fukui	  func+on.	  



For	  obtaining	  ρ(r)	  we	  need	  the	  linear	  response	  func+on	  
	  
	  
	  
	  
	  
The	  ground	  state	  energy	  is	  assumed	  to	  be	  con+nuous	  and	  differen+able	  func+on	  of	  
E[N,v(r)].	  
	  
For	  the	  zero	  temperature	  grand	  canonical	  ground	  state	  of	  N	  noninterac+ng	  electrons	  
we	  have	  μ	  equal	  to	  -‐I	  (ΔN	  <	  0)	  or	  –EA	  (ΔN	  >	  0).	  
	  
Natural	  variables	  in	  equa+ons	  for	  dE	  and	  dμ	  are	  N	  and	  v(r).	  Like	  in	  macroscopic	  
termodynamics	  it	  is	  conveniet	  to	  define	  new,	  appropriate	  state	  func+ons	  	  
	  
	  
	  
	  
and	  for	  the	  change	  of	  one	  ground	  state	  to	  any	  other	  we	  have	  	  



The	  func+on	  F	  is	  Hohenberg	  –	  Kohn	  F	  since	  	  
	  
	  
	  
and	  Ω	  is	  zero	  temperature	  grand	  poten+al	  and	  therefore	  we	  have	  	  
	  
	  
	  
	  
and	  the	  following	  quan++es	  corresponding	  to	  Maxwell	  rela+ons	  of	  classical	  
thermodynamics	  



Electronega8vity	  and	  electronega8vity	  equa8on	  
	  
The	  chemical	  poten+al	  μ	  is	  global	  property	  of	  ground	  state,	  constant	  throughout	  
the	  space	  in	  atom/molecule,	  in	  principle	  calculable.	  For	  change	  from	  one	  to	  another	  
ground	  state	  we	  have	  
	  
	  
	  
When	  atoms	  of	  different	  chemical	  poten%al	  form	  molecule	  with	  its	  own	  
characteris%c	  μ	  their	  formerly	  different	  chemical	  poten%als	  must	  equalize.	  
(Sanderson	  1951,	  1976	  –	  Principle	  of	  electronega+vity	  equaliza+on).	  
	  
This	  has	  parallel	  in	  classical	  macroscopic	  thermodynamics	  –	  two	  phases	  put	  
together	  come	  to	  equilibrium	  with	  equalized	  chemical	  poten+al.	  The	  flow	  of	  a	  
substance	  is	  from	  the	  phase	  with	  high	  μ	  to	  that	  with	  low	  μ.	  For	  A,	  B	  electronic	  
systems	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  electrons	  should	  flow	  from	  B	  to	  A	  while	  forming	  AB.	  To	  show	  this	  
we	  consider	  



The	  total	  energy	  depending	  on	  ΔN	  =	  NB
0	  –	  NB	  =	  NA	  –	  NA

0	  will	  be	  
	  
	  
	  
	  
for	  	  
	  
we	  have	  posi+ve	  ΔN	  and	  flow	  from	  B	  to	  A	  stabilizes	  system.	  The	  energy	  
stabiliza+on	  due	  to	  such	  charge	  transfer	  is	  second	  order	  in	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  .	  
	  
The	  explicit	  formula	  can	  be	  obtained	  by	  	  minimizing	  EA	  +	  EB	  with	  respect	  to	  ΔN,	  i.e.	  
the	  result	  is	  μA	  =	  μB	  where	  	  
	  
	  
	  
	  
	  
and	  consequently	  to	  the	  first	  order	  
	  
The	  charge	  transfer	  to	  the	  first	  order	  is	  propor+onal	  to	  the	  different	  of	  original	  
chemical	  poten+als.	  



Such	  DFT	  implementa+on	  where	  the	  binding	  energy	  is	  obtained	  from	  atomic	  charges	  
and	  DFT	  func+onal	  is	  approximated	  by	  simple	  adding	  of	  atomic	  contribu+ons	  is	  
primi+ve.	  
	  
The	  join	  with	  structural	  chemistry	  was	  achieved	  by	  iden+fica+on	  of	  μ	  with	  nega+ve	  of	  
electronega+vity	  χ	  
	  
	  
	  
that	  is	  	  
1)  state	  property	  calculable	  from	  DFT	  or	  determinable	  from	  experiment,	  	  
2)  different	  chemical	  poten+als	  drive	  electron	  transfer,	  electron	  flow	  from	  high	  to	  

low	  chemical	  poten+al	  propor+onal	  to	  the	  original	  chemical	  poten+al	  difference	  
and	  the	  energy	  stabiliza+on	  is	  propor+onal	  to	  its	  square,	  

3)  on	  forma+on	  of	  a	  molecule	  former	  electronega+vi+es	  	  
	  	  	  	  	  	  	  equalize/neutralize.	  
	  
These	  principles	  are	  well	  known,	  however,	  now	  they	  were	  shown	  to	  follow	  tom	  DFT.	  



Development	  of	  electronega8vity	  concept	  
	  
Pauling	  (1960)	  used	  the	  concept	  as	  descrip+ve	  indicator	  for	  electron-‐a�rac+ng	  
power.	  He	  made	  rela+ve	  scale	  based	  on	  bond	  energies	  and	  dipole	  moments	  and	  
termed	  the	  stabiliza+on	  due	  to	  charge	  transfer	  as	  extra-‐ionic	  resonance	  energy	  that	  
equals	  to	  square	  of	  electronega+vity	  differences.	  
	  
Mulliken	  did	  not	  think	  that	  electronega+vity	  is	  slope	  E	  versus	  N	  curve	  but	  he	  
proposed	  that	  electronega+vity	  depends	  on	  valence	  state	  of	  atoms	  that	  is	  followed	  
by	  DFT.	  
	  
	  
Sanderson	  (1976)	  proposed	  geometric	  mean	  equaliza+on	  principle	  
	  
	  
	  
Roughly	  correct	  but	  incorrectly	  describing	  the	  homonuclear	  bonding.	  
	  
As	  the	  atomic	  number	  of	  neutral	  atom	  increases	  the	  chemical	  poten+al	  is	  
propor+onal	  to	  Z-‐1/3	  when	  going	  down	  the	  column	  of	  periodic	  table.	  
	  

The	  electronega+vity	  is	  property	  of	  system	  that	  behaves	  much	  like	  the	  chemical	  
poten+al	  of	  macroscopic	  thermodynamics.	  It	  measures	  escaping	  tendency	  of	  
electron	  and	  is	  constant	  for	  system	  at	  equilibrium.	  	  





Hardness	  and	  soGness	  
	  
The	  absolute	  harness	  (Parr,	  Pearson	  1983)	  
	  
	  
Its	  inverse	  is	  so�ness	  (Young,	  Parr	  1985)	  	  
	  
	  
The	  property	  is	  η	  ≥	  0	  due	  to	  convexity	  assump+on	  	  and	  
	  
For	  an	  insulator	  or	  semiconductor	  the	  hardness	  is	  half	  of	  the	  band	  gap.	  
	  
The	  first	  (chemical	  poten+al)	  and	  second	  (harness)	  deriva+ve	  of	  E	  with	  N	  is	  important	  



The	  physical	  meaning	  of	  hardness	  	  
	  
Consider	  deprotona+on	  reac+on	  where	  electron	  is	  taken	  from	  S	  and	  given	  to	  S	  
	  
	  
The	  energy	  change	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  is	  hardness.	  Small	  hardness	  thus	  means	  that	  it	  is	  
easy	  to	  move	  electron	  from	  one	  S	  to	  the	  other	  S;	  that	  is	  S	  is	  so�	  species.	  



The	  disprotona+on	  reac+on	  was	  important	  in	  devolopment	  of	  orbital	  theories.	  
Suppose,	  the	  two	  electrons	  in	  	  	  	  	  	  	  each	  had	  the	  same	  energy,	  the	  same	  energy	  as	  the	  
energy	  of	  one	  electron	  in	  	  	  	  the	  energy	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  than	  would	  be	  zero,	  the	  typical,	  
wrong	  result	  of	  Huckel	  method.	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
Be�er	  approxima+on	  to	  ΔEs	  is	  repulsion	  between	  the	  two	  electrons	  in	  	  	  	  	  	  	  	  calculated	  
as	  	  	  



This	  descrip+on,	  working	  idea	  in	  1945-‐51,	  is	  not	  correct	  due	  to	  the	  frozen-‐core	  
assump+on.	  
	  
Pariser	  (1953)	  suggested	  semiempirical	  	  way	  where	  the	  integral	  is	  not	  computed	  but	  
rather	  approximated	  
	  
	  
in	  number	  of	  semiempirical	  methods	  like	  CNDO,	  INDO,…,	  star+ng	  since	  1951.	  They	  
provided	  correct	  electronega+vi+es	  and	  hardness	  for	  atoms.	  	  
	  
Unifica+on	  of	  terminology	  

Politzer	  (1987)	  showed	  that	  so�ness	  is	  linearly	  correlated	  with	  polarizability	  and	  
showed	  how	  it	  can	  be	  linked	  with	  capacity	  to	  accept	  charge.	  



Reac8vity	  index	  –	  Fukui	  func8on,	  f(r)	  is	  natural	  index	  of	  chemical	  reac+vity,	  
independent	  of	  molecular	  model	  	  	  
	  
	  
	  
	  
	  
is	  normalized	  
	  
measures	  how	  sensi+ve	  is	  chemical	  poten+al	  of	  a	  system	  with	  respect	  to	  external	  
perturba+on	  (first	  defini+on)	  and	  is	  quan+ty	  involving	  valence	  region	  of	  a	  
molecule.	  
	  
Suppose	  change	  N	  +	  δN	  
	  
	  



The	  deriva+ves	  can	  be	  approximated	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
Fukui	  (1952):	  



C	  O	   C	  O	  

f+(r)	  (le�)	  contours	  on	  the	  plane	   	   	   	  f-‐(r)	  (right)	  contours	  on	  the	  H2CO	  	  
perpendicular	  to	  the	  H2CO	   	   	   	   	  molecular	  plane.	  
molecular	  plane.	  



Local	  soGness	  and	  hardness	  
	  
	  
The	  absolute	  hardness	  and	  so�ness	  are	  independent	  of	  space	  coordinate	  
	  
	  
	  
	  
	  
The	  so�	  molecules	  have	  larger	  propensity	  to	  form	  covalent	  bonds	  and	  reac+vity	  
index	  f(r)	  can	  iden+fy	  the	  relevant	  site	  for	  reac+on.	  One	  can	  expect	  that	  η	  and	  S	  
should	  be	  somehow	  related	  to	  f(r).	  Exploring	  this	  rela+onship	  leads	  to	  local	  harness/
so�ness	  defini+on.	  
	  
Parr,	  Yang	  (1982)	  defined	  local	  so�ness	  



Considering	  the	  iden+ty	  
	  
	  
and	  defini+on	  of	  Fukui	  func+on	  f(r)	  we	  can	  write	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
S,	  s(r)	  and	  f(r)	  are	  known	  in	  theory	  of	  metals	  where	  g(εF,r)	  and	  g(εF)	  are	  local	  
density	  of	  states	  at	  Fermi	  level	  and	  total	  density	  of	  states	  at	  Fermi	  level	  at	  0	  K.	  
	  
	  
	  
	  
Young,	  Parr	  (1985)	  s(r)	  is	  given	  by	  fluctua+ons	  in	  a	  grand	  canonical	  ensebmle	  
	  
	  	  



Berkowitz	  and	  Parr	  (1988)	  did	  deriva+on	  of	  local	  so�ness	  that	  reveals	  rela+on	  to	  
local	  hardness.	  They	  defined	  two-‐variable	  kernels	  for	  hardness	  and	  so�ness	  and	  
than	  they	  defined	  local	  proper+es.	  
	  
Because	  ρ(r)	  determines	  all	  proper+es,	  it	  determines	  μ,	  v(r)	  and	  also	  modified	  
poten+al	  
	  
	  
	  
	  
As	  u(r)	  is	  func+onal	  of	  ρ	  the	  deriva+ve	  δu(r)/δρ(r’)	  exits	  and	  we	  define	  the	  hardness	  
kernel	  
	  
	  
	  
	  
and	  similarly	  δρ(r)/δu(r’)	  exists	  and	  we	  define	  the	  so�ness	  kernel	  



We	  have	  proper	  reciprocity	  because	  
	  
	  
	  
	  
The	  hardness	  and	  so�ness	  kernel	  are	  reciprocals	  of	  each	  other	  and	  we	  can	  define	  
the	  local	  	  so�ness	  
	  
	  
	  
	  
and	  local	  hardness	  
	  
	  
	  
	  
	  
reciprocal	  	  



To	  prove	  this	  we	  mul+ply 	   	   	   	   	   	  	  	  by	  ρ(r’)	  and	  integrate	  over	  r’’	  	  
	  
	  
	  
	  
and	  than	  	  integrate	  over	  r.	  	  
	  
	  
The	  η(r)	  is	  given	  explicitly	  by	  
	  
	  
	  
	  
and	  total	  harness	  can	  be	  obtained	  from	  the	  local	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  	  



We	  show	  that	  the	  following	  defini+ons	  are	  synonymous	  
	  
	  
	  
	  
	  
We	  have	  	   	   	   	   	   	   	   	   	  and	  also	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
Hence	  
	  
	  
	  
And	  rela+on	  of	  conven+onal	  response	  func+on	  to	  so�ness,	  local	  so�ness	  and	  
so�ness	  kernel	  is	  



The	  Kohn-‐Sham	  theory,	  the	  basic	  principles	  
	  
	  
The	  ground	  state	  energy	  of	  a	  many-‐electron	  system	  can	  be	  obtained	  as	  minimum	  of	  
energy	  func+onal	  	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
The	  ground	  state	  density	  minimizes	  E[ρ]	  and	  thus	  sa+sfies	  the	  Euler	  equa+on	  
	  
	  
	  
	  
with	  the	  boundary	  condi+on	  



Among	  all	  possible	  solu+ons	  for	  μ	  one	  takes	  which	  minimizes	  E[ρ]	  as	  opposed	  to	  
those	  associated	  with	  other	  extremes.	  
	  
How	  one	  can	  do	  be�er	  than	  TF	  or	  TFD.	  TF	  cons+tutes	  direct	  approach	  with	  explicit	  
forms	  of	  T[ρ]	  and	  Vee[ρ]	  and	  the	  equa+on	  involve	  the	  el.	  density	  alone.	  There	  are	  
insurmountable	  difficul+es	  when	  going	  beyond	  the	  simplified	  level	  of	  assump+ons.	  
	  
KS	  (1965)	  invented	  indirect	  approach	  for	  T[ρ]	  and	  made	  DFT	  a	  prac+cal	  and	  
accurate	  for	  rigorous	  calcula+ons.	  
	  
KS	  introduced	  orbitals	  in	  such	  a	  way	  that	  the	  kine+c	  energy	  can	  be	  computed	  simply	  
to	  good	  accuracy	  leaving	  small	  residual	  correc+on	  treated	  separately.	  For	  be�er	  
understanding	  we	  start	  with	  exact	  formula	  of	  ground	  state	  kine+c	  energy	  
	  
	  
	  
	  
where	  Ψi	  and	  ni	  are	  natural	  spin	  orbitals	  and	  occupa+on	  numbers,	  0≤ni≤1.	  



T	  is	  func+onal	  of	  total	  density	  ρ	  
	  
	  
	  
	  
For	  any	  interac+ng	  system	  there	  is	  a	  infinite	  number	  of	  terms	  in	  the	  formula.	  HK	  
showed	  that	  one	  can	  build	  simpler	  formulas	  
	  
	  
	  
	  
describing	  special	  case	  where	  ni	  	  =	  1	  for	  N	  orbitals	  and	  ni	  =	  0	  for	  the	  rest.	  This	  
assump+on	  holds	  exact	  for	  the	  determinantal	  wave	  func+on	  describing	  non-‐
interac+ng	  electrons.	  
	  
We	  know	  that	  any	  nonnega+ve,	  con+nuous	  and	  normalized	  density	  can	  be	  
decomposed	  in	  this	  way,	  but	  given	  a	  ρ	  how	  can	  we	  have	  a	  unique	  decomposi%on	  in	  
terms	  of	  orbitals	  so	  as	  to	  give	  a	  unique	  value	  to	  T[ρ]	  through	  this	  formula?	  



In	  analogy	  with	  the	  HK	  defini+on	  of	  universal	  func+onal	  FHK[ρ]	  Kohn	  and	  Sham	  
invoked	  corresponding	  noninterac%ng	  system	  with	  the	  Hamiltonian	  without	  
electron-‐electron	  repulsion	  term	  for	  which	  the	  ground	  state	  density	  is	  exactly	  ρ.	  
	  
	  
	  
	  
	  
For	  this	  system	  there	  will	  be	  an	  exact	  determinantal	  ground-‐state	  wave	  func+on	  
	  
	  
	  
	  
where	  Ψi	  are	  the	  N	  lowest	  eigenstates	  of	  the	  one-‐electron	  Hamiltoninan	  
	  
	  
	  
The	  kine+c	  energy	  is	  given	  by	  



This	  defini+on	  leaves	  the	  undesirable	  restric+on	  on	  density	  that	  needs	  to	  be	  
noninterac+ng	  and	  v-‐representable,	  i.e.	  there	  must	  exist	  noninterac+ng	  ground	  state	  
with	  density	  ρ.	  
	  
The	  Ts[ρ]	  domain	  is	  any	  density	  derived	  from	  an+symmetric	  wave-‐func+on.	  However,	  
the	  Ts[ρ]	  is	  not	  the	  exact	  density	  functonal	  T[ρ]!	  The	  KS	  idea	  was	  to	  set	  up	  the	  exact	  
solu+on	  for	  Ts[ρ]	  and	  than	  to	  improve	  the	  independent-‐par+cle	  model.	  
	  
The	  separa+on	  of	  Ts[ρ]	  proceeds	  according	  to	  
	  
	  
where	  	  
	  
	  
is	  the	  exchange-‐correla+on	  energy	  func+onal	  containing	  the	  difference	  between	  T	  and	  
Ts,	  presumably	  small	  and	  the	  nonclassical	  part	  Vee.	  	  



The	  Euler	  equa+on	  becomes	  
	  
	  
	  
	  
where	  KS	  effec+ve	  poten+al	  is	  defined	  by	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
with	  the	  exchange-‐correla+on	  func+onal	  defined	  
	  
	  
	  
	  
	  
The	  explicit	  form	  of	  Ts[ρ]	  I	  terms	  of	  density	  is	  yet	  unknown.	  



The	  solu+on	  by	  KS	  implies	  that 	   	   	   	  	  	  	  	  	  with	  the	  boundary	  	  
	  
is	  the	  same	  same	  equa+on	  as	  for	  conven+oal	  DFT	  applied	  for	  noninterac%ng	  
electrons	  moving	  in	  external	  poten+al	  vs(r)	  =	  veff(r).	  
	  
Therefore,	  for	  one	  veff(r)	  we	  can	  obtain	  ρ	  sa+sfying	  
	  
by	  solving	  the	  equa+ons	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
The	  veff(r)	  depends	  on	  ρ(r)	  through	  
	  
and	  the	  equa+ons	  must	  be	  solved	  therefore	  self-‐consistently.	  
	  
One	  can	  begin	  with	  guessed	  ρ(r)	  constructed	  veff(r)	  and	  find	  new	  ρ	  from	  the	  
equa+ons	  called	  Kohn-‐Sham	  equa+ons.	  



Deriva+on	  of	  KS	  equa+ons	  
	  
The	  energy	  is	  given	  by	  	  
	  
	  
	  
	  
	  
where	  the	  electron	  density	  is	  defined	  by	  
	  
The	  energy	  is	  expressed	  in	  terms	  of	  N	  orbitals	  allowed	  to	  vary	  over	  the	  defined	  space.	  
The	  varia+onal	  search	  can	  be	  done	  in	  space	  Ψi.	  To	  do	  it	  one	  most	  constrain	  
orthonormality	  
	  
	  
	  
because	  otherwise	  T[ρ]	  would	  not	  be	  valid.	  
	  
	  



Define	  func+onal	  of	  N	  orbitals	  
	  
	  
	  
	  
Where	  E[ρ]	  is	  the	  known	  energy	  func+onal	  and	  εij	  are	  the	  Lagrange	  mul+pliers.	  For	  
E[ρ]	  to	  be	  minimum	  the	  func+onal	  varia+on	  must	  fulfill	  
	  
	  
leading	  to	  the	  equa+ons	  	  
	  
	  
	  
with	  the	  defined	  operator	  veff	  and	  one-‐electron	  Hermi+an	  operator	  heff	  that	  can	  be	  
diagonalized	  by	  unitary	  transforma+on	  of	  the	  orbitals.	  



The	  canonical	  Kohn-‐Sham	  equa+ons	  are	  thus	  defined	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
	  
where	  
	  
	  
	  
The	  total	  energy	  is	  given	  by	  	  
	  
	  
	  
	  
the	  sum	  of	  orbital	  energies	  is	  similar	  to	  that	  in	  HF	  (but	  see	  the	  difference)	  



The	  KS	  equa+ons:	  
	  
Major	  advantage	  is	  that	  introducing	  the	  N	  orbitals	  we	  cover	  dominant	  part	  of	  true	  
T[ρ]	  by	  the	  Ts[ρ]	  which	  is	  calculated	  exactly!	  The	  price	  is	  that	  we	  have	  to	  solve	  N	  
equa+ons	  instead	  of	  one	  in	  original	  TF	  model.	  Keep	  in	  mind	  that	  Exc[ρ]	  is	  unknown.	  
	  
The	  KS	  equa+ons	  containing	  more	  general	  veff(r)	  have	  the	  same	  form	  as	  HF	  equa+ons	  
and	  the	  numerical	  computa+onal	  requirements	  are	  thus	  similar.	  F,	  HF	  and	  KS	  
theories	  provide	  one-‐electron	  equa+ons	  for	  many-‐electron	  system.	  	  
	  
The	  KS	  theory	  is	  in	  principle	  exact	  because	  it	  incorporates	  rigorously	  the	  exchange-‐
correla+on	  effects,	  though	  the	  exact	  func+onal	  is	  unknown	  yet.	  
	  
The	  correla+on	  effects	  are	  not	  covered	  by	  HF	  equa+ons	  and	  their	  improvement	  
represents	  different	  way	  from	  improvement	  of	  KS	  equa+ons	  represented	  by	  
improvement	  of	  Exc[ρ]	  in	  order	  to	  provide	  the	  exact	  ρ	  and	  E.	  
	  
Since	  veff(r)	  doesn’t	  contain	  spin	  the	  solu+on	  is	  double	  degenerated	  and	  spa+al	  
orbitals	  can	  be	  complemented	  by	  spin	  arbitrarily	  	  
	  
	  
	  
	  	  



This	  prescrip+on	  agrees	  with	  RHF	  method	  but	  HF	  and	  KS	  are	  different	  in	  nature:	  the	  
restric+on	  on	  spa+al	  orbitals	  in	  KS	  theory	  is	  natural	  whereas	  the	  restric+on	  on	  RHF	  is	  
further	  qualifica+on	  on	  the	  determinantal-‐wave-‐func+on	  approxima+on.	  Therefore	  
exists	  the	  spin-‐density	  func+onal	  theory	  in	  analogy	  to	  HF	  which	  allows	  spin	  
dependence	  of	  veff(r).	  
	  
The	  Hamiltonian	  
	  
defines	  the	  reference	  non-‐interac%ng	  system.	  The	  ques+on	  is	  which	  orbitals	  should	  
be	  chosen	  to	  form	  the	  KS	  density?	  Rigorous	  answer	  is:	  the	  set	  of	  N	  orbitals	  
determined	  self-‐consistently	  according	  to	  KS	  equa+ons	  to	  miminize	  total	  energy.	  In	  
prac+ce	  only	  the	  set	  of	  orbitals	  giving	  the	  lowest	  εi	  is	  chosen.	  
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Vliv	  délky	  chromoforu,	  	  b-‐cyklů	  
a	  přítomnos%	  hydroxylové	  skupiny.	  
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