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LorenTZOVA
obecna transformace
Diracovy vinové funkce

Cleské akademii véd a umdni k uctdni pamétky zesnulého prof. dr F. Zavisky
u prileZitosti 70. vyroéi jeho narozeni
vénuje

V. TRKAL

Predlofeno 18. listopadu 1949

Pan dr Miroslav Brpitkal) za svého pobytu v Institute for Advanced
Studies v Dubliné ukdzal, jak se transformuji éty¥i slozky v, va, vs ¥4
Diracovy vinové funkce 9, prejdeme-li od plivodnich soufadnic x,, ,, s,
x, = ict k novym soufadnicim x;, z,, 3, x, pomoci vlastni obecné transfor-
mace LoreNTzovy x, = a;x;. Udal explicitni vyjad¥eni transformadni ma-
tice A, je# uvadi v souvislost transformovanou funkei 9’ s pvodni funkef o
vztahem " = Ay, ato v piipads, Ze Diracovy matice y1,y2 y3, 9%, vyhovu-
jict relacim y%* + p*y' = 26% maji zcela specielni tvar.?)

Tento problém byl povazovan za velmi slozity;®) v literatuie, pokud je
mi zndmo, nenajdeme explicitnfho vyjadieni matice 4 pomoci koeficientii
a;; obecné transformace LoruNTzZOVY?). o

1) M. BRDICKA, Pozndmka k vlastni Lorentzové transformaci. Vyjde v Rozpra-
véch II. t¥idy Ceské akademie, roé. LX, &is. 12 (1950).

2) Viz tuto moji praci na str. 18.

3) W. PauLl, Contributions mathématiques & la théorie Dirac, Annales de 1'Insti-
tut Henri Poincaré, VI, p. 124, 14. ¥. shora (1936).

4) P. A. M. DirAc, Applications of Quaternions to Lorentz Transformations,
Proceedings of the Royal Irish Academy, Dublin, L, sect. A, No 16, p. 261 (1945).
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Snaba podati systematické feseni tohoto problému bez ohledu na volbu
matic y1, 92, 93, y* vedla mé k nalezeni pomérné jednoduchého zpusobu, jak
ziskati explicite hledanou matici A. Ukdzalo se, Ze existuje neséisiné mnoz-
stvi vzajemné ekvivalentnich Feseni, z nichz nékterd vynikaji pomérnou
jednoduchosti; jedno z nich je pravé feSeni Brpiskovo.

1. Problém. Lineadrni orthogondlni transformace

’ ’ . . .
xk == Q"ikxi) xi = a‘ikxh 7, ]0 = 13 25 5) 4 (-l)
nazyva se obecnou transformaci Loruxtzovou v piipadé, ze x,, x,, x; jsou
kartézské soufadnice prostorové a x, = || —1 ¢t je imagindrni soufadnice
¢asova, takze koeficienty a,;, majici jen jeden index = 4 jsouryzeimaginarni,
kdeZto ostatni jsou realné.
Touto transformaci se nezméni tvar Diracovy rovnice

i + poyy = 0, po = T e, (2)
kde v* (k=1,2,8,4) vyhovuji relaci »%' 4 yly* = 26" Ptejde totiz
v rovnici

{y'pi + po}y’ = 0, (3)
kde se p; resp. p,” transformuji zcela stejné jako z; resp. x;” podle vztaha
(1) a p* (@ =1, 2, 3,4) resp. y* (k = 1, 2, 3, 4) se pfi tom netransformuj;
vinova funkee Dirscova p resp. ' se transformuje takto:

p o= Ay, p = A7y, (4)
kde A4 = 1.

Ukolem je najiti A jako funkei koeficientit ay, Lorentzovy transfor-
mace a Diracovycr matic p*.

2. Uréovaci rovnice pro A. Ponévadz se p; transformuje stejné jako ay,
prejde rovnice (2) nejprve ve tvar

w4 pohy = 0. | (5)
Dosadime-li za ¢’ z rovnice (4) do rovnice (3), obdrzime
'pi + po} Ay = 0. (6)

Provedeme-li na této rovnici operaci A7}, tu vzhledem ke vztahu A4 = 1
obdrzime

(A7 Ap/ + p}y = 0. (7)
Porovnanim této rovnice s rovnici (2) plyne
Yip = A7y Ap;. (8)
Stejny vztah plati i pro souradnice xy, x;, takze obecnd transformace Lo-
RENTZOVA se dé psati také takto:®)

v, = A7 A, yin, = Ayl A7 (9)
5) Srovn. na p¥. A. SOMMERFELD, Atombau u. Spektrallinién, II. Bd., p. 811,
rov. (29), (1939).
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Tteraci odtud totiz plyne >x;* = >af, co znadi, ze (1) je transformace ortho-

d=1 k=1 .
gonalni. Dosadime-li do levych stran rovnic (9) za x, resp. «; z rovnic (1),

tu porovnanim koeficienti stojicich u x; resp. x; obdrzime®)
agy® = A7 i = "y, agyt = AyFAT = "yk, (10)

coz jsou dva sobé ekvivalentni vztahy, z nichz kazdy muZze slouziti k urcent
A. Z rovnic (10) plyne vzhledem k zaménovacim vztahtm

iyt = AT iyl 4 iyt A = 264 = 2kZam«m,

coz jsou znamé podminky pro orthogonalni transformaci. Vyhovuje-li A
vztahu

agy* = A7 Yyid,
vyhovuje témuz vztahu L; = 4+ A, LT ' = + A" a Ly = 4 id, Lyt =
= T i47}, ale jen jedna z t&chto Sty¥ moznosti miZe v sobs obsahovatiiden-
tickou transformaci funkce  pro identickou transformaci soufadnic x,, k =
= 1,2, 3, 4.

3. Hyperkomplexnt éislo A. Abychom nemuseli séhnouti k specielni
volbé matic pro y?, %, y3, ¥4, budeme je pokladati za (Crirrorpova) hyper-
komplexni &isla. Z téchto &tyt zdkladnich hyperkomplexnich &isel obdrzime
16 prvkia grupy hyperkomplexnich &isel
-1

LR
,}/23, y3l’ yl
» Y

AT ,

2’ '}/14; ,y24, 7}34’ (11)
y234 314’ ,}/124, 7/123,
y12347

pii-¢em? »"* znadi soudin y'y’y*»'. Kazdé hyperkomplexni &slo této grupy
se d4 vyjadiiti jako linedrni agregét téchto 16 prvka s komplexnimi koefi-
cienty. Tudiz také A, které nyni povazujeme za hyperkomplexni ¢islo této
grupy lze takto vyjadriti. AvSak z (10) plyne dtleZity vztah

123k /1"1;/1234/1 = {det. |ay,|} y123. 12
ikl 5V )

Ponévadz determinant orthogonalni transformace je roven -+ 1, madme pro
hyperkomplexni éislo 4 velmi dulezity vztah?)

/1)/1234 — £ i3y, (13)

znameni -+ plati pro kladny determinant (vlastni LoruNtzOVvA grupa) zna-
meni — plati pro zdporny determinant. Vzhledem k antikomutativnosti
hyperkomplexnich é&isel y1, 92, 93, y* mtize viak A obsahovati jen prvky sto-
jlei v 1., 3., a 5. Fadku ve schematu (11), je-li {det. |a,,|} = 1, kdeZzto v opad-

8) Srovn. na pi. W. PAvLL L. c., p. 124, rovnice (24) nebo A. SOMMERFELD, l. c.,
p. 258, rov. (15).

7) Srovn. W. PAvlr, L c., p. 126, rov. (28).
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ném pifpadé, t. j. je-li {det. |a;|} = — 1, mlZe A obsahovati jen prvky sto-
jici ve 2. a 4. tadku.
Tedy pro {det. |a;|} = + 1 je

AN = Cy + Oy 4 Cagy® + Cypy® + Orp** 4 O1p™ -+ Cogp® + Cpy™,

y = — ¥y (14)
pro {det. |a;|} = — 1je
AT = Oyt + Cop? + Ogy® + Oyt + Cagay™ + Cogy™ + Cranp™ +
+ Cragy™. (15)

Tim se rozpadd 16 prvkd grupy hyperkomplexnich &isel ve dvé &asti,
z nichz kazd4 obsahuje 8 prvki. Prvni ¢ast, piislusna k determinantu - 1,
sestava z prvki d

l’ y’ ,)/23, ,y31, ,}/12’ y14, )}24:Y y34
a tvori podgrupu pivodni grupy. Druhd ¢ast, piislusna k determinantu — 1,
obsahuje prvky

yl’ ,}/2: y3’ ,)/4, ,)/234’ ,y314’ y124, y123,
které viak, jak ihned patrno, grupu netvori.

Nésobime-li prvky prvni éasti nékterym prvkem téze ¢asti, prvky
prvaf Sasti se reprodukuji az na znameni a na porddek prvki. Nasobime-li
naproti tomu prvky prvé casti kterymkoli prvkem druhé éasti, obdrzime
a# na znameni a porddek prvki viechny prvky druhé ¢asti. Znadi-li tedy y4
kterykoli prvek druhé ¢asti, pak lze psati

bud

A — + AH—))/A, {A(”)}—l = {yA}—l {A(#—)}vl
nebo

i + 7:/1“');/“1, {A(—)}——l = TF ¢ {’}/A‘}—l {A(+)}~1’
takze

al)yt =y AT A
Ponévadz vsak
a§;—)yk = {A(‘I‘)}—lyi/l(-l—)’
mame vztah
(+)

agyt = aff {y4) iy,
odkud# plynou jednoduché relace mezi koeficienty a;” a ai).
Stejnym pravem bychom viak mohli poloziti bud
A = + ,)}AA(‘I'), {./1(*)}"1 =+ {A(“}"'l {VA}—«l
nebo o '
A — + iyAAH“), {A<“)}“1 = Fi {/1(“}”] {yA}—l’
takze
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afy* = {ADYT ATyt A,
odkud rovnéZ plynou jednoduché relace mezi koeficienty af;? a afj’.

Z toho vseho je patrno, Ze posta¢i vysetiiti pripad, kdy determinant
transformace Lorextzovy je + 1. A k tomu se tedy nyni obratime.

4. Téleso bikvaterniont A v pfipadé {det. |az|} = 1. Vzorec (14) se dé

psati soumérnéji, zavedeme-li oznadeni u* = }(1 4 y), kde p = — 1234,
Pak totiz '
ut - u =1, (u*)? = ut
u+ —uT = Vs uiu:F — O’ : (16)

lze tudiz psiti A resp. A7 jako soulet dvou téles kvaternion®) o jednot-
kéch u* a trech kvaternionech y2 u*, cykl.

A = (crp® + cay® + o™ + ¢g) ut + (c1p2 + cay® + eyt + cuT,  (17)
A7 = 0y + o™ 4 ey + cut + (% + eyt + egy® + cu

Jest totiz mozno téleso bikvaterniont A v piipadé {det. |a;|} = 1 psati ve
tvaru

A = (Og + Ugay® + Oy + Cypy®) (u+ +uT) +

+ (O 4 Oy + Oyp® + Cugy®) (u™ — u7), (18)
nebot
Oik = Cm"
yPut = uty?, oykl; y8 = pR(u’ —w7) = (u" — w7)y™, cykl.
whyt = piuT, i = 1,2, 3, 4, piylI — i (19)

Souvislost koeficientti C;, C,, C' s koeficienty ¢, je takovato:

Cos = 3(cy + C;)» cykl. Co = 3les + C;)7
Cu = 3(cy — ¢y), T O = J(ey — cy). (20)
Z rovnic (17) plyne
A= (E A EFE D ut (e Rt D =1,
t. j.
e+ g4 =1=c?+ el + ¢’ + o (21)

X7

Dvé relace (21) prepidi se pomoci vztaht (20) v tomto tvaru

0{2)_*_02_|_O§3+0§1—|—0§2+O%4—|—C§4—}—O§4=1

Col + O304 + OO0 + 012034 = 0. . (22)
Zavedeme-li jedté 8 jinych parametra vztahy
S =c; ¢, sy =1(c; —¢;), j=1,2,3,4, (23)

piejdou oba vztahy (21) ve tvar

8) Srovn. W. FRANZ, Zur Methodik der Dirac-Gleichung, Sitzungsberichte der
Akademie Minchen, 1935, p. 390.

XXXII.



4 4
D5 —s7) =1, z{sjs,’. =0. . (24)
DA

Konetné zavedeme-li 8 daldich parametri x, 4, p, », ', A, u/, »" témito
vztahy

= %i(cs + C:/’,) + %(cy + c/;), n' = di(cg — Cé) + F(ey — ),
A= dile,+ ) — Hea ), A = File, — 7)) — e, — ¢5), (25)
= Fle o)+ Moo+ o) = Filen — ey + 3ea —¢),
v = —4i(es + cg) + Hea + ¢y, v = —%iles — ¢5) + He, — ¢d),

nabudou obé relace (21) tohoto tvaru:
wv — A +xv — A =1
w' 4w’y — Ap' — Au = 0. (26)

Substituce (20), (23), (25) jsou viak jen zvlastni piipady obecné linearni
substituce

ry = ﬁipcp’ Cllo == Cyypp k= 1,2,3,4, (27)
kde 4, o probiha hodnoty od 1 do 8 a sé¢itame podle dvakrat se vyskytujiciho

indexu; pii tom piedpokladdme, Ze determinant D této substituce neni
roven nule, t. j.

Pak lze vypoéitati z rovnic (27)

¢, = Byr;, (28)
kde
1 0D

Od vypisovani relaci, které vzniknou z (21), dosadime-li tam (28), upoustim.
Polozime-li

i = B¢, (30)
a dosadime-li sem (28), obdrzime
# = BipBuym.
Nejsoumérnéjsi a nejjednodussi jsou ovsem relace (21). Proto se budeme

nejprve zabyvati rovnicemi (17), (21) a (10). Ponévadz plati vztahy (srovn.
(16), (19))

uFyut = wuFuTyt = 0, utyuT = ututy’ = uFyt = puT, (31)
zjednodusi se uréovaci rovnice (10) takto:
A7 il =

= (™ + ™ 4 oy + o)™ + ey™ + ey + caut +

+ (ery® + eay™ + egy™i 4 o) (e + ey™ + oyt + cuT =

= Q"

(32)
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5. Pfiprava k FeSeni wuréovaci rovnice pro A. Porovnanim koeficientt
u 9% na obou strandch této rovnice obdrzime, polozime-li ¢y = cici’, tyto
rovnice:

@1y = Oy — Cyp — Cgy + Cagy {3}
Qg =  C11 + Cop + Cy3 -+ €y {1}
Qg =  Cqy — Cyg — Cyp - Ca3, {3} (33)
@yq = —Cgq + €1y — Cyp  Co3, {3}

Qgy = —Cq1 — C1q -+ Co + Cog, {3}

Qg3 =  Cgy + C1q T C32 + Cog. {3}
Je to soustava 16 rovnic — &sla v zdvorkdch udavaji poéet rovnic vzniklych
cyklickou zdménou mezi indexy 1, 2,3 — o 16 neznamych c,;, které 1ze
snadno najiti. Disledkem soustavy (33) je soustava 16 rovnic '

46y = Qyq — Ggp — Gy3 + Ay, {3}
deyy = gy F Qg + Gy + @y, {1}
4oy = Qg — Gyg — Qo + Qg3 {3} (34)
4Cyy = —0yy + Qyq — Ggy + A3, {3}
dCgp == — gy — Gyq + Qg5 + Aoy, {3}

dCog =  Qgq  Qyy + gy + Qg3 {3}

velmi podobnd soustavé (33). Zaména obou indexti na levé strané rovnic
(33), (34) m4 za nasledek zménu znameni na jejich pravé strané u téch veli-
¢in, které maji jen jeden index = 4.

Ut#ijeme-li vztahit (20), nabude soustava 16 rovnic (33) tvaru

Ay = Og — 0 + 023 - 031 - 0%2 - 0%4 + 054 + 0%4, 13}
g = Cf — C? + O3 + 03, + O}, — O, — 03, — O3, {1}

Agy = 2[  (Colss — CCy) + (U045 — C2Cy4)), {3} (35)
gy = 2[—(Cols — OCyy) + (C3:015 — C1,C4))], {3}
ayy = 2[ (00 — CCy) + (C2aC12 — 05034, {3}
@y = 2[—(Cy014 — COCy) + (02C12 — C5,034)], - {3}

Podobné uzitim vztaht (25) obdrzime z rovnic (33) rovnice

ay = %(Hz — 2 M2 + 92— 32 + A2 _|_ /’"2 _ ,/2),
Qg = $i(x2 + A2 — u2 — 9% — 22 — A2 4 p'2 4 2
Gy = — 2 + v + 2'A — u'v',

Uy = t(xA" + p'v — %A — wy'),

Gy = Bl BBt 9 b Kt 0,
Gy = F(x% 4 22 4 w2 + 92 — 22 — A2 — u'% — 9’2,
Oge = 1(xh + v — 'V — u'v'),

Gy = A" -+ uv' — w'A — u'v,

Oy = — npu + Av + 'y’ — Ay, (36)
Qgy = 0(— xp — Av 4 3'p’ + '),

Ggy = v + Au — 2’y — Ay,

Agg = 02"y — A — 2y’ + Ap'),

XXXIIL.



@y = 9(— 2’ + W' 'y — V),
Ooq = 2u’ + ' — %'y — Av,

gy = 10y 4 A’ — 'y — M),
Qg = 2y — Au — x'v' 4+ Ay’

Od vypisovani vzorci pro a;, jakoizto funkel parametri s,, s; upoustim.
Rovnice (33) jsou daleko piehlednéjsi nez (35) a (36) a dovoluji snadno zis-
kati rovnice (34), které tvoii zaklad k urdeni koeficientt ¢y, ¢;; C, Oy, C
855 8575y o, ¥

25

Nez pristoupime k jejich urcéeni, pfipomeneme si vyjadieni koeficientt

’ T v ’ , o v v Ve
¢y, - -+, ¢, pomoci zobecnénych Eurrrovvenm Ghld. Je totiz mozno poloziti
¢, = sin 6 cos FHw — @), ¢y = sin $6 sin H{w — @),
¢y = c0s £6 sin Hw + @), ¢y = €08 10 cos FHw + @), (37)
¢y = sin 30’ cos Hw' — ¢’), ¢, = sin 10" sin Lo’ — ¢’),

¢y = cos 0 sin Ho' + ¢’), ¢, = cos 10’ cos Lo’ + ¢').

Rovnice (21) jsou pak identicky splnény. Pomocf téchto vyrazi pro ¢y, ..., ¢;
muzeme uzitim rovnic (33) najiti tyto vzorce, které vyjadiuji transformaci
(1) pomoci zobecnénych Evrerovycn Ghld 6, o, ¢, O, o', ¢’ takto:

@13 = c0s 3(p + ¢') cos (w + ') cos L(O — O) —
— 8in {1 (p + ¢’) sin (v + ') cos 1(O + ),

@y = — sin (e + @) cos Hw + ') cos (O — @) —
—cos (@ +¢') sin Lo + o') cos (O + '),

gy = — sin }(p — ¢') c0s b(w + o) sin (O — ) +
+ cos H(p — @) sin {(ow + ) sin (O + O),

Gy = — €08 $(p — @) cos Hw + ') sin (O — O') —

— sin 4(p — ¢') sin (o + o') sin (O + O').

@y, = co8 (@ + ¢') sin Hw + o') cos H(O — O')
+ sin (g + ') cos (o + ) cos (O + 0,

g = — sin }(p + ') sin }(w + o) cos }(@ — @) +
+ cos 3o + @) cos L(w + @) cos 1O + ),

@3y = — 8in (g — ¢’) sin H(w + ') sin L(O — O') —
— €08 3(p — ¢’) cos {(w + ') sin (O + O’),

gy = — €08 }(p —¢') sin }(w + ') sin (@ — @) +

' + sin $(p — ¢’) cos Lo + ') sin O + O).

@3 = — €08 §(p + @) sin (v — ) sin $(O — O') +

+ sin (@ + ¢') cos 3 (w — w’) sin H(O + O'),
0,3 = sin $(p + @) sin (v — ') sin 1O — O") +
+ cos (g + ¢') cos 1 (w—w)sm 1o+ ),

@33 = — 8in (@ — ¢’) sin $(w — ') cos $(O@ — O') +
+ cos §(p — ¢') cos } (w—w)cos (O + 0,
Oy = — COS ((p—gv)smg(w—w)cos HO — 0" —

—sin {(p — ¢') cos $(w — w’) cos (O + O').
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= cos (@ + ¢') cos Hw — w’) sin $(O — O') +
+ sin $(p + ¢') sin Hw — ') sin 1(O + ©'),
= —gin (¢ + ¢’) cos H{w — w’) sin }(O — O") +
+ cos 3(p -+ ¢) sin b(o — o) sin 1(6 + @),
gy = sin L(p — ¢’) cos (v — w') cos HO — O') +
+ cos F(gp — @) sin (o — ') cos (O + @),
gy = €08 F(p — ¢') cos H(w — w’) cos (O — O') —
— sin Hp — ¢') sin H{w — ') cos H(O + O'). (38)

Q14

Qg

Vratme se v¥ak k rovnicim (34); ty vyjadiuif 16 velidin ¢;, = cicy, (4, k =
=1, 2, 3, 4), pomoci 16 koeficientii a,. Z nich mdme urcit 8 &isel ¢, ..., c;
spliiujicich 2 relace (21), takze mame k disposici 18 rovnic pro 8 nezndmych.
Ale z 16 koeficientt a,; je jenom 6 na sobd nezévislych, ostatnich 10 je uréeno
10 vztahy mezi koeficienty @, (relace orthogonality). TudiZz mezi 18 rovni-
cemi pro 8 velidin ¢y, ..., ¢; je 10 vztaht, takZe nezdvislych rovnic je 8, které
jsou nutné a také postadi k urdeni 8 neznamych. Nebylo by obt{Zné vyja-

4
diiti na pi. ¢y, ¢y ¢4, ¢y pomoci ¢; a pak ze vztahu D¢ = 1 urditi ¢,, takze
k=1 :
¢y, €4, €3, ¢4 budou uréeny aplng koeficienty a,;,. Tim se dostane do jmeno-
vatele téchto zlomkt vyjadiujicich cj, c;, ¢s, ¢; odmocnina z jistého vy-

. zyv v 7 ’ .
razu. Provedeme-li totéz obdobné pro ¢, ¢,, ¢5, ¢, pomoci ¢, a pak najdeme
4

2 V7 ’ v ’ v . .
7 rovnice Zc,% =1 &islo ¢, uréime ¢, ¢,, ¢4, ¢, Gplné koeficienty a,;, ale ve

E=1
jmenovateli zlomki vyjadiujicich ¢y, ¢,, ¢4, ¢, bude jind odmocnina nez prve.
Proto toto poéitani koeficientt ¢, ..., ¢; je nevyhodné. Zvolime tedy jiny

zplsob, ktery dé vhodnéjsi vysledky. Vypocteme totiz jesté soudiny

4 4
€l = DCiiChj» Cir = 2 Clins (1, kb = 1,2, 3, 4). (39)
j=1 j=1

Platnost téchto vztah@t snadno nahlédneme, vzpomeneme-li vztahtt (21).

Drive vsak, neZ se obratime k témto vypodétim, probereme specialni
piipad, na ném7 asponl casteéné vysvitne daldi postup, jehoz uzijeme pak
v piipadé obecné Lorextzovy transformace s determinantem = 1.

6. Specidlni pfipad a;, = ay; = 0, ¢ = 1, 2, 3. Zvolime ptipad LorexT-
zovy transformace s determinantem = - 1 charakterisovany Sesti podmin-
kami, z nichz dvé znéji

0 =ay = — €y + C1qa — C35 1 Co3,

0 =0y = Cy — Ciy — Cga 1 Ca,
a ostatni ¢tyti obdrzime odtud cyklickou zdménou indext 1, 2, 3; index 4
se neméni.

(40)

Sedétenim a odedtenim téchto rovnic obdrzime

Cya = Cg3, Cy1 = Cyq, CYKL,
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CsCy = Cyly, CoC; = CyCy,  CYKL; (41)
témto rovnicim lze vyhovéti jediné tak, %e (4 == 0)

¢ = ey, k=123 4.

4 4
Pak bude Y¢* = 423 ¢Z, ¢ili vzhledem k (21)
F=1 =1

2=1; (42)
tudiz
4 4 .
Cp = = Cp Aug = 2oty = :thC;% =41 (43)
-1 =1
Rovnice (34) se pak zredukuji; je-li @,y = 1, je nutno voliti viude
svrechni znameni, je-li a,, = —1, spodni znameni:
40% =4 (@ — Gy — Ayy) + 1, dey6y = + ( @y + @q,),
410, = £ ( Gy + ayy), 40% = & (—@yy + Gy — a33) + 1,
4ci05 = £ ( g + agy), 4cy03 = £ ( gy 1 @39),
dc10p = £ (1 gy — agy), deyey = + (1 ag — ags),
degCy = £ (1 @y + ayy), 4cyCy = £ ( Qg3 — ), (44)
deyCy = £ (1 Ggy 1 agy), dcyy = = ( ay — ay),
403 = (@1 — Qg + ag3) + 1, deyeg = 4 ( ay9 — ay),
degey = £ (1 @y — ayy), 4c, = (@ + Gy + ag) + L.

Z horni poloviny prvniho sloupce pak plyne
€1 = ky [£(011 — @gg — @g5) + 1], €5 = = kylag + ag),

3 = =& ky (@51 + ay), 4 = =k ky(as — 39), @
kde
(k)™ = 4[ (a1, — @9y — agg) + 1].
Z horni poloviny druhého sloupce plyne podobng
61 = =+ ky(as + ay), Cy = k[ (—ay + @z — ag3) + 1], (IT)
s = & krp(@ss + @), ¢y = kg (@3 — ags),
kde
(k)% = 4[+(—ay, + @go — ags) + 1].
Ze spodni poloviny sloupee prvniho obdrzime
61 = =+ ki(@s + ags), o = =+ kipy(@as + as9), (ITT)
€3 = by £ (—a1 — @sy + ag5) + 1], ¢4 = & kyp(@ry — aw),
kde ;
(kIII)”2 = 4[4 (—ay — Ay + ay3) + 1].
A kone¢né ze spodni poloviny druhého sloupce vychazf
¢ = = kiy(@as — @), ¢y = =+ kry(as — ay3), (IV)

¢y = =+ kry(ae — ay), ey = kyy[ (@ + agp + ag) + 1],
kde

(k'lv)__2 = 4[F(a1; + a9 + ag3) + 1].
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Ponévadz (k;)™, § = I, I1, III, IV, mé dvé hodnoty lisici se znamenim,
obdrzime odtud pro ¢y, ¢y, €5, ¢4 celkem 2 X 4 moznosti vhodného vyjddreni
pomoci elementi determinantu |a,|, 7, k = 1, 2, 3, jehoz hodnota je + 1
pro a, = -+ 1 a tolikéz moznosti pro a, = — 1, kdy hodnota tohoto deter-
minantu je — 1. Identickou transformaci vinové funkee pro identickou trans-
formaci soutadnic dostdvame oviem jen v jednom piipadé a to ve (IV), kdyz
zvolime svrchni znamen{ a (kry) " zvolime kladné; ostatni vzorce pro ten
pifpad selhavaji, nebot (k;)™2 (kpp) ™2 (krpr) = Pro @yy = Ggy = g3 = 1 da-
vaji nulu. Je#to viak nikdy nemohou soudasnd zmizeti (k;)~* pro viechna
Styti § = I, 11, II1, IV, mdme vidy moznost vyjadtiti ¢;, ¢y, ¢3, ¢, pomoci
danych koeficientt transformace a;;, (i, k = 1, 2, 3). Pro piipad, zZe (k;) % =+
=+ 0, j = 1, IT, 111, IV, jsou vzorce (I), (II), (III), (IV) vzijemnd ekviva-
lentni aZ na znameni. MoZnost (IV), kterd s kladnym znamenim vyrazu
(kry)™" & se svrechnim znamenim davé identickou transformaci vinové funkce
pro identickou transformaci soutadnic, selhavéa v pifpadé rotace o tihel =
kolem osy x, resp. ¥, resp. z (@ = 1, gy = —1, @33 = —1, a5, = 0, ¢ =+ £,
TOSP. @y = — 1, Gy = 1, @33 = —1, a4y, =0, 4 = k, resp. ay; = —1, ay =
= —1, a5 = 1,a;, = 0,¢ = k), kdy se zase hodi moznost (I) resp. (II) resp.
(I11). ' ' '

Dosud jsme vychézeli z télesa kvaterniont

A = cy® 4 coy® + cgp'? + ¢y

Stejné dobte jsme vSak mohli vyiiti z télesa kvaterniond

Ly = y®A vesp. Ly, = y¥4 resp. Ly = y124.
Pak bude

L7 = A7 resp. Ly' = A7y resp. Ly = A7y,
takze |
Li7'L; =1, j =1, 2, 3 (nes&itat!)

za podminky

Tge
Il

Uzijeme-li transformace

! !
Xy = Kiplly, Xp = Kgply,

bude
| way® = LYy,
takze
—1,,32; énko + pro¢ =1
ok — A 1 32423 ] ok znamen. ,
resp o 4 = 4" haménko — proi = 2,3
' —1,,18 énko + pro¢ = 2
Y — 1 18481 — ok zname ,
resp (62774 Y 4+ AiY”s znaménko — PI‘O?: — 31 (45)
' —1, o1 énko + pro¢ = 3
ok — ATly2a2 4 . Znamen s
o v = " znaménko — pro i = 1, 2.
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Tudiz ze vzorce

A = cy® 4 oy eyt 4 oy, AT = 0y + e + oy - ¢y
plyne
L1 — 7/23“/1 — 64,};23 + 037/31 _ Czy12 — ¢y, Lflz 647,32_1_ 039/13*“ 62y21— ¢y
Tesp.
Ly = yA = —c3p® + cp®™ + cp?? — ¢y, Ly't= —cgy®+ e+ cy®— ¢y
resp.

—1 : 21
Ly = yA = op®™ — cp® + ey — ¢, Ly = 6p®— ey oy — ¢y
Jest tudiz vzhledem k (45) provésti ve vzoreich pro ¢y, ¢, ¢5, ¢, tyto zmény:
| 4 cy Cy C3 Cy | Qg | Gop | Gap | Bup | (D (1ny | am | avy |
- Ly Cyq Cy | —Cg| —Cy | Qup |—gp—Qgp| Qg | (IV) | (AIN) | —(AL) | —(I) |«
~| Ly | —¢Cg| ¢4 Cy | —Co |—Qqp| Qgp |—gpl Qg | —IID) [ —AV) | (D) (II) |«
—| Ly Cy | ~—Cy| Cq |—Cg|—Oyp|—Cap| Ggp | Ggp | (I | —(D) | (AV) | —(III) |+

Pii tom (I), (IT), (III), (IV) znaéi ¢ty¥i moznosti pro Gtvefici ¢, ¢,, ¢, ¢4,
—(I) atd. znadi (I) s opaénym znaménkem; & = 1, 2, 3. Jak vidéti, prechazi
jedna moznost prakticky v jinou; podstatné novych moznosti nedostdvame
(neptihlizime-li k moznosti nasobeni vyrazu pro A faktorem - 7).
Ale, jak vime z odstavce 4, neni to, co jsme pravé seznali, jedina volba
pro hledana é&isla c;, ¢y, €3, €4
Zavedeme-li totiz pro piipad a,, = 1 na pf. z rovnic (25) ¢tyti para-
metry %, 4, u, v specialisaci téchto rovnic (dalsi étyti »', A', u', »" zmizf), bude
%= 1Cy + €4 A= 16y — Cy,
W= 1C, + Cg ¥ = —iC3 | C4;
pak relace (26) pfejdou v jedinou
wy — A =1, (47)

z tehoZ usuzujeme na znémé Caviey-Kirinovy parametry x, 4, u, », nebot
specialisaci (43) provedenou v rovnicich (25) a (36) obdrZzime zndmé vzorce

Gy = § (2 — 22— ), @y = Fi(— 2 — ),

(46)

Qg = — np + Ay,

gy = i(x® + A2 — u? — v2), agy = Fi(x® + 22 4 p? o+ 9Y), (48)
gz =— — 7;(”1“ _l_ /11}),

Az, = — #A + uv, Qg9 = 1(%A + uv), gy = %v ~+ Ay

7 téchto 9 rovnic a z rovnice (47) lze snadno vypodisti 10 vyrazl x2%, 12,
U2, % %, pv, wu, Av, xv, Au. Ale ty se daji téz pocitati z rovnic (46) a (44). Vy-
potteme-li tedy z rovnic (46) a (44) téchto 10 vyrazli, mizeme je sefaditi
takto:
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267 = Oy Qgy + WAy — Gy), 2 = —ay — i,
20l = —@g; — gy, 202 = —ayy + Ay — 1&gy + An),
2npp = —yg + g, 2p = azp — 1,
2uy = Qg3 + %, ; 20y = g5 + s, (49)
2un = —G15 + 104, 2% = a3 + 1,
2ul = Gz — 1, 20 = gy + 10y,
20 = —ay F Qg + 10y + A1), 20 = Ay — gy,
2uy = Gy — 10g,, 202 = ayy F @y — U@y — Agy).

Odtud mdme rovnéz &ty¥i ekvivalentni moznosti, z nichZ vypisi jen prvni:

Gy + Ggy + 0(Ag — @gy)

% - p & 3
]/2 ]/“11 + Gay + 1@, — Agy)

P — gy — 0 .
T 1/= . >
]/2]/0&11 + Gap + 8(A — Ayy) (50)
_ —0y5 - gy
W= 3= - )
[/2 ]/au + @y + 21y — Gy3)
» gy + 1

]/2 V“u 4 gy 4 U@y — Agy)
Odmocnina ve jmenovateli ma dvoji znameni; volime-li znameni ve jmeno-
vateli kladné, obdrzime odtud téz identickou transformaci vlnové funkce
pro identickou transformaci souiadnic.
Mizeme vSak uzitim (44) a (46) udati dalsi é¢ty¥i moZnosti mezi sebou a
s (50) ekvivalentni, z nichz vypi&i rovnéz jen prvni:
' — 1(Ag1 + @13) + (G5 — Agp)
- ’
2I/“n — Oy — g3 + 1

2= 1By — Qgg — Ogg + 1) — (ag; + ay,)

2

2]/6‘11 —— gy — O3 + 1 (51)
WGyy ~— Ggg — A3 + 1) + (@gy 4 a4,)
21/“11 — Ogp — Ug3 + 1
—i(t3; + @13) 4 (@93 — g5)
21/‘7'11 — Qgg — g3 + 1 ‘
Podobné jako je 2 X 4 = 8 ekvivalentnich moznosti pro %, 4, , », mt-
zeme uzitim (46) najiti ke 4 dosavadnim vysledkim pro c,, ¢,, ¢4, ¢, dalsf
4 jiné ekvivalentni moznosti pro c,, ¢,, ¢4, ¢,; 0od vypisovani jejich upoustim.

[u.:

2

Y =

O tom, Ze osm zde uvedenych moznosti pro x, 4, u, v resp. ¢, ¢,, ¢y, €4
je vskutku osm ekvivalentnich moznosti, piesvédéime se na p¥. na prosto-
rové rotaci, vyjadiime-li a;;, pomoci EvLerovycr Ghld, t. j. specialisujeme-li
rovnice (38) tim, Ze poloZime @' = @, ¢’ = ¢, »’ = w. Obdrzime zndmsé vy-
jadieni
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@ =  Cosp cosw — sing sinw cos®,
@y = — SiNg cosw — cosp sinw cos®,
Gy = sine sin®,
@y =  cosg sinw - sing cosw cosO,
@y = — sing sinw -+ cosp cosw cos®, (52)
Oz = — COSw SinG,
G153 =  sing sin®,
Oy =  COSQ 8In6,
Qg3 =  c0s06.
v 2V v ’ !
Pro piipad a,, = — 1 plynou ze (43) druhé étyii parametry »', ', u’, »
specialisaci rovnic (25) (prvni éty¥i », A, u, v zmizi) takto:
' =1y + ¢y A= e — Cy
po= ey ey, ¥ = —iCy F 0y

pak relace (26) prejdou v jedinou
'y — Ap’ =1
Tim obdrzime specialisaci rovnic (36)
G = — (2 — B ), gy = —di(— A= Y,
Ay = —(— #'u’ 4 Av'), )
G = — Bl 4 K= @ ), gy = —F (WX,
(oy = 1(2'u’ + A'v'),

Ay = — (— #'A - u'v), g = — (A + u'v), agp=—(="v + ),
t. j. totéz jako (48) aZ na to, Ze a,, maji opaénd znameni nez v rovnicich (48)
a %e parametry jsou o8arkovany. Dalif postup je zcela tyZ jako u rovnic (48),
takZe neni tieba jej opakovati.

Dalsi moznosti vyjadieni hledanych &isel ¢y, ¢y, 5, ¢4 1ze ziskati speciali-
saci postupu vychazejictho od rovnic (27) az do (30); proto od podrobného
vypisovani piislusnych vzorel upoustim.

7. LorENTzOVA obecnd transformace s determinantem +- 1. UZijeme-li (39)
a (34) pro ¢ = ¢i¢’, obdrzime po snadné Gpravé

I i i Sy

A b1 Al — A4S — A%, 2
42 = +A +A 414 A% 4 AL+ Af = (1}
=Aii+A A1 Al 4 a3 Al (53)
4cy05 = Aﬂ 4+ A31 + A A24 . (3)
= A2 43 + A% + A3,
deoyc, = A%y — A3 + A3} — A3 = (33
= aii- ay A% — 4l
Pri tom
’ AR = s — Csy (54)

XXXII.

ponévadz {det. |a;|} = -+ 1, je determinant A7 roven svému algebraické-
mu doplitku vybranému z matice prvkd a;.

Obdobné vyrazy pro 4ci?, 4cy®, 4cge, 4cic; obdrzime z (53) tak, 7e
zménime znaménko u determinantu A4;/, jenz obsahuje index 4 pouze je-
denkrat. '

Odtud, ptihlédneme-li jesté k rovnicim (34), mdme 8 ekvivalentnich
moznosti pro 8 veli¢in ¢, ¢/, k=1, 2, 3, 4.

Obecnéji polozime jako v rovnicich (27)

Ty = ﬁjpcp, (C:ll = Cs, Cé = Ce;, C?’, = Cy, C; = Cg), (55)
za predpokladu, ze D = {det. |§,,]} + 0, takze
. Tty = %(ﬂy‘pﬂko’ + ﬁjo’ﬁkp)cpco'ﬁ (56)
odkudz plyne pro
rp = (ﬂjeﬁko + ﬂicﬁke)cecﬂ (57)
2)/BoBjoceo

8 Uplné ekvivalentnich moZnosti, které vedou k neséislnému mnoZstvi
dal§ich ekvivalentnich moZnosti, ménime-li koeficienty g;,. Polozime-li déle
jeste

75 = BioC (58)
a dosadime-li sem z rovnic (28) a (29)
1 oD
e = Buerr, Bi, = D %y’ (59)
obdrzime vzhledem k (57)
7"; _ ﬁ;QBk (BjoPro + ﬂ]vﬁke)cecc (lgaaﬂka + /310/3700)0000 (60)

21/1670/370%06 2]/ ﬂkeﬁkacgco

vzroste tedy moZnost vyjadfeni r, p¥i proménnych koeficientech g, o
B; p ZBSO nekoneéné mnohokrat — avsak vSechna tato vyjadieni jsou na-
vzajem ekvivalentni.

8. Nékteré jednoduché ekvivalentni moZnosti pro wvypolet koeficients

€5 o ¢4 atd. UZijeme-li vzoret odstavee 7, obdriime predeviim tyto
vzorce:
0y = }K;(43 — At — AR 1 AT — A - A5,
czzé—KI(AZHA + AZ + A%,
¢y = §K (43 A??z) =+ Aii + A3,
€y = %KI(AE AG + A5 — 45,
C; = 3K (a1 — Aoy — @y + ayy),
0‘7’ = lK{(am + Gy A+ agy + ays),
Cs = Ki(ag + ay5 — agy — ayy),
€4 = 3K ((ags — a5y + a3 — ayy),

(Kp) % = A3 — Aii A+ 1+ A% — 45 — A2,
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Daldi 2 moznosti obdrzime odtud cyklickou zdménou indexi 1, 2, 3 aindext ! 2 23 31
Y > < | 2] = — A3 — A3 + A3 T 1= ay — @y + agy + ay,,

I, 11, II1. | ) 28 1
» 1L, | 2838, = A5 — A4 a o1
Ctvrtad moznost je tato: ' 3°4 31 23 T Q1 —

‘ 2887 =1 (A1F - A — ay — ay,),
_ix AL LA 12 | 551 ls 7 3 24 42
€= i (4] 2 " A?’* Agé)’ | ' 2848y = (A% + 43 + a14 + “41)
Cy = 1 V(A23 1+ A — A3, ' ~ 28585 = 4(— A% — Al + 43
0y = 3K y(AD — A3+ AZ — A1), o0y = (At — A+ A
1 =2 wlési 28 24 . . ; 28,8, =1 (A53 — A 4+ ay — ag,).
¢y = $Kv(4355 + A31 + A+ 1+ A + Ajy + Azy), ‘ ) _
962 = A2 4 431 | l
, sy = Ajs + 4 + AlZ + 1+ Gy Qe Gy - Ay
€1 = §Kiy(Gas — Ggp + gy — @1a)s 966 — j(ASL _ 412
¢y = $Ky(@s — ay5 + Gas — Gaa); S8 = o % 2+ G — da),
2 = vhy 28,489 = 1(A12 — AL + ay — ay,)
C:’% = §K1y(@yy — @y + G4 — 34), 4°2 34 24 42)>

(4}
28,83 = @(A%i Aﬂ + “34 yg),
28,8, = t(A% + A3} A%,

g 23 31 12
281" = — (A3 — A51 — A+ 1) + ayy — a9y — agy + Qyg5.

¢y = $K1y(ayq + @os + 33 + Q44),
(Kpy) 2= AZ 4 A3 4+ A2 1 + A% + A3 + 43

< NPV . v “r M 1 . W 8
Z téchto Styt moz}nos‘m obdrzime dalsf ¢ty¥i, kdyz na lev3l7;h stranédch \lf{ tomto 2s 19 = — (A2 + A3Y) - ayy + ayy,
. . Ny . vs1 s . - a1 2
odstavei uvedenyci}} rovnic n?carlviovana p1/smena, otér u]efm’a a tirkovand 2518y = — (A2 + A% + ag + ay,,
pismena zbavime ¢4rky a sou¢asné na pravych stranich zménime znaménko 2518y = — (A3} — AL2) 4 qy — ag,.
u determinanté 4™, které obsahuji index 4 pouze jedenkrat. Tak jsme 94’2 (— A2 1 A3 _ 412y
. . ’ v ’ . . ’ _. — a _
ziskali 8 ekvivalentnich moznosti pro koeficienty cy, ..., ¢ 9 P 2 s 1z + 1) 1+ G Uss T Qua,
5 o, i . , 823/3 =—  (dp+ A31) + Qg5 + g,
Podobné se daji ziskati vzorce pro koeficienty Cy, €, Cy, Uy, C1a, O, 258, = — (A2 — AB) 4 4y — ay,.
’ . v . ’ ’

Cyy, O34 & vZOTCE PLO 2, A, i, v, %', ', p', v' jakoZ 1 pro sy, 8y, 8, 84, 815 o5 25— (— A Asl LA 1) g ;

' .y . e v . , “ - — — J—
55, s,. Plati totiz definice (20), (23), (25). Vypotteme-li pomoci téchto de- 9 I Agg 81 12 11 22 1 Qg3 + Ay,
cL wi oo . lici o A "o 838, = — (A5 — Ags) + a1y — an.
finici osm &tverct (osmi) veli¢in C,, O, Oy, resp. », 4, ..., %, A", ... resp. . _

v ey o . 2 _ 23 31 12

815 Say + o 81 Sy, .. & 28 soudint vidy dvou z téchto uvedenych velidin, 28, = — (A5s + 451 + A5+ 1) + ayy + agy + agg + Ay

mame moznost pohodlného vyjadieni téchto hledanych veli¢in pomoci
koeficientt dané transformace a;;.

Odtud snadno plyne 8 ekvivalentnich moznosti pro s,, s,, s, 84, 51, 55,
53, 84 docela podobng jako tomu bylo ve specidlnim p¥padé odst. 6.

Zcela podobné plynou hledané hodnoty parametri s, l w1, Ay
z tabulky téchto vysledki:

Uvedu zde nejprve vysledky pro étverce a soudiny disel s:

2 23 31 12
257 = A5 — Az — Ay A 14 agy — Gap — Qg3 4 Qyg,

25,8y = A2 + A3 4wy, + g, 462 = {(ay + A23) + (as + A?ii)} + i {(ay, + AB) — (ag + A3},
28,8, = Az + AT + agy + ay, b = —(ag + A33) — i(ag, Agi)’
28184 = A% - 12 1T gz — g :%,u = Ealif i j ; __:i Ea H *14)12)>

) h wy = (Ggg M
281‘?1 = 1'(A Agl Aéi) 4 [ A A31 . 31 23
25132 = 7( + A Ugq — Oy3), %%, ( 5a) — 1(4Yy — 434):
28183 Z(Aﬁ + Aéi + (o + 0042) iz/l/ i 2242 B AM) N %(a“ + jﬁ%%
28,8, = 1(AS; — A3 + a4y — 1), 4%':)‘, B A?‘l (24) + 2(“1)4 + 43y),

| = gy — WAgg — Qyg
262 = — AB 4 A A 1 —ay b ay — gy + A ; )
desy — A4 A a mom TR | 400 = {— (o + A + (@ + AR} — i{(r + AF) + (@n + 4B},
fafs = Aigt Mgt G G | i = (agy + AL — (agy + 1) 3

290 = Agy — AR A dn — ay 4y = (g + A5) + (o + A5,

. 23 31 ) |
2828% == 7/ (Agé + Aé% + a?é + Gy3), ' = —(ag + A ) + (a41 Aﬁ)
258y = fo.(~AH + A5, —Ag) Q 4aA = —(A% — Agi) — (A} + 435)),
28985 = 1. (Agi + Aéi — Gy — Ug1), . | A’ = A2 g

3 g2 42 | M 31— U(aza + agg),
2858, = 1 (A5 — Asp + Gas — @) | 40" = (ag + A34) — t(ayy — Agb

11, |
XXXII XXXTI.
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du? = {—(ay + A ) + (@ ’f‘Ag})} + {(as5 + Ag:l)’) + (@g + Ag;)},
duy = (a5 + 433) — i(asy + A3).

41“’” = —( a24 + A34) - 71(“14 - Agi)’

dul = Aéi + i(?sz; + ),

dup’ = — (A} — A5)) + i(43] + 4B,

' = (ag + A1) + ey — AY).

492 = {(ay + A3) + (agy + A3} — t{(ars + A5} — (ay + A3},
dvi' = A3} - i(ag — Qy3),

dy) = —(ay — Agfg) + (@, + A )’

b’ = —(ag — Ayf) —i(ay + A33),

d' = (A} 4 A4B)) + (4% — Aéi)

b = — {(an — AF) + (az — A} — ({03 — AT) — (ag— AB)),
P T S -

'y = (a3 — AB) — i(ay — A4%),

4’y = — (@5 — A7) — (@gq — 1).

= (o — AR — (@ — AR} + i{(a1 — AB) 4 (ay — 4B},
" = —(ag3 — Ag) + (a4 — 1),

41y = —(a;3 — A%) — i(ags — A3).

4u'? = {(ay — A§§) — (@ay — A31)} — {(ag — Ag?) + (@ — Ag?{)}’
du'y = —(az — Aég) + i(ag, — A3).

' = —{(a;; — Aig) + (@ — Agi)} + t{(a — Ag?) — (@g — Ag;)}

Prvnich 8 vztaht této tabulky je vysledek, ktery nalez] pan dr M.
Broicka uzivaje tohoto zobrazeni matic yhov2 p8, vt

) . —1 ot 1.
.. — . I T T s+« i) . [.1 .
¢ —1 i .. I |
Od vypisovéni obdobné tabulky pro CE, Cy0, 004, atd. upoustim,

Ustav pro theoretickou fystku
university Karlovy.
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