Poznamky k Schrddingerové vinové mechanice.
V. Trkal.

1. Kvantovd a vinovd mechanika. — ZkuSenost udi,
Ze pii fysikédlnich pochodech, odehrdvajicich se ve velmi malych
prostorech, hraje rozhodujici iilohu typickd diskontinuita, element
obycCejné fysice velmi cizi. A tak naproti obvyklé predstavé, kterou
si v prostorové Casovém nazirdni Cinime, Ze totiZ prostor a hmota
jsou spojité a Ze se daji libovolnd déliti, vznikla pfedstava o slo-
Zeni hmoty z nepatrnych Castic, korpuskuli. Snaha popsati jejich
mechanism pomoci obycejné, t. zv. klasické mechaniky, nevedla
k cili — bylo nutno zavésti dodate¢né podminky, t. zv. podminky
kvantové¢, aby se docililo souhlasu teorie se zkuSenosti. Znaéné vady,
ba nepiipustnost tohoto postupu, pocifovaly se od samého zacatku
teorie; tyto potiZe daly vznik t. zv. kvantové mechanice, kterd tvoii
jisté analogon klasické mechaniky (jeZ plati pro pochody makro-
skopické), a netrpi vadami této mechaniky, kdyz il ma byti pouZito
pro pochody mikroskopické. AvSak zato ukédzalo se nemoZnosti
oném korpuskulim pfisouditi v prostoru néjakou polohu viibec, ja-
kozto funkci Casu; ma misto takového popisu prostorové casového
nastupuii matematické vztahy mezi skuteéné pozorovatelnymi veli-
Cinami. Tato kvantovd mechanika,!) jejiimZ tviircem jest Heise n-
berg, jest po formdlni strince identickd s t. zv. vilnovou mecha-
nikou Schrodingerovou? jejiz fysikilni zdklady spocivaji na
»vlnové teoriic de Broglieov& VInova mechanika Schr 6-
dingerova dovoluje v8ak uCiniti si pfec jen trochu nazorn&jsi
predstavy fysikalniho déni ve velmi malych prostorech neZ teorie
Heisenbergova, tfebaZze dosud fysice chybi pro nézornou
interpretaci onoho diskontinuitniho elementu je$té néjaky, dosud ne-
znamy, avSak podstatny tah v obrazu, ktery si o struktuie hmoty
vykreslila.

2. Vlinova rovnice Schrodingerova.®) — PondvadZ
v Ceské literatufe dosud nebyloo Schrédingero v é teorii psano

1) W. Heisenberg, ZS. f. Phys. 33, 879, 1925; viz pfehledy litera-
tury pod nazvem »Novd epocha v teorii kvant« v »Casopise pro pést. mat.
a fys.« 55, 207, 423—424, 1926; 56, 53—56, 1927, a prehled pod tymZ nazvem
v prvém d&isle tohoto roéniku Casopisu.

?) E. Schrodinger, Ann. d. Phys. 79, 361—376, 1926.

8) E.Schrédinger, Abhandlungen zur Wellenmechanik, Leipzig
1927, (J. A. Barth), pp. 1, 2, 16.
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vitbec, vyloZzim nejdfive strucng prvé jeii zactky, ovSem jen po
formalni jeji strance.

Problémy star$i atomové dynamiky fe$i se tak, Ze za vycho-
disko slouzi Hamiltonova funkce

H(q,p) =L,

kde ¢ znali zobecnéné soufadnice a p pfisluSné jim impulsy, kdeZto
F znameni konstantu twhrnné energie. Po zavedeni tcinnostni
funkce S prejde Hamiltonova funkce v parcidlni rovnici dife-
rencialni

S

i

Obvykly postup byl ten, Ze se hledalo feSeni této rovnice ve

tvaru souctu funkci, z nichZ kazd4 zavisi na jedné, jediné pro-

ménné q. Aviak Schrodinger zavadi misto ticinnostni funkce S

novou nezndmou v, kterd ma byti soucinem funkci, z nichZ
kazda zavisi jen na jedné proménné, t. i.

S=Klogvy,

kde konstanta K musi byti zavedena z ditvodit dimensiondlnich a
ma rozmér ucinnosti. Z duvodil numerického souhlasu se zkuSenosti

voli se __h
K= P
kde h jest Planckova konstanta. Tak obdrZi Schrodinger
rovnici ¢ |
h 1 aw)__
H(q’ 27w daql

Nyni v8ak nehleda feleni této rovauice, nybrZz tomuto problému pii-
fadi tlohu jinou, kterda v pfipadé problému jednohe elektronu spo-
¢iva v tomto:

Deime tomu, 7e¢ uZivame pravoiihlych soufadnic Descarteso-
vych; pak _ '

0 A WS SO [ O 2 iy A
H(q’z_n'_v,? E{)“W‘Zmuﬂ {(ax) +(ay) +(az)}+
+ V(x.3,2) =E,

kde m jest hmota elektronu a V (x, y, z) jeho potencialni energie.
Problém, ktery pfifadime této rovnici, zni pak ve tvaru varia¢niho
principu takto:

af[H—E]wsdfc:5fffdxdydz[(z—"fc’)2+ (%)Z(%%’)ﬂ

+(V—E).8—’;;—”?w*]=o.
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Provedeme-li naznacenou variaci, obdrzime vln ovou rov-
nici Schrodingerovu

8 2
Ay + = (E—V)p=0,

kde 4 znaéi Laplaceiiv symbol. To jest diferencidlni parcialni
rovnice pro Sifeni vin, kterou jest Fesiti za danych krajovych pod-
minek, které zpravidla jsou vyijddfeny poZadavkem spoiitosti a
iednoznacnosti nalezeného feSeni v celém oboru promeénnosti sou-
fadnic. Takové feSeni neni vSak moZno nalézti pro jakoukoli hod-
notu konstanty energie E, nybrZ jen pro zcela urcité, vyznacné hod-
noty jeii, t. zv. charakteristické hodnoty (Figenwerte);
feSeni rovnice témto charakteristickym hodnotim pfisluSna sluji
charakteristické funkce (Figenfunktionen). A tim sim
sebou vystoupi tolik Zadany diskontinuitni element!

Misto toho, abychom vychézeli vyslovens z Hamiltonovy
funkce, lze variacni problém svrchu uvedeny formulovati elegant-
néji takto:

BudiZ T (g, p) kineticka energie jakoZto funkce soufadnic a im-
pulsii, V potencialni energie, dr objemovy element konfiguradniho
prostoru »méfeny raciondlné«, t. j. ne jen jednoduse souinem
dgqidg:...dq , nybrz déleny jesté odmocninou z diskriminantu
kvadratické formy T (g, p). Pak v ma &initi sHamiltonfiv in-

tegral« A
2 dY
fd" {(E) T(q, a_q) + ¢ V}

staciondrnim za normujici vedlei$i podminky
f’t}ﬂ de=1.

Charakteristické hodnoty tohoto varia&niho problému jsou stacio-
narni hodnoty Hamiltonova integralu pravé uvedeného; jsou
to zaroveli téZ kvantova niveaux energie.

Tolik po formalni strance; vécné stranky teorie, totiz té okol-
nosti, Ze klasickd mechanika (ve tvaru Hamilton-J acobiho)
odpovidd geometrické optice, kdeZto Schrodin gerova vlnova
mechanika vInové optice, neminim se zde dotykati.

3. Rotdator s osou v prostoru pevnou?) Je to nej-
jednodussi piiklad k Schroédingerové teorii Potencialni
energie jest v tomto piipadé rovna nule a kineticki energie jest
1A% kde A jest moment setrvanosti a @ thel otofeni. Hamil-
tonova funkce zni Do

B H—ﬁz .

j E. Schrodinger, Ann. d. Phys., 79, 519, 1926 anebo »Abhand-
lungen zur Wellenmechanik«, p. 47.
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Variacni problém bude v naSem pfipadé miti tvar
21

1 A,
0

a vlnova rovnice
1, 8mE
h

jeji feSeni jest

V= cos h?

V piivodnim problému ¢ - 27 znamena totéZ jako ¢; aby FeSeni
pravé uvedené bylo jednoznacné a spojité v oboru proménné g,

musi byti
8n2EA 8n2EA
V” (p+2n )—]/—nh2 P+ 2nm,

8n2EA
__./1_2_:”,

kde n jest celé cislo. Odtud plynou charakteristické hodnoty, je7
isou kvantovymi niveaux energie tohoto rotidtoru, ve tvaru

n2 h?
En=gma

4. Rotdatorsvolnou osouw’®) V polarnich soufadnicich ma
kinetickd energie jako funkce impulsti tvar

1
T 2
2A (p"} + sin? 19)
a vlnovd rovnice Schrodingerova v tomto pripadé zni

a(sm{}azp)_l_ 1 tp+8n AEw 0.

in [1/872EA
sin [ T q)]-

1
sin 9 99 dd sin?zd dg? h?

Pozadavek, aby ¢ bylo na kulové ploSe jednoznacné a spoijité, vede
k podmince

82AE n(+1), 101,23,
Niveaux energie jsou tedy
n(n—+1)n
En — —8‘7;2’;4**, Il == 0, l, 2, 3, .

8) E. Schrédinger, Ann. d. Phys., 79, 520, 1926 anebo »Abhand-
lungen.. .«, p. 48.
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Kvantovy wvysledek, ktery ddva rotitor s volnou osou, jest
tedy odliSny od pfipadu, Ze se jednd o rotator s osou pevnou; tfebaze
rotidtor s osou pevnou jest zvlaStnim pfipadem rotdtoru s osou
volnou, nelze nijakou specialisaci pfejiti od kvantovych hodnot
energie rotatoru druhého ke kvantovym hodnotam energie rotatoru
prvého.

Pii této pfileZitosti Schrodinger pravi: »Neni dovoleno
pfi uzivani undulaéni mechaniky sniZiti si pro zjednoduSeni pocltu
stupeil volnosti pohybu systému proti skuteénému stupni volnosti
a to i v tom pfipadé, kdyZ na zakladé integrali mechanickych rov-
nic vime, Ze systém pfi jednotlivych pohybech nepouziva urcitych
volnosti. Pro mikromechaniku jest pravé systém mechanickych za-
kladnich rovnic zcela nekompetentni; jednotlivé drahy systému,
o nichZ jest fe¢ v klasické mechanice, nemaii v mikromechanice
pravo na existenci.«

5. Atom vodiku. Variaéni problém v tomto piipadé zni:

o [ [ facaras] (527 () + Gy =25 e )] =0

a vlnova rovnice jest

Aw+8n m(

E+T)o=

ReSeni jeil dd se provésti na pf. v prostorovych polarnich sou-
fadnicich a vede,®) jak nebudu obSirn€ odvozovati, ke znimému
vysledku pro kvantova niveaux energie

272 m et
En:_W’ ﬂ:l,2,3,‘..

Ve star$i teorii kvantové vysledek prostorového problému jed-
noho elektronu se kryje tiplné s vysledkem v pfipadé kruhovych
drah elektronu.

Jak tomu bude ve vlnové mechanice?

Kinetickd energie elektronu obihajiciho v kruhové drdze kolem
2

. e ) N
jadra jest imr’¢® a potencidlni — L kde r jest konstantni (polo-
mér kruhu). Tedy »
=E

L mre o2
Lmrt g2 —
> ¥ r

a Hamiltonova funkce bude zrﬁti:

Y
H—Zmrz r“E'

). Viz na pf. pojednani citované v pozn. 2) (na str. 371) anebo »Ab-
handlungen.. .«, pp. 2—11.
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Pohybové rovnice jisou

- dH  py OH
= = 5 (P:——ZO
Bpr mr= 097
- dH - dH __ p,t e
r_bpq,_o’ Pr=""5r " mr =0

Z posledni rovnice plyne znama vlastnost, Ze kinetickd energie jest
a7 na znameni rovna poloving potencidlni energie. Polomér r jest
tudiz
r = Dy’
me?

Dosazenim do Hamiltono vy funkce, coz jest v tomto piipadé
dovoleno, ziskime novou funkci Hamiltonovu

z niz plynou tyto pohybové rovnice:
- dH* dH*
P = 3Py’ p¢:_aqf

Abychom pfevedli tento pfipad na pfipad rotatoru s osou v pro-
storu pevnou,?) poloZme

1
T
H od
pak pohybové rovnice znéji
. 0K . 0K
= —F2— =F>—=0.
QP 3Py Py Y
Zvolme nyni H** — — E°K za novou Hamiltono vu funkci; ob-
drZime pohybové rovnice
P = apgﬂ’ pqp—— 2 ==y

pii CemzZ

H** = B2 2py* — _—F
" met ’

To jest vSak problém 1uplné stejny jako u rotidtoru s pevnou
osou,?) jenom jest nutno nahraditi moment setrvacnosti A vyrazem
. me*

L 2E2
a konstantu energie E vyrazem E. Podminky pro charakteristi-
cké hodnoty isou, iak patrno, tytéZ, a tak nachidzime vztah
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8n2 me*
VF(_E)'TE‘”’

272 me+t
h2n? "’

cili
En = —

iako v pfipadé obecném.

TéhoZ postupu lIze vSak uZiti i v obecném pfipadg, jak vidno
z této okolnosti. V pravoiihlych soufadnicich zni Hamiltonova
funkce uvaZovaného problému takto:

1 :
=5 (0 +p?+p2)—e (24 )2+ 29— = E,

Pomoci kanonické transformace?)

oV dV, oV
X =_— V= =T
O Px 0 Dy oy 2
ol s
pi= 2q: (i=1,2, 3),

Vi = (pysing; + pxcosq,) g, cos g, +-
%4@£+%mw%qy—msm%y.%mn%,

piejde Hamiltonova funkce v novott

s 1 p22 82
= — 2 — ) — — =
Ho= o (2 + e —=E
Pomoci dalsi kanonické transformace?)
3l A7 i
Ql"apit pl_aql_) (1*1:2:3))

gy

2 pd 2m 2 P2
V’:qull/_mpi+*e_q22+P‘zQ2+P3Q3
. / 1 1

q,
(¢ jest minimalni hmota soufadnice ¢1, jest to vzdalenost perihelia
elektronu od jadra) piejde posledni Hamilt onova funkce v novou
me*

—+-=EFE,
2P g
jeiiZ tvar jest vsak (aZ na oznaCeni) tplné tyZ jako v pfipadé de-

generovaném (kruhové drahy elektronu): daldi postup jest tiplng
steiny, nebot Q: (kanonicky sdruzené k P1) jest stfedni anomalie

3

) J. M. Burgers, Het atoommodel van Rutherford-Bohr, Haarlem
1918, pp. 80—81. — Viz téZ: E. T. Whittake r: Analytische Dynamik der
Punkte und starrer Kérper. Berlin 1924, p. 377. (J. Springer).
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elektronu v jeho drdaze a méni se od 0 do 2= pravé jako tihel oto-
Ceni ¢ u rotitoru s pevnou osou.

6. Résumé. — Z predeSlého jest patrno, Zze obecné sice nelze
ve vinové mechanice Schroédingerové pro ziednoduSeni poctu
(jak ukazuje piiklad rotatori) pracovati se systémem degenerova-
nym a miti zato, Ze obdrZime v nejnepfiznivéj$im pfipadé vysledek,
ienZ bude speciidlnim pfipadem vysledku pfisluSeiiciho systému ne-
degenerovanému, avSak Ze existuji vyjimky. Jedna takova vyznamna
vyiimka jest u atomu vodiku (problém jednoho elektronu). Mimo to
v hofejSich fadcich jest podan novy postup slouZici k nalezeni kvan-
tovych niveaux energie podle zdsad Schrodingerovych pro
atom vodiku (i v obecném, nedegenerovaném p¥ipadg), jehoZ vy-
hoda zaleZi v tom, Ze se vyhneme dosti sloZitému feSeni vinové rov-
nice Schrodingerovy, pivodnimu problému pfislusejici, pre-
vedenim matematické formulace celého problému na feSeni zcela
jednoduchého pfikladu, t. zv. rotdtoru s pevnou osou v prostorii.

Ustav pro teoretickou fysiku Karlovy university
v Praze 29. zafi 1927.

Note sur la mécanique ondulatoire de Schrodinger.
(Extrait de l'article précédent.)

E. Schrodinger a fait voir, par 'exemple du rotateur autour
d'un axe fixe et du rotateur autour d'un axe libre, qu'on ne peut
pas considérer — pour simplifier le calcul — un systéme mécanique
dézénéré et s’attendre a ce qu'on obtienne, dans le cas le moins
favorable, un résultat qui soit un cas particulier du résultat, valable
pour le systéme dégénéré. Dans le présent travail, auteur fait voir
que pour I'atome d’hydrogéne il v a une exception, a savoir que le
probléme d'un seul électron, parcourant un orbite circulaire autour
du noyau, donne le méme résultat que le cas général oit I'électron
parcourt une ellipse de Képler. On peut, en effet, prendre pour
point de départ la fonction de Hamilton

H¥* = F2 3&: —E
me+

ot E désigne I'énergie totale de 1'électron, m sa masse, ¢ sa charge
et pp le moment de quantité de mouvement, correspondant a I'angle
de rotation; par-la, ce probléme est réduit A celui d'un rotateur
autour d'un axe fixe, dont le moment d’inertie est égal & me'/4E? et
I'énergie totale 4 —F.

De plus, l'auteur fait voir qu’on peut réduire le probléme de
I'atome d’hydrogéne, méme dans le cas général, au probléme du
rotateur autour d'un axe fixe, car on peut, par deux transformations

Casopis pro péstovani matematiky a fysiky. Roénik LVII. 4
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canoniques siiccessives, donner a la fonction de Hamilton du cas
général la forme

me*

}{3: _— W == L,
1

ot P1 est le moment de quantité de mouvement correspondant
a l'angle Q1 qui désigne »'anomalie moyenne« et varie de 0 a 2.
On peut introduire, au lieu de cette fonction Hs, une autre fonction
de Hamilton

2P

H=E? =—E
me*

et le reste du calcul se fait de la méme maniére que dans le cas
spécial des orbites circulaires. Cette maniére a I'avantage d’éviter
la résolution, assez compliquée, de 'équation ondulatoire de Schro-
dinger, appartenant au probléme primitif.
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