Analogon funkce Lagrangeovy
pro Hamiltonovu funkci, zavisejici jediné na
»ucinnostnich konstantach*.
Napsal V. Trkal.

Rovnice 3p;gi— L=H, (1)
7

kde L=L(g;q;) znali Lagrangeovu funkci [rozdil kinetické
a potencidlni energie] a H (g«, px) znamend Hamitonovu funkci
nazdvisejici explicite na Zase (soulet obou energii t. j. ihrnnou
energii), platnd pro libovolné obecné soufadnice ¢x (a pfislasné
~k nim rychlosti g; resp. impulsy p;) pozbyva platnosti v pfipadg,
jenZ se vyskytuje v problémech dynamiky atomu, totiz v tom pfi-
padé, Ze se Hamiltonova funkce dd vyjddfiti jako funkce ,ucin-
nostnich konstant“ J; které hraji alohu impulsti, k nim# pfisluSeji
jakoZto kanonicky sdruZené soufadnice t. zv. ,ihlové prom&nné*
w; =w;t+ d; s periodou rovnou 1. i
V tom piipad& nastupuje misto rovnice (1) rovnice

?/,- w;—L (W) =H (), (2

J;/,-w,—L () =H (Ji), (2)

kde H (/x) zna¢i Hamiltonovu funkei rovnou energii uvaZzova-

ného problému L (»;) jest Casovy stfed L Lagrangeovy funkce
L uvaZovaného problému, t. j. :

L(»)=L(gs9)=L. (3)
Pak zcela podobn& jako rovnici (1) ptisludi vztah

_3L(giq)
D= —- &

tak rovnici (2') ndleZi relace 1)
d L(v:)

Je=3 @

1) Tento vztah odvodil jsem jiz dfive ve zvlastnim p¥ipadé (pro pfipad
Coulombova silového pole) v praci ,Pfispévek k dynamice neutrdlniho
atomu heliového“, (Rozpravy Ceské akademie véd a uméni za r. 1926), jez
brzo vyjde tiskem. — Viz t€Z V. Trkal: ,Zur Dynamik des Heliumatoms*
ZS. f. Phys., 36, 144, (1926).

Diikaz tohoto vztahu v obecném pripadé podavam nyni. Pokud se
relace (2‘) a (3) tyde, viz téZ moji praci ,Casopis pro pést. mat. a fys.“ 51,
101, (1922) a v kratSi formé v Proceedings of the Cambridge Philosophical
Society, 21, 80, (1922.) :
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jeZ tvori jakysi prot&jSek ke zndmé rovnici?)

e 2HUD.
d Jk
Odtud snadno plynou vztahy
v _ v ek
o ek e e

Diikaz tvrzeni (2), (3) a (4) podédvdm v ndsledujicich Fddcich
(§.3, § 4). Pro lepsi porozuméni uvddim v § 1. piechod od Ha-
n1xltqnov37ch rovnic k Lagrangeovym obricenym postupem
ne'i prechdzi na pi. Carathéodory?® od rovnic Lagrangeo-
vych k Hamiltonovym a v § 2 poddvdm interpretaci veliin
LaH zpiisobem, jaky zvolil na pf. Born.+)

§ 1. Plechod od Hamiltonovych rovnic k. Lagrangeovym.
Budiz déana Hamiltonova funkce H (qy, p1, Qs Dsy - - -, G, D),
anebo' v kra’:sim oznaCeni H (q; p;), jakoito analytickd funkce
_ohecny;h soufadnic ¢; a kanonicky k nim sdruZenych obecnych
xmpu!'su P (i=1,2,3,..., n), nezdvisejici explicite na Case f a vy-
hovujici poZadavku, Ze determinant

_H

3 pid pj e A
Tato funkce spliiuje podle definice kanonicky systém
My
ql S apl 3 p (6)
S H ((=1,2:3:..,n)

e o ™

i Vzhledem k tomu, Ze jest splnéna podminka (5), miiZzeme vy-
potitati z rovnic (6) veli¢iny p,,p,,...,p. a obdrzime
Pe=Te(q1: 91y G2 G5, - . ., Gn, q.n)» (k=1,2,3,...,n),
coZ budeme pséti krat3eji ve tvaru

Dk ka (g4 t_}i)- 8
Nyni zavedeme ve funkci L (¢,, ¢, g2, ¢s, - . - , @, ¢a) anebo v kratsim

oznaleni L (g; q;) pomoci specialisované L e gendreovy transfor-
mace tohoto tvaru:

L (g, g) = — H (gx, fx) + Jlff q;- 9

) M. Born, Vorlesungen iiber Atommechanik, I., Berlin, 1925, p. 9.’
form. (15).
.9 C. Carathéodory v novém vydani knihy Riemann-Weber’s Diffe-
rentialgleichungen der Physik, 1, Braunschweig, 1925, p. 186.
9 M. Born, 1. ¢c. p. 19 a 20.
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Derivujeme-li tuto rovnici parcieln€ podle g;, obdriime

Eé:__Qﬁ_E(Q,Ii~ 'j)gfl" ~ (10)
0qi 0gi  j\0pj 0qi
anebo vzhledem k rovnici (6):
oL dH .
O s i=1.2..., 1. 11
0= og U=1Zon) (1)
Derivujeme-1i v3ak rovnici (9) parcielné dle ¢;, obdrZime
dL JOH -\ ¥
'fz_;("?"qj')—f_jJrfi, (12)
dqi 7\ fi dqi
co? vzhledem k rovnicim (6) a (8) da
oL
Pr=——— (13)
d0qi

Derivovanim podle &asu ¢ rovnice (13) obdrZime vzhledem k rovni-
cim (7) a (11) rovnici

Pi:i(*a-{“)z—bH 2*&, (14)
dt \? q; 0qi  0qi
odkudZ plyne systém Lagrangeovych rovnic
i(%)-“:o 0 ek D ol (15)
dt \d qi 0 qi
Rovnici (9) lze psdti symetrictéji ve tvaru
L+H=2p;q; (16)

jest patrno, Ze soustava rovnic (6), (11), (13), (16) ziistane beze

zmény, vyménime-li v téchto rovnicich H za L a g, za p;.
Z podminky (1) plyne analogickd podminka, Ze determinant

Co e 0 (17)
0qi0q;j
Abychom to dokdzali, derivujme identitu

. d dL
; = — H|q, A)
4 o pi (qk d G

jeZ plyne z rovnic (6) a (13), parcielné podle q;; jestliZe &; znati
&islo, které pro i =, jest rovno jednotce a pro i j rovnd se
nule, bude
2 2
Eij:z: § o 3 6 L
kdpPidPk dqk 0q;
Casopis pro péstovini matematiky a fysiky. Ro¢. LV. 23

) (i)j:1721"‘7n)' (18)
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Z tohoto systému rovnic plyne pak pomoci poutky o ndsobeni
determinantli vztah
2 2

o O B I (19)
0 Pi O Pk 0qk0qj
¢im? jest dokdzdno, Ze podminky (5) a (17) vyplyvaji jedna z druhé.

§ 2. Inferpreface funkci L a H. — Lagrangeovy rovnice
plynou v3ak také, jak zndmo, jako nutné podminky z Hamilto-
nova varia¢niho principu

ta
f L (g;, q)) dt = extremum; (20)
3

jsou nezdvislé, jak rovn&% zndmo, na volb& obecnych soufadnic g;.

Tazeme-li se po interpretaci funkce L, staci vySetfiti vyznam
funce L jakoZto funce pravouhlych souradmc v nichZ budou rovnice
Lagrangeovy miti tvar

d( dL )_ dL o
dt\ » xx 3 Xx :
. d ik dL
t.ayk 0Vk
i( aL)_ oL 0
dt OZ:k 02k :

Tyto rovnice musi souhlasiti s pohybovymi rovnicemi Newto-
novymi

d
= (M vi) = T, (22)
kde my jest hmota k tého bodu, v, jeho rychlost a @ sila na ngj
pusobici.
Zavedeme-li nyni funkci 7 sloZek rychlosti tak, Ze

DT -
— - = Mg Xy,

0 Xk

d T
S ’nlxy/x ’ (23)
0 yk

dT -

= Mg 2,
0 2z

a daji li se sily @« derivovati z potencidlni energie V, jei zdvisi
jen na soufadnicich, t. j.
%

%kx = — 5 atd-, (24)
0 Xk
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pak rovnice (22) jest moZno psdti ve tvaru
i(a T>__a_('“ V) =0
dt\ d xy d X ’
¢ili
d d(T—V) I(T—V)
R i S g, 25
dt d Xk d Xk i
takZe porovnidnim rovnic (21) a (25) najdeme
L=T—V. (26)

Z rovnic (23) plyne
1 ; ! ;
1T = e, 2 mp (X% + Y% + 22%)

jakoZto kinetickd energie. Tudi¥ Lagrangeova funkce L=7T—V
jest representovdna rozdilem kinetické a potencidlni energie.

Vyznam funkce H vyplyne takto:
JeZto H nezdvisi explicite na &ase, plati vzhledem k rovnicim

sl dH [aH 0H - ]
=X 0,

— +
dt dqi @ d pi
tudiz

H= (qi, p,) = Const.

V libovolnych soufadnicich klidné soustavy soufadné jest kinetickd

energie kvadratickou homogenni funkci 7 v rychlostech ¢; Podle
Eulerovy véty plati tedy

20T -
2T=2—¢ —Zp, g ' (27)
zbq,
a tudiz _
H:Zp,-qi—L:ZT—(T— VY=T+V (28)
L

jest thrnni energie uvaZovaného systému.
§ 3. Prechod od Hamiltonovy funkce H (/) jez zdvisi toliko

na ucinnostnich konstantdch® J;, k funkci L (w;), kterd zdvisi jen
na derivacich ,uhlovych proménnych“ podle ¢asu. — Rovnice (16)

L (9: q:) + H (q, pi) = »J;pj a9,

kde L je rozdil kinetické a potencidlni energie a H jest uhrnnd
energie uvazZované soustavy, plati jist€ v pripadé&, kdy H obsahuje
kromg veli€in py aspon jednu z veliCin gy explicite. V pfipadé, Ze
H neobsahuje ani jednu z velifin g, explicite, jsou, jak z rovnice
(7) patrno, vSechna p konstantni, a tudiZ, jak plyne z rovnice (6),

23*
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také v3echna g, jsou konstantni; tedy vSechna g jsou linedrnimi
funkcemi Casu. :

V posledni rovnici jest pak L (¢9;¢:;) nutn€ konstantou, jak
ukazuje téZ rovnice (11), a miZe predstavovati rozdil kinetické
a potencidlni energie jen v tom pfipadg&, kdyZ je tento rozdil obou
energii konstantni. Pon&vadZ vSak soulet obou energii diavd ahrn-
nou energii, kterd jest konstantni, musi byti kazd4d z obou energii
pro sebe konstantou.

V problémech dynamiky atomu snaZime se vyjddfiti thrnnou
energii atomu jakoZto funkci H (/) jedin& veli¢in /;, t. zv. ,ucin-
nostnich konstant“, jeZ hraji dlohu obecnych impulsl, k nimZ ka-
nonicky sdruZené obecné soufadnice wj, t. zv. ,lihlové prom&nné“
maji periodu rovnou jednotce. Pohybové rovnice Hamiltonovy
zuéji v tom pripad&
jJ:—l}M:O, W,’:i(vil‘—l—éi):’l)i:M = konst.

d w; dt d /i (29)

Postup vyli¢eny v § 1. redukuje se nyni na toto:
Za predpokladu, Ze determinant
®H |

&0, 30
3)id )i | i e
~ lze vypoditati z rovnic
Rl 1)) (29))
b_]i
veli¢iny /i, /o, . . ., Jn; obdriime :
Ji= Fi (W). (31)
Nyni zavedeme funkci L (w;) rovnici
L (w) =—H(Jo) + ZF;w; (32)
J
Derivujeme-li tuto rovnici parcieln& podle Ww;, obdrZime
D L dH - \dF;
—.—z—z—o——w-)ffurﬂ, 33
d Wi i (a F; o w 33}
coZ vzhledem k rovnici (29')
PREY. (@)
d /i
dé
Ji= i s M (34)
oWy R
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Nyni b&%i o interpretaci veliginy L(ﬁ),-):L(wj). Ponévadz je
to velifina konstantni a, obecn& vzato, problém, jenZ se podafrilo
charakterisovati funkci H (/y), mdLagrangeovufunkciL =7 —V
na Case zavislou, nemfZe to byti v obecném pfipad& funkce L a-
grangeova, kterd by byla rozdilem kinetické a potencidlni
energie.

.,§ 4. Interpretace funkce L. Na pfipad, ktery zde uvaZujeme,
totiZ ten, kdy se dd Hamiltonova funkce H (/) vyjadriti jedin&
pomoci ,,9éinnostnich konstant“, lze pfevésti dany dynamicky
pyoblem_ yzd'y, kvdyi se dd Hamilton-Jacobiho patcidlni rovnice
d1ferenc'1a1m, prislusnd k Hamiltonové funkci H (g; p;), fesiti
separaci proménnych, t. j. kdyZ se dd poloZiti

3Si(q)
Pi="——ry 35
o (35)
kde .S.‘,;(ql') jest funkce zdvisejici pouze na jediné prom&nné ¢, Pak
se daji konstantni integrdly vzaté podél jedné periody

Ji= fpid(h (36)
.
zavésti jakoZto konstantni impulsy pomoci kanonické transformaces)
Zpidqe=Z Jidw; +d{S*(q;, w))}, (37)
{. j. ~

oo Ls*( W)

l dW; qjs J7s
L 37)

- pl = '*’a ql'* S* (ql, H)J)‘

Podle rovnice (27) jest
z

a tedy stfedni hodnota dvojndsobné kinetické energie za asovy
interval f; — #, bude ddna vzorcem* :

12 1.
i h 1 5
2 T:Z‘-—-legzplqidt_ [2_13 2pidg; = l
t 1

s

to
i 1
= —\ 2 [; i A
Z‘-’;S Ji a’w,+t2__tlgd8*.
t 4

t

°) M. Born, L. c., p. 94.
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Zvolime-li interval &asovy 7, — f; dostateCn& veliky, obdrZime za
Casovy stfed kinetické energie vyraz
fa
= ] ‘Q. ;
2T:&_ag%ﬁww
t
¢ili it '
2T =X Jvi=ZJiw. (39)
i  ;
Tedy z rovnice (32) plyne
Lo =—H)+2T=—(T+V)+2T=—(T+V)+ 4
+2T=T=V=1;

tudiz L (w)) mé vyznam Casového stfedu Lagrangeovy funkce
rovné rozdilu kinetické a potencidlni energie daného dynamického

systému. : .
Z podminky (30) plyne jako diisledek, %e determinant
2L i
— : 41
‘ dwi dwj T ; @13

Abychom to. ukdzali, derivujme. identitu

L eZ)
wi*b]iH( dwk /'
jeZz plyne z rovnic (29), (34), (40), parcieln& podle w;; znadi-li &

¢islo, které pro i = jest rovno jednotce a pro i 4 j rovnd se
nule, bude

22 H 2L B
=X . tl==ooan, 42
&ij kajia_/k aq’kaq’j (.] ) ( )
Z tohoto systému rovnic plyne pak pomoci poucky o ndsobeni

determinanti o e
i e

== i 44
1 L 3fid e | | dwvg oy ] (44)
¢im? dtikaz proveden. :
Pozndmka. Z rovnice (34) vyplyva okamZité vztah

e onh (44)

DE 1 O Vg

a z rovnice (29) zcela podobnd relace
o 2% (45)

&]1 6_/k

oba determinanty (30) a (41) jsou symetrické.

*
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Sur une analogie de la fonction de Lagrange
pour la fonction hamiltonienne ne dépendant que des
»constantes d’action.“

(Extrait de Particle précédent.)

L’équation ‘
fmm—LzH (1)

ott L =L (q:, q;) désigne la fonction de Lagrange et H (qi, px) la
fonction hamiltonienne ne dépendant pas, explicitement, du temps,
valable pour des coordonnées généralisées arbitraires, perd sa
validité dans un cas qui se présente dans la théorie de Ia dyna-
mique de P'atome, a savoir le cas ou la fonction hamiltonienne
peut étre exprimée en fonction des ,constantes d’action® Jj jouissant
le role de moments, auxquels appartiennent, commeé variables
canoniques conjuguées, les cordonnées dites ,variables angulaires“
Wy =wv;t+40; & la période égale a2 |. En ce cas, I’équation (1)
est remplacée par I’équation :

2wy — L () = H (Ji) @)
ou bien :

]ij vi—L @)=H (Ji) (2)

ot H (/i) désigne la fonction hamiltonienne égale a I’énergie

totale du probléme considéré et L (v) est la moyenne L de la
fonction de Lagrange L du probléme considéré, c. a d.

L () =L (g 9) = L. @)
A TP'équation (1) se rattache, comme on sait, la relation
_ 3L q) .
Pk = d Qi 3
d’'une maniére analogue se rattache a I'équation (2') la relation
Je = i (4)
qui est, en un certain sens, le pendant de I’équation connue
o dH (/) ;
0 /k
On en tire facilenmient les relations
et B e _ )i

oSt e AV A
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