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194
Zur Dynamik des Heliumatoms ).
Von Viktor Trkal in Prag.
(Eingegangen am 30. Januar 1926.)
Es wird versucht, das Problem des Heliumatoms in Analogie zu dem des Wasser-

stoffatoms fiir einen ,singuliren“ Fall (¢, — konst) (Bedeutung bei He: Summe der
Entfernungsquadrate der Elektronen vom Kern ist konstant; bei H: Kreisbahn
des Elektrons) zu behandeln. Die Hamiltonsche Funktion des Dreikirperproblems
vom He-Typus wird ,wasserstoffihnlich“ gemacht [Gleichungen (1), (2), (la)].
Durch das Verschwinden der zeitlichen Anderung der Hamiltonschen Funktion
(wegen Energiekonstanz) wird mit Riicksicht auf sieben (von acht) Bewegungs-
. gleichungen der Ansatz des ,singuliren“ Falles @, — konst nahegelegt [Glei-
chungen (6), (7)]. Es wird gezeigt, dafi fiir diesen Fall die Energic des Helium-
atoms W — — 2 724y ¢t 22/,]3, wo Z eine in Abschnitt IV angegebene Funktion
der Quantenzahlen bedeutet. Aus dem Jacobischen Satz iiber die Mittelwerte
der potentiellen und kinetischen Energie fiir das Coulombsche Feld wird - die
allgemeine Gestalt der Energiekonstante als Funktion der Wirkungsvariablen ab-
geleitet [Gleichung (40)]. Es wird als Gegenstiick zur Gleichung fiir die Fre-

J
quenzen », — IDV](_J)— eine solche zur Bestimmung der Wirkungsvariablen
Jy, —t
Jyp = 210 angegeben.
d»

k

Die bisherigen Versuche, das Rutherfordsche Modell des Helium-
atoms mit Hilfe der klassischen Mechanik und der Prinzipien der
Quantentheorie, wie sie Bohr, Sommerfeld und andere formuliert
haben, zu bearbeiten, haben keinen Erfolg gehabt.

Born und Heisenberg?) gelangen bei der Behandlung des an-
geregten Heliumatoms, indem sie von der Vorstellung ausgehen, da$ ein
Heliumion ein zweites Elektron einfingt und daf die Entfernung
des letzteren vom Kern immer griBer bleibt als die des
ersten, zu Widerspriichen mit der Erfahrung. Sie schliefien daraus,
daf entweder einige der benutzten Quantenbedingungen falsch sein
miissen oder aber die Bewegung der Elektronen auch in den stationiren
Zustinden nicht mehr den Gleichungen der klassischen Mechanik gehorcht.

Es scheint aber, daB, wenn man die obengenannte, sehr wesent-
liche Beschrinkung iiber die Bahner der Elektronen fallen laft, welche
Born und Heisenberg durch die Entwicklung eines Teiles der Hamil-
tonschen Funktion nach Kugelfunktionen einfithren, man zu Ergebnissen

1) Vorgelegt der Bohmischen Akademie ,,éeském Akademie ved a umeni“ in
Prag in der Sitzung vom 8. Januar 1926.

?) M. Born und W. Heisenberg, ZS. f. Phys. 16, 229, 1923; M. Born,
Vorlesungen iiber Atommechanik, S. 327 und besonders S.334, Berlin, J. Springer, 1925.

Viktor Trkal, Zur Dynamik des Heliumatoms. 195

gelangen kann, deren Widerspruch mit der Erfahrung nicht erwiesen ist,
so daB man vorderhand ein Versagen der klassischen Mechanik und der
Quantenregeln nicht behaupten kann.

Die Unzulinglichkeit der Behandlung von Fragen des Atombaues
mit Hilfe der klassischen Mechanik und der Quantenregeln, wie sie sich
darin zeigt, daB es bisher nur gelungen ist, das Wasserstoffatom und
seinen Starkeffekt befriedigend zu erkliren, sucht Heisenberg?) durch
Aufstellung einer neuen Quantenmechanik zu beheben. Da diese
Quantenmechanik, der offenbar grofe Bedeutung zukommt, scheinbar
noch mnicht so entwickelt ist, daB man sie auf das Problem des Helium-
atoms anwenden konnte, wird es vielleicht nicht iiberfliissig sein, im
folgenden zu versuchen, dieses Problem in engster Anlehnung an die
Losung des Problems des Wasserstoffatoms (fiir den Fall von Kreis-
bahnen) auf Grund der klassischen Mechanik und der bisher" an-
gewendeten Quantenregeln zu behandeln, ohne an der Spitze der Uber-
legungen eine so tiefgreifende Beschrinkung einzufiihren, wie es Born
und Heisenberg tun.

L

Die Bewegungsgleichungen des mechanisch-elektrostatischen Systems,

bestehend aus dem positiv geladenen Kern und den beiden Elektronen,

als welches wir uns das Heliumatom denken, lauten
Sl ) O L o oH ..
(li———‘m: pL:—otq;7 (l"_—ly 2) 3, 4)7

ST 3 <,2 pj)_eg Z<_}" 3)
" (w2 + D)+ (o8 + 5 o)t
s T2,

wo

~ om ey 2m

62

i Va® + 42 + 2 43 4a (cos g5 cos gy — A'sin g5 sin g))
N ot 1 —p;“’>
(v = H =B =)
2p3ps
die Hamiltonsche Funktion dieses Problems ist?). Die Bedeutung der
Koordinaten ¢} und g ist klar: es sind die Entfernungen der Elektronen
vom Kern, also wesentlich positive Grofen. Die von der Zeit un-

1) W. Heisenberg, ZS. f. Phys. 33, 879, 1925; P. A. M. Dirac, Proc. Roy.
Soc. 109, 642, 1925. Besonders M. Born und P. Jordan, ZS. f. Phys. 34,

858, 1925. .
2) M. Born und W. Heisenberg, ZS.{. Phys. 16, 229, 1923; E.T. Whitt-

aker, Analytical Dynamics, 2nd ed. Cambridge, University Press, 1917, §§ 155,
157, 158.
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abhingige Grofle & ist der Gesamtimpuls des Heliumatoms. Die Hamil-
tonsche Funktion /7 ist bekanntlich gleich der Gesamtenergie W < 0
des Atoms. Z = 2 ist die Kernladungszahl.

Die kanonische Transformation mit der Erzeugenden 1)

Vi = s q1008 g5 + py 41 8in g + p, g5 €08 g4 + Py, 43 sin ¢}
ist durch folgende Gleichungen gegeben :

V. , ov. .
= dpl usw.,  p; = 5}17'-1’ (t=1238,4)
x 1
d. h.
¥ = gyc08¢5, y = qising;, 2z = gycosqy, u = gysing,,
D1 = Py 008 g3 + pysings, p; = qi (— p,sing; + p, cos g;), (A)

Dy == Pycos gy + Py singy, p, = gy (— p,sin g} + p, cos ¢}).
Daraus folgt

'

G — Vxﬂ+y2>01 19;2+P:p2+_p'37 p.'%:_]);rf]/ +pyx7
1
(i "2 1 9 ’ p’z ’
B="V2+u>0, pf+ o= PR, p= - puts,
2
und durch diese Transformation geht die Funktion H in die neue H, iiber:
Hy= o4 ph+ 0t b — ezt + =+
! 2 T AV T " V2 Ly Vet

62

. 4
+Vx2—|~y2+zz—|—u9+2xz_lyu

! 12— ('Tpl/ = Z/_pm)2 — (£ Py — u.pz)2 .
(#Py — YD) (2 Pu — upy)
Die Bewegungsgleichungen unseres Systems sind dann
0 H,

== 01’) y Pp — — —6?1 usw.
T

Wir fithren jetzt eine zweite kanonische Transformation mit der
Erzeugenden ?)

Vg == (py sin q + P cos ‘l4) 4, + V.pg + (.p;z/ COS g, — Pg sin 44)2’ g + Py - [/
') M. Born, Vorlesungen iiber Atommechanik, S.37, Formel (12), Berlin 1925,
2) Diese kanonische Transformation findet sich, soweit mir bekannt ist, noch
nicht in der Literatur vor. Man kann zu ihr durch Zusammensetzung der Trans-
formationen (C) und (A) dieser Arbeit gelangen.
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durch: 5 e
Vs 3 (1=1,23 4
= usw., e (Z/ = 3. dy )7
’ dp.): i 0 qi ) ,
d. h.
N .. e L1 PRI
; i Y Ve + (v cos 4, — posing,)?
y = q,sing, + — pycosq4—pms1nq.4 -y C08q,,
) ! Vp.? + (py COS q, — Py S0 Q4)2
g = ENe S .*”g’flgv
Vo2 + (pycos g, — p,sing,)
U — (g,

Dy = Py sin g, + Px €08 4y,

p, = V,pg + (py coS q, — P sin Q4)27

133 = _pua

Dy sin q, + P, C0S g, 7>

P, = (pycosq, — Py sin q,) <q1 — 4y Vpa -+ (p, cos g, — P, sin q.)°

oder
P :_p COSQ‘;———L'psSinqN
s 1 4, P9 — 1o Py
Py =2p sin qy + /p—4"'pg COS gy,
2 4 4, Py — dg Py
‘/ i .
o R e o e, T T
P Py ((ll Dy — 4y 131)2
Py = Pg; (B)
Py :
= g,C08¢, — —————— +(ySIng,,
S S ey ‘
y Dy
— ¢, sin ————————— (4 COS q,,
Y= GGt T e B
/ 2
/ Py
— ] ————— ,
: T ‘/ (4, 2, — 45 )*

w = q3.
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Durch diese kanonische Transformation geht die Summe p? + 0y + 02+ pi
in p? +p3 +p; und die Summe #? 49?4 22+ u? in ¢} + ¢} + ¢
itber. Weiter ist

2

N
Pty =g+ —=
v ! ® (4, Ps — a5 )’

2 p) 2 bi -
PP S
’ @r—goy) T8

TPy —YPr = Py,

PP
gp —“Pz:(qp —‘110)1/1_—"
‘ S (4, Dy — 4y 1,)°

Es geht also die Hamiltonsche Funktion H, iiber in

H ! 1 2_1_ 2 2 2Z((2 2 pz —1/2
s = 5, (01 +p3 +p35) —e l\éh‘*’éh(—wg_qul)ﬁ) +

Hara(i— o 2]+

+e2{ql2+q§+qi

~ ]7;2 Py
+24V1—* (4050, — »—namq)
: (@ Py — Gy p P\ O e — dolty Y.

. P
e
11479 192 I'1

pﬂ " _1/2
B — pf — (4aPy — 050,)° (1 - R‘*-)

1y cOS <14> %

>< (Q1 pg == (12p1)2 )
Py (Ag Py — 45 Py) Vl = L
(4,13 — 43,
und die Bewegungsgleichungen sind
. 0H, 2 0 H, .
G; = 0]0:’ pi:—dq:, (=1, 2, 8, 4.

Endlich fithren wir eine dritte kanonische Transformation mit der
Erzeugenden *)

Vy = (py5in @5 + p, c0s Q) . @, cos ¢
+ Vo2 + (23008 @ — p, 5in Qp)?. @, sin @, - p, @,

durch

_dV3 _c)V
“= 55 T Fq

(i =1,2 3 4,

1) E. T. Whittaker, 1. c. § 160, S. 349; J. M. Burgers, Het atoommodel
van Rutherford-Bohr, Proefschrift Leiden, Haarlem 1918, § 17, S. 80.
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d. h.

~ pycos Qa — D sm Q3
g, = @, 00s @, cos Qs —

Vﬁd + (pycos Q3 — Py sin @)

199

_ (), sin @y sin @,

) Dy COS Q3 — Py s sin Qs 5 (), sin @, cos Q
— = 2 37
duims Ql cos QQSm Qs ‘/pd 4 (pgycO8 Qg_.plsm Q3)
Boi.. o Q, sin @
1 27
B Vol + (2005 Qg — b, 50 @)
4 = @u

P, = (p,ysin @5 + p, cos @) cos Qs
1 VD2 T+ (py cos Qg — by sin @g)? . sin @,
Py — — (py sin Qg -+ p, cos Q) @, sin ¢y
- VpE £ (pycos Qg — pysin Qg)° . @ cos @y,
P, = (p, cos Q; — P, sin ¢y) ¢, cos Q
(py €08 Qg — by sin @) (P, sin @ + P, €08 Uy) o

_ gy 1 "% @, sin @,

Vi3 4 (py c0s Qg — py sin Qy)*

P, =y,
oder
by = (Pyeos 0y — sin @) con @y
P . £, 5 s
_— I—’z <P1 sin @, + 61 cos Q2> sin @,
P, . L
P, == (Pl cos @y — Ei sin Q2> sin @,

e % <P1 sin @, + 0 2 cos Q2> C0S @3,
1
P}
py = (Pysin @, + @:cosQ> Vl S |

D5 ¥ :
q¢, = @ (cos Qy 08 Q3 — 173 sin ), sin Q3>7

2

4y = @, <COb Qysin Q) + —* sin @, cos Q3>

p? .
ari== Q.

©
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Die letzte kanonische Transformation fithrt die Summe p? + p? + p? in

p? —}— @ und die Summe ¢ + ¢ + ¢2 in Q2 iiber. Weiter ist:

2

Pj
4Dy — 9P, = Py, gyp3 — 30, = P, Vl — — §in Q;.

P2
Wir erhalten also aus der Funktion H, die neue Hamiltonsche Funktion
1 P} e?
Hy = — (P} 4+ * == W,
» = g (22 t@)—g =W (1)
wo
A

== [{(cos Q,c08 Q, —;2 sin @, sin Q3> ‘z <cos Q,'sin @,
L ;; sin ), cos Q3>2}_% - {( <cos @, sin @,
-+ g sin ), cos Q3>2 <1 — %1: }— 5]-—— [1 +2 {% <cos @), sin @,
3 3
e

l-)§sinQ cos @ 2sinQ—coch Po g Q, si
P, 2 3 s 5 OS‘Qs_ITQ sin (), sin Q3!>

@

[S]

)

: By . P}

- cos @, sin @, + P sin ), cos Q3> cos Q4} 1— 2 2
9 3
p? .2
1 — P p3 ( >< s
5 P2 1— .Pg sin Q3
. —— — sin @,
P, P, V1 _}T:?sin Qs

P
. {<cosQ,cosQ3 — 1—5§ sin @, sin Q3> sin @,

2

+ <COS Qysin Qg + % sin ), cos Q3> % cos Q4}-]_ %
2 8 3.

Die Bewegungsgleichungen des Heliumatoms sind nun

: dH, 0H. .
Qi:TPi, P,-:—OQ:, ¢t=1, 2 3, 4). (1a)
Wir hitten von der Funktion H, direkt zur Funktion H, iibergehen
konnen durch Anwendung der kanonischen Transformation

P, . B
Py = <P1 cos @, — 62 sin Q2> <cos Q;cos Q, — 174 sin @, sin Q4>
1 3

P,/ P \ /. P
— ITQ <P1 sin @, + é cos Q2> <s1n Q, cos @, + 174 0s ), sin Q4>,
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Py = <P1 cos @, — 61 sin @) > (cos Q, sin @, + % sin @), cos Q4>

P
= %)2 <P1 sin @, —}— @ ? cos Q2> <sin Qg sin @, — 17: cos @, cos Q4>,

P, = [P1 <cos Qy sin Q5 + ;Zsin ), cos Q3>

Byl : P P}
_é<sm Q, sin Qa—F‘;’cos Q, cos Q3>] 1 = B

: 5L
Pu:‘[Plstg‘{—Q]COSQ] 1—F§’

r = @ {(oos Q; cos @, — % sin @, sin Q4> c0s @,

P ; .
— 1};;‘ <sin Qg cos Q, + }7: oS @ sin Q4> sin Qg} ,

¥ = @, Kcos Q,sin Q, + 1};: sin @, cos Q4>:cos Q,

Ps ot . P :
= f’i <sm Q, sin @, ————P—: oS @y cos Q4> sin Q2} :
—
2= @, {cos Q, sin @, + =2 sin @, cos Q3} 1— Py

P}
u = Ql‘/l—ﬁ:;sm%.

1I.

Wir bezeichnen die Funktion H, von nun an mit H, so da} das
urspriingliche Problem iibergefiihrt ist in das der Losung des kanonischen
Systems achter Ordnung (1a):

oH . 0H .
=y PP=—=—, (=1,2,8,4),
Q’L 0P7/’ (3 d Ql ( ) )
wo : !
1 P; e Z* ,
= — (P? _z>__ =W. 1
B=s_(M+g)—T5 (1)
Dabei ist
By Py P
e — ZE (3, AL ; 2a)
7 =75 5 B G Q) (
(P, = k ist eine von der Zeit unabhingige Konstante)

eine homogene Funktion nullten Grades in den Tmpulsen P, Py, P,, P; = k.
Zeitschrift fiir Physik. Bd. XXXVI. 14
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Wir haben also das Problem des Heliumatoms auf dieselbe
Form gebracht wie das Problem des Wasserstoffatoms, mit
dem Unterschied, daf Z* beim Wasserstoff gleich Eins ist.

Austiihrlicher geschrieben ist das System (1a) das folgende:

: 0H P, ; OH P2 2 7%
Q 0P EV (3&) P]_: dQl WL@ 12 7(53‘)
: 0H P, e 0Z# 5, OH  2gze N
@y = =op, me—ab?z; (Bb) P,= T0Q @.0¢) (3b7)
. 0H e VA . OH oz ]
“=or="gqar, @) h=-zg=gaq O
: ()H VA . oH e* 0 7%
— = @y p=_02__c9Z% .. g,
Q aP Q10P4 ( ) 4 0Q4 Q]0Q4 ( )
Die zeitliche Anderung von Z* ist
azx  0z% . VA 0zZ% . 07*
at 0PP+0PP+0PP+0PP+0QQ
07%

+og bt 5o e
Mit Hilfe der Gleichungen (3b bis 3d, 3b’ bis 3d’) unter Beachtung
der Konstanz von P, erhalten wir die einfache Beziehung
dzZ® - P, .0Z* o P2P2 4
dt — m@0Q,  meQ, )
Durch Ditferentiation der Gleichung (1") ergibt sich
; 5
d£—1<PP1—§—P1 P2Q1>

=
m Q1 Q7 (4a)
A VA _aw 0
R R Tl

da W die Energiekonstante, also von der Zeit unabhingig ist.  Mit
Riicksicht auf (4) geht die Gleichung (4a) iber in

1 . P A

Ny - gy D (e N L7 T 3
Pl A m Q? Q3 > @, 0; (®)
setzen wir P, — le [Gleichungw (3a)] in (3) ein, so finden wir
3 P; 02 VA E ;
(st 4= ©

Es gilt entweder

. P A
Py = mo: o
m Q) 'h
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allein, das ist die Gleichung (3a’) des kanonischen Systems (3a bis 3d),
oder noch

also

@, = const, (7)

Dies stellt eine ,singuldre“ Liosung unseres kanonischen Systems dar,
und mit dieser werden wir uns im folgenden beschiftigen.
Die Gleichung (3a) gibt mit (7)

d. h.
y = 0, (8)
Dann gibt aber (3a')
b B _fzr
VUmed @

und mit (7) erhalten wir
i

R == me? Z#

Setzen wir (7), (8), (9) in das kanonische System (3a his 3d) ein,
so ergibt sich das folgende kanonische System der Bewegungsgleichungen

— const. 9)

Q, =0, (10a) P, =0, ~ (10a)
()2:’”2%<%._‘%:>, (101b) B, = i;xgg” (10b))
(93:_%%7;, (10 ¢) Blema i Pz ggy, (10 ¢')
b — "";f ‘Z) , (10d) Bl %igi; 10d)

Wir erhalten also dieselben Gleichungen, als ob wir in die Hamilton-
sche Funktion H fiir P, und @, die Werte aus den Gleichungen (8) und
(9) eingesetzt und die Bewegungsgleichungen fiir unseren ,singuliren*
Fall aus der Hamiltonschen Funktion

H':—W:VV:Const‘ (11)
2
mit Hilfe der kanonischen Gleichungen

. 9H' on

q!z—‘d])’ Pl:_7@;7 =239

abgeleitet hitten.
14%
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Diese und die Gleichungen (10a bis 10d’) stimmen iiberein wegen
der Beziehung '

OH' _0H O0H0Q, _0H _,0¢ _dH

Bs ds ToQ 85 ds s 95
wo s irgend eine der Grofen P,, Py, P,, @,, §;, @, bedeutet.

Setzt man fiir ¢, seinen Wert nach (9) in die Gleichung (4), so
findet man in unserem Falle

dz# z% .
—— — — P,,
dt oy
woraus folgt
VA
— konst.

2

Aus dieser und Gleichung (9) ergibt sich, dafi sowohl P, als auch Z#
von der Zeit unabhéngige Griéfen sind, was man auch leicht durch
den Vergleich von (9) und (11) findet.

Weil also P, eine Konstante ist, mul ¢, eine zyklische Koordinate

sein. Die Beziehung
P, — Konst (12)

differenzieren wir nach der Zeit und erhalten mit (10b’)

me*Z* 0 Z%

B e LB iy
2= T g,

d. h.
0z%

09,

aus dieser Gleichung rechnen wir (), als Funktion der iibrigen Ver-

0; (13)

anderlichen aus:
;- AP,
Q= @ <—3

P, - P
P’I—:’ﬁ_ﬁ’ Q37 Q4> (14)
2 2 2

Diesen Wert setzen wir in die Funktion H' [siehe Gleichung (11)] ein.
Das ergibt die neue Hamiltonsche Funktion

me* 72
H' —= — ——+— = W =— Const 15
wo
P, P, P; "
2t =2t (3 3 5 @ Q) (16)
2 2 2
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Aus dieser Funktion erhalten wir die neuen Bewegungsgleichungen

=50 =" E -5, (175)
b= == (a7h)
o—E-mEE
P, = —";%; =0, (17a')
s 0H" il metZY 023 (A7)

06, i T
: o0H" metZT 07F
P o= = . 17¢
4 d Q4 P22 a Q4 ( C)
Dabei ist Z¥ eine von der Zeit unabhéngige Grofe.
Die Gleichungen (17 a bis 17¢") und (10a bis 10d") stimmen iiber-
ein unter Beachtung von (14) und (12) wegen
0H’_’ _ JH' n 0H' 04, - oH' . 04, = 0H'
ds 0s 0@, O0s ds ® 0s s’

wo s irgend eine der Groflen P,, P,, P,, ¢, ¢, bezeichnet.

1L

Bevor wir in diesen Uberlegungen fortfahren, fiihren wir als ein-
faches Beispiel den Fall des Wasserstoffatoms fiir Kreisbahnen des Elek-
trons um den Kern niher aus.

Die Hamiltonsche Funktion des ebenen Zweikiorperproblems ist
im Falle des Wasserstoffs bekanntlich

1 " ez ]
Ho== 2—m<p2 4+ pg) —_— V?Tyz — W — Energiekonstante. (18)
Darin bedeuten x und y die Koordinaten des Elektrons in bezug auf ein
Koordinatensystem mit dem Ursprung im Kern. Die Bewegungs-
gleichungen des Elektrons sind folgende:

c_om o on
ST dp] T om
. oH . 0H
?/:@7 Pg/:—’ag'
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Wir fiihren jetzt eine kanonische Transformation mit der Erzeugenden

V, = p. V@i — @ + 1y @,

durch, d. h. b v, ] 0 v,
109, T op.’
o7, a7,
P = »—4, Y ¢
2706, T dyp,

Die Transformationsgleichungen sind

pe =P, Vl-&j, 5= Q, ]/:2:

@
Py:P1+P2Q1 y:@r
2
Es geht also die durch (18) gegebene Hamiltonsche Funktion H
ither in die neue

" 1 2 : Q, egZ_
o= g (Pl+ P 422 p S =W, @>0), a9)

2
@y @y
und die Bewegungsgleichungen sind dann diese:
- o0H 1 Q . 0H' PP
( = < P 1> P — et et i 2 ’
= 0P, m o\ + 1, L 00, m Q,
- oH' 1 Q, . oOH' !
= = P P=— " = 20
Q2 01)2 m < + 1 QQ) 2 a QQ ( )
= ! <P P Ql (32 Z)'
e\ m

Bekanntlich wird das Problem auch durch Kreisbahnen des Elektrons
befriedigt, d. h. durch den Ansatz

@, — konst.
j P,+ P ) =0,
0= ( e
woraus folgt: Q
P, = — P . 21)
Q

Setzen wir den aus (21) sich ergebenden Wert von P, in die Hamilton-
sche Funktion H' [Gleichung (19)], so erhalten wir die neue Hamilton-

sche Funktion P
1 ' 4 .
"o P2<1 > 22 —w, 22
= 2m 1 Q3 @y )
aus welcher sich die Bewegungsgleichungen durch
. 0 H/r . a I[N .
g T e I)v,:_.,,v,,, 7/:1’2
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ergeben, weil
OH" oH' O0H'0P, OH' opr, 0H'
W:W+E ds ~ 0s + & 0s  0s’
wo s irgend eine der GroBen @, @,, P, bedeutet. Ausfiihrlicher ge-
schrieben lauten die Bewegungsgleichungen folgendermaBen:

b="2(1— %,R:ﬁ%

m b m Q,’ 23)
. 2 PEQS 62Z
=— 0 P o At b 7
% Y

Aus Gleichung (21) erhdlt man durch Differentiation nach der Zeit

die Beziehung
P @+ P @+ P¢ =0,

oder nach Einsetzen der Werte von Ql, Pw P2 aus den Gleichungen (20),
die Gleichung
g (1= Q_i“> pe
m @/ @
das ist aber der bekannte Satz, daB im Falle der Kreisbahn des Elek-
trons die potentielle Energie gleich dem negativen doppelten Werte der
kinetischen Energie ist [wie man leicht aus Gleichung (22) erkennt]. Es

o B (24)

© ist die Energiekonstante

A '
W= ——. 25
Aus Gleichung (24) folgt
L o 1. 2 2,4 772 402
@_ﬁw(—me Z + YmPetZ® 4 4 PfQ}), (26)

wo die Wurzel mit dem positiven Vorzeichen genommen ist, da @, not-
wendig positiv ist. Es ist klar, daB @, aus Gleichung (24) mit Hilfe
der letzten Beziehung (26) zu eliminieren ist; gleichzeitig ist ersichtlich,
daB man dadurch von der Hamiltonschen Funktion nicht zu einer
neuen Hamiltonschen Funktion

2 Z
aryg

gelangt, aus der man durch die iiblichen Differentiationen die Bewegungs-

B = — —mZ+VmPetZ L 4PEQ]) =W

gleichungen ableiten konnte, da
dH‘N! dH// 0H” d Q2 aHVV
ds  0s + 0Q, 0s ke g
gilt, wo s jede der Grofen P, ¢, ist.
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Obwohl wir jetzt die entsprechende Hamiltonsche Funktion der
Bewegungsgleichungen des betrachteten Elektrons, welche durch Ein-
setzen des Wertes von , aus Gleichung (26) in die Gleichungen (23)
entstehen, nicht kennen, ist es demnnoch moglich, in der Lisung fort-
zufahren, und zwar so, daB der Wert von ¢, aus Gleichung (26) in
Gleichung (25) eingesetzt wird, wodurch fiir die Energiekonstante folgender
Wert erhalten wird:

7 =
4 P} o

W= — me2/—}—yme4/?—{—4}’(3)

der jedoch nicht die Hamiltonsche Funktion des betrachteten Problems
darstellt.
Hieraus folgt

2
{41) @ (— W) + me /} = mPet Z2 L 4 P! Q7,
oder
4 W2
4P| S P et 2m(— W) — P =0,
und hieraus i
2m (— W)
Py = —w .
f=ap
‘Wir berechnen jetzt das Phasenintegral
ag, o
J_CjSP dQlﬁl/Qayz(—W)f;; ——ZT' (27)
T/z ‘

Da

nimmt (27) die Form
A e
J = Qn-%-‘/‘Zm(—W)
an, und fir die Gesamtenergie W erhiilt man
2n%met 22
T

also den bekannten Wert fiir die Energie des Wasserstoffatoms?).

W= —

1) M. Born, L c. S.159, Formel (3).
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IV.

Wir kehren nun wieder zum urspriinglichen Problem zuriick. Aus
Gleichung (14)

Q= @, <j) 2y y Qs Q4> (P, = k — konst)

B P P
entsteht durch Ableitung nach der Zeit die Beziehung
; 0 QQ Qz Qg Qg 0 Qz 3 d Q2

Da P, [nach Grlelchung (12)} und P5 — k Konstanten sind, verschwinden
das erste und vierte Glied auf der rechten Seite der letzten Gleichung,
und wir erhalten aus derselben durch Einfithrung der GroBen
Qg, P3, 154, Q3, Q4 aus den Bewegungsgleichungen (17a bis 17d") eine
Beziehung zwischen den Grofen P,, P,, P,, Py, @5, ¢,, die folgende
Form hat:

Py P
A (29)

Es ist ersichtlich, dafl man eine der beiden allgemeinen Koordinaten
(Winkel) @, und @, mit Hilfe dieser Beziehung aus dem Ausdruck fiir
die Energiekonstante W [siehe Formel (15), (16)] eliminieren kann; gleich-
zeitig jedoch, d@hnlich, wie im vorhergehenden Beispiel der Kreishahnen
des Elektrons im Wasserstoffatom (Abschnitt I1I), sieht man, daff die
GroBe H'', die erhalten wird, wenn man fiir ¢, bzw. ¢, den Wert aus
Gleichung (29) in die Gleichung (15) fiir die Hamiltonsche Funktion /7"

einsetzt:
metZ%?

H' == ———— =W 30
2 b} 0

[wo die Funktion

o 2 SV o B By R

’*—Z?“<—3—4—5 ) bzw. Z*:/*< () 31
2 Pg’ P27 Pg’ Q3 ZW 2 P P P J‘g ( )
durch Einsetzen des Wertes von @, bzw. @, aus Gleichungen (29) in die
Funktion Z§ entstanden ist] nicht die neue Hamiltonsche Funktion des

Problems ist, weil

JH™ | G P 0! aH”

do 05 T G, ds T B

bzw.
dH/H e ag!i OVHIV/ d Q3 + aH”
ds . 08 29, gy 7 igs !
wo s irgend eine der GroBen Py, P,, P,, @, bzw. P,, P, P,, (), bedeutet.
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Obwohl wir jetzt die entsprechende Hamiltonsche Funktion der
Bewegungsgleichungen des betrachteten Problems, welche durch Ein-
setzen des Wertes von @, bzw. @, aus Gleichung (29) in die - Glei-
chungen (17a bis 17¢’) entstehen, nicht kennen, ist es dennoch moglich, in
der Losung fortzufahren, und zwar so, da der Wert von Q, bzw. @, aus
der Gleichung (29) in Gleichung (30) eingesetzt wird, wodurch fiir die
Energiekonstante T folgender Wert erhalten wird:

me* Z3*
= — 2
o (32)
wo Z3 durch die Formeln (31) gegeben ist.
Man kann also, wenigstens im Prinzip,
v : P
5 =1(=2wr 2 2 @)
bzw. 2 P2 P2 (33)
P, <
£ — g(—2wps 23 =
_P2 g i 2 P27 P21 Q4/
ausrechnen. Setzt man
P i (@ 2, 3, 4, 5)
i — F 5 = 2, 9, 4, 9),
0
so labt sich Gleichung (32) separieren und man kann finden:
[ S as
J, :ﬂ)PsdQs R L f!;—b%dQ3
00, 4 Qy
bzw. 45 oS , (33a)
Jy=QPdQ, = D 3§, — ¢ J
4 § 4 Q4 d Q4 Q4 § d A d QU

wo fiir Py bzw. P, die Werte (33) einzusetzen sind und wo

S = 5,(Qy) + 55(Qy) + 8,(@,) + 5,(Qy);
dabei wird @, bzw. @, als zyklische Koordinate betrachtet, der kanonisch
ein konstanter Impuls P, bzw. Py zugeordnet ist. (Wiewohl Q, bzw. @,
als zyklische Koordinate angesehen wird, ist es mit Riicksicht darauf,
dalb gezeigt wurde, daB H'' nicht die Hamiltonsche Funktion des

o 4 wid s ; s o0H" gH
Problems darstellt, nicht richtig, die GréBen 00, und 70, gleich Null
zu setzen.) Aus den Gleichungen (33a) kann man4die Energigekonstante W
als Funktion von Jy Py, P,, P, bzw. Jy Py, P,, P, ausdriicken.

Damit ist gezeigt, da es fiir den ,singuliiren Fall (siehe Abschnitt 1)
prinzipiell moglich ist, die Gesamtenergie des neutralen Heliumatoms in

der Form £ 5y
metZ
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zu schreiben, wo
4 b AP P
ks (i B, E) baw. 7 Z’<—3.T47 F”)-
T Pyt BB, P, Py, P,

Nach den bisher benutzten Quantenregeln ist dann zu setzen

BTl e =294 5 =54
(2 2 T
Wir sind also von den urspriinglichen zu den sogenannten Wirkungs-

el Iy = 2Py Iy d, =2aP; J, = 2mP,

bzw. Jy,=2xaP, J,=2xP;, J, Jy=2nP
iibergegangen, mit deren Hilfe die Gesamtenergie des neutralen Helium-
atoms (fiir den ,singuldren¢ Fall) die Form annimmt:

2a’met 22

Pl LS ) (35)
i — 73
w0 Y
& STy T, J5> o (Jg i £> 36)
7 — Z(=2 L = bzw. Z Z'( ==, ; (
e <J2 gy Jy dy' Iy by
Fiir jede Wirkungsvariable ., — konst ist schlieflich der Wert nh
(k = 2, 3, 4, b) einzusetzen.

V.
Die der Wirkungsvariablen J; kanonisch konjugierte Winkelvariable
sei wy. In diesen Verinderlichen J;, und wy driickt sich die Gesamt-

a7 1Y.
energie in folgender Form aus?'):

5
W = chki.()k—‘L, (3()
k=2
wo L den zeitlichen Mittelwert der Lagrangeschen Funktion Z und
L=T—-7V

die Differenz zwischen der kinetischen Energie 7' und der potentiellt.anzv
bedeutet. Dabei ist W und L eine Funktion der J; allein; weiter gilt?)
ow

w, — BI = Vp, Jk — 0. g (37&)

1) V. Trkal, Proc. Cambr. Phil. Soc. 21, 81, 1923, Formel (3); J. H.

ran Vleck, Phys. Rév. 22, 547, 1923. . ‘
v ) L’I. Burgers, Hét atoommodel van Rutherford-Bohr, 1. c. § 10, S.43,
Gl (5); N. Bohr, Uber die Quantentheorie der Linienspektren, .40, Gl (5),

Braunschweig 1923.
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Nach einem bekannten Satze, der von Jacobi herrithrt, sind die
zeitlichen Mittelwerte der kinetischen Energie und der Hilfte der nega-
tiven potentiellen Energie im Coulombschen Kraftfeld einander gleich?):

T——}F
Da
TH+V =W,
wird
und daher
W17 —_T
sowie
L=T—-V=—37V=38T=—3W (38)
Setzen wir Z aus Gleichung (38) in Gleichung (37) ein, so wird 2)
b ow
Jp 5 —=—2W. (39)
Izg 9 J;

Man kann diese Gleichung als partielle Differentialgleichung erster
Ordnung fiir W betrachten, die durch das folgende System gewohnlicher

Differentialgleichungen
ddy ddy ddJ, dJg aw

I Jy  J, I, —2W
gelost wird; seine ,Hauptintegrale sind
J, J,
Is = const, —* = const, =% = const, WJ2 — const,
Jy Jy Jy
und das allgemeine Integral der Gleichung (37) ergibt sich zu
J, J,
WJg = F<—3‘7 ’_41 _5>7
’ Jy' dy
wo F' das Symbol einer willkiirlichen Funktion ist, oder
! Jy I,
= R _5>, 40
W=m¥5 77 &

hat also dieselbe (allgemeinere) Form wie die Gesamtenergie des neu-

tralen Heliumatoms fiir den ,singuliren¢ Fall nach Gleichung (35)
und (36). “

1) A. Sommerfeld, Atombau und Spektrallinien, 4. Aufl., 1924. Zusatz 5.
S.771, 772; M. Born, Vorlesungen iiber Atommechanik, S.165.
5
2) Siehe die Beziehung 2 7 — E Jy v bei J. M. Burgers, Lc. §16, S. 72,
k=2
Formel (I); M. Born, 1. c. S.94, Formel (18).
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Aus Gleichung (38) folgt
W == L1, (41)
was, in Gleichung (39) eingesetzt, mit Riicksicht auf (37a) gibt:

Da W eine Funktion der J;, (¢ — 2, 3, 4, 5) allein ist, hat man

-

5 dI/] 5
dl/I/Y: E Tﬁfkdefk .—:k%’llkde]k,

k=2

und mit Beachtung von Gleichung (41) ist
5

Durch Differentiation von Gleichung (42) bekommt man
L 5 5
2L = S rdvg+ S vpddy; (44)
k=2 =2

subtrahiert man (43) von (44), so findet man
5
([j: == E J]\-(l'l/k,
k=2
so daB, wenn 1. als Funktion der GroBen v, allein betrachtet wird, sich

ergibt:
Jp =y (45)

wo L (v) als Funktion der v, allein ausgedriickt ist; diese Gleichung bildet
ein gewisses Gegenstiick zur Gleichung (37a):

L @W
VET 0,
Mit Riicksicht auf (38) kann geschrieben werden
ow’ ;
— =3 46
Jk d’l/k ) ( )

wobei W' die Gesamtenergie als Funktion der v, allein ausgedriickt,
bedeutet.

VI.

Zusammenfassend 1aBt sich also folgendes sagen: Der ,singulire Fall
des Dreikorperproblems vom He-Typus, der dadurch gekennzeichnet ist,
das @, konstant ist, d. h. daB die Summe der Quadrate der Entfernungen
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der beiden Elektronen vom Kern zu jeder Zeit konstant ist, liefert fiir
die Gesamtenergie des neutralen Heliumatoms den Wert (35):

2a met /2

W= — B I
WO
5 sldy I, . s 4l T T
Z:’i,—4,—5> bzw. Z:Z’<,_3,_4,_5>’
A<J2 J2 J2 w] J2 JQ JZ '
Jp=mh (k=2 3,4, 5) J
ist.

Die Gestalt dieser Funktionen ist weiter unten beschrieben.

Wir wollen jetzt das Resultat betrachten, das erhalten wird, wenn
man auf demselben Wege, auf dem wir fiir das neutrale Heliumatom zu
Gleichung (35) gelangt sind, das Wasserstoffatom behandelt. Der Aus-
druck fiir die Gesamtenergie ist dann wieder (35), wo aber Z durch die

Kernladungszahl Z — 1 ersetzt ist; dem ,singuliren¢ Fall entsprechen
beim Wasserstoff die Kreisbahnen des Elektrons. In diesem Ausdruck
hat man J, — n,h zu setzen und kommt dadurch (fir den Fall von

Kreisbahnen) auf einen Wert der Gesamtenergie, der mit jenem fiir
Ellipsenbahnen iibereinstimmt.

Es scheint nicht ausgeschlossen zu sein, daB der Ausdruck (3d) fiir
die Gesamtenergie des Heliumatoms einen mit den experimentellen
Resultaten iibereinstimmenden Wert liefern konnte ; um dies feststellen
zu konnen, wire es notwendig, zuniichst tatsichlich die Differentiation
der Funktion Z* [Gleichung (2)] nach @, auszufithren, das Resultat
gleich Null zu setzen und nach @, aufzulisen, wie es die Gleichung (14)
andeutet. Der erhaltene Wert von @, wire dann in Gleichung (2) ein-
zusetzen, wodurch man Z} erhalten wiirde. Hierauf wiren die in Ab-
schnitt IV angegebenen Rechnungen mit diesem Z¥ wirklich vor-
zunehmen. Beim Versuch, dies wirklich durchzufithren, st5Bt man aber
bald auf betrichtliche Rechenschwierigkeiten, so daB man wahrscheinlich
zu einer geeigneten Approximation wird greifen miissen.

SchlieBlich soll bemerkt werden, daf die drei kanonischen Trans-
formationen des Abschnittes I nicht die einzigen sind, welche die urspriing-
liche Hamiltonsche Funktion auf die Gestalt

1 P e /P, P, I
- (pr422 H—F<—3,—4 0., 0. 0)'
H=gq (P43 ATl B )
bringen; viele andere erhdlt man durch Permutation der generalisierten

Koordinaten z, #, 2,  (und der ihnen konjugierten Impulse p,, Py D2y Pu)-
Prag, Institut f. theoretische Physik d. tschechischen Karls-Fniversitiit.
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