ROZPRAVY II. TRIDY CESKE AKADEMIE.
ROCNIK XXXV. CisLo s3.

Prispévek k dynamice neutrdlniho atomu
heliového.

Podava

V. Trkal.

Ptedlozeno dne 8. ledna 1926.

Dosavadni pokusy podati uspokojivé feSeni problému, jejz poskytuje
Rutherfordav model atomu neutralniho helial), a to uzitim klasické
mechaniky a principii kvantové teorie, jak je formuloval Bohr, Sommer-
feld a ostatni, ztroskotaly uplné. Je to problém tii téles plisobicich na
sebe silami danymi elektrostatickym zikonem Coulombovym a
v tom tkvi jedna z hlavnich obtiZi této otdzky. Nejdulezit&ji prace sem
spadajici jest spolenym dilem Bornovyma Heisenbergovym.

Born a Heisenberg? vydetfili dukladné t. zv. excitovany
neutralni atom helia na zékladé ptedstavy, Ze k ionisovanému atomu helia
(sestavajicimu z jadra o nédboji + 2 e, kolem néhoZz obiha jediny elektron,
t. zv. vmitini elektron, o naboji —e bud v Keplerové elipse nebo

) Rutherfordav model atomu neutradlniho helia sestdvd, jak zndmo,
z kladn& nabitého jadra o ndboji + 2 e, kolem n&hoz obihaji dva elektrony, z nichz

kazdy ma naboj — ¢ = — 4-774 x 10— absol. jedn. elst. (i =531 x 107
m .

absol. jedn. elst.
gram
hmoty jadra.
2) M. Born u. W. Heisenberg, Ztschr. f. Phys. 16, 229, (1923). —
Viz téZ M. Bor n (F. Hund): Vorlesungen iiber Atommechanik. Berlin (J. Springer)
1925; p. 327 a zvl. p. 334, — Pied tim zabjvai se timto problémem téz J. H. van
Vleck v praci, The normal Helium Atom and its relation to the Quantum Theory”’,
Phil. Mag. (6), 44, 842—869, 1922, oviem jinym zptsobem, aviak dospél taktéz k vy-
sledku, ze pomoci klasické mechaniky a dosavadnich kvantovych podminek nelze
problém heliového atomu uspokojivé rozfesiti.
Rozpravy: Rot XXXV. Tf. II. Cis. 3. 1
’ I11.
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v draze kruhové) piidruzi se druhy elektron (o naboji — e€), t. zv. vnéfsi
elektron, a to tak, Ze jeho vzddlenost od jddra jest stdle vét$i ne’ vaddlenost
vwitiniho elektvonu od jddva. Tento predpoklad o vzdalenostech jest pro
jéjich dalsi tivahy podstatny, nebot jenom na zédklad& n&ho bylo jim lze,
taktka na samém zadatku jejich pojednéni, rozvinouti tu &4st potencidlni
energie atomu, kterd pochédzi od vzajemného plsobeni obou elektronti na
sebe, v kulové funkce, v kterémzto rozvoji se pak omezili na prvé tti
¢leny. Dalsi postup jejich prace zalezi v aplikaci metody perturbaci, z ne-
beské mechaniky pievzaté a pro tcele mechaniky atomu pfizpisobené,
kombinované s principiemi teorie kvant. Vysledek jejich prace jest negativni,
totiZ teoreticky jimi mnalezené hodnoty pro energii atomu v riznych ex-
citovanych stavech jeho nesouhlas1 s experimentalnimi. Praci svoji kondi
timto zavérem:

Dasledné wziti principii kvantové teorie, totiz vypocet hodnot energie
atomu dle zédkont klasické mechaniky a vybér z téchto hodnot pro energii
atomu ve staciondrnich stavech atomu docileny tim, Ze t. zv. G¢innostni
proménné ucinime rovny celistvym nasobktim Planck ov y konstanty 4,
vede k souhlasu se zkulenosti jenom v téch pvipadech, kdy se jednd o pohyb
jednoho jediného elektronu ; selhdvd 1% v pripadé, kdy chceme vySetvitt pohyb
obou elekivonu v atomu helia.

Tim se zddlo, Ze — aspon po negativni strance — jest tento problém
vyfizen.

Dosavadni zkudenost tedy ukazala, Ze jen atom vodiku a Stavkiw zjev
vodikového atomu daji se ovladnouti formalnimi prostiedky, jez skyta teorie
kvant v dosavadni své podobé. V dobé zcela neddvné pak ucinil Heise n-
ber g?) slibny pokus o vybudovani nové mechaniky, (jeZ by méla platiti
misto klasické mechaniky v¥ude tam, kde se vyskytuji kvanta), t. zv.
kvantové mechaniky, kterd jest zaloZena na vztazich mezi veli¢inami prin-
cipielné pozorovatelnymi (a nikoliv jako dosud na veli¢inach, které — jak
se zdd — principielné¢ se pozorovati nedaji, jako na pf. misto, ob&Zni
doba elektronu). Av8ak tato nova kvantova mechanika je teprve v prvych
pocatcich a skute¢né matematické provedeni jeji se podatilo dosud jen
v nejjednodussich piipadech. Jiz u takového celkem jednoduchého piipadu,
jako jest atom vodiku, jenZ se dal dosavadni teorif kvant ovladnouti bez-
vadné, vznikaji pro novou kvantovou mechaniku zvlastni komplikace,
které se nepodarllo dosud zdolatit).

) W. Heisenberg, Ztschr. f. Phys. 33, 879, (1925). Viz téz P. A. M.
Dirac: Proceedings of the Royal Society 109, 642 (1925) a zvlasté M. Bor n
a P. Jordamn: Ztschr. f. Phys. 34, 858 (1925).

%Y Pozndmka piti korektufe (v Cervenci 1926). — Mezi tiskem
této prace podafilo se zpracovati pomoci nové kvantové mechaniky atom vodiku.
Viz prace: P. A, M. Dirac, Proc. Roy. Soc., A 110, 561 —579, 1926, W. Pauli
jr., ZS. f. Phys. 36, 336—363, 1926. — P¥ehled literatury (Casopisecké) pojednavajici
o nové kvantové mechanice podal jsem v ,,Ca.sopisu pro pést. mat. a fys., §5, 207, 208,
423, 424 (1926). — Jinym zpusobem hled&l modifikovati dosavadni teorii kvant
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Ptes to, ze skoncily nezdarem vSechny dosvadni pokusy o rozfeseni
problému, ktery poskytuje dynamika neutrdlniho atomu heliového (po-
névadz vychazely z jistych — jak se zddlo — plausibilnich pfedstav a
predpoklada o drahach a pohybech obou elektrontl), anebo snad 1épe,
pravé proto, myslim, Ze neni zbyte¢né pokusiti se o cestu, kterd ne&inic
zadnych zvlastnich predpokladt na samém svém pocatku a zlstdvajic
na pudé klasické mechaniky i dosud uzivanych principii v teorii kvant,
miize aspoii ¢aste¢né vrhnouti svétlo do taji heliového atomu. Cesta ta,
o niz v nasledujicim se chci pokusiti, nardzi sice na svém konci na znatné
pocetni obtiZe ; jest v8ak vedena tak, aby se — pokud mozno — nezirdcela
analogie s veSemim pro atom vodiku, které se tak skvéle osvéddilo.

I.

Budtez 4, B, C tii hmotné body (opatfené elektrickymi naboji),
my, My, My jejich hmoty, e, &, ¢; jejich elektrické naboje, 7y, 75, 7,5 jejich
vzajemné vzdalenosti. Zvolme si pevny pravouhly systém soutadny O x y z,
v némzZ soufadnice téchto tii bodl jsou:

A=(q % %), B=(q ¢ QG):. C =19 s 99)-

Soustava téchto tfi bodl ma kinetickou energii
T'=3m ((1.12 + ¢° + ¢ + 3 My (@2 + g5 + 9.62) + 5 My (9.72 + g% + 9.92)-
Mezi body A, B phsobi sila Coulombova e e,r,?; podobné
mezi B, C sila ¢, e575,% mezi C, A sila ege 752 Pritazlivé sily mezi
témito body dle gravita¢niho zdkona Newtonova jsou vidi uve-
denym silam Coulombovym mizivé nepatrné, tak Ze je lze za-
nedbati. . TudiZ potencidlni energie soustavy uvaZovanych tii boda jest

1
L LT

V= = (@ — ¢+ (6 — ¢ + (g — ¢0)F] F

+2

o3 731 712

~ _1
T el [(97 — )+ (g — ¢)* + (g — ‘13)2] 24
1

+ e e [ =)+ (¢ — ¢5)* + (g5 — qs)z]_?‘

Pohybové rovnice soustavy bodu 4, B, C zné&ji

My G, = — —

kde % znaéi nejvétsi Cislo celé = § ( + 2). Je to systém 9 differencialnich
rovnic 2. fadu, tedy systém 18. 14
Polozime-li
e g, =Py, r=12...,9 .

E.Schrédinger, Ann. d. Phys. 79, 361 —376, 490 —527, 734— 1756, (1926). Avsak
jeho teorie dé4 se pfevésti na teorii Heisenbergovu, tak Ze jsou obé& vlastng identické. '
1%
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’9
H=2 1 4v,

r=1 2 My

tu obdrzi pohybové rovnice Hamiltonuv tvar
dq, 9°H d;b,__aH
it~ op,’ dt g’
Tento systém 18. fadu lze postupem docela tymz jako je vyloZen
na pt. v knize Whittakerov&p) prevésti na systém 8. fadu

H =‘21—“(P1,2 ?3

r=12...09).

(2’52’2 ‘ P4'2 ) +eeq A+

2m q q ( ’ ’ k2 —2b3’2 4,? . r s /)
2 _ii .
+oaln Y fos W eos @l g s s al)

2

2 ,2}
+ ( +m)2 QI

2m,; q, g5 ( , , . R2— % — 754'2 L, ,)
. 2"y B "
+ 2] eS{Q? + "y + My cos qs COS Gy i 9 P3' ]54’ S gy St qs 1+
Lo el
(m, + my)® f
. H ., o H
q’/ :‘—ap 7 'y = aq e al (1’ e ]_’ 2, 3’ 4_-),

pfi ¢emz vyznam obecnych soutadnic ¢y, ¢y, ¢5', ¢4’ 2 obecnych impulst
b, by Pss Pd, b5 =k =konst. jest jiny mneZ vyznam ¢, G, G5 - -
Go» D1 Do Do - o Do V pﬁvodnim systému 18. fadu, a kde také Hamil-
tonova funkce H ma nyni zcela jiny tvar neZ u pavodniho systému
18. ¥adu. Pri tom g a g’ jsou zkratky

My r_ g (my + M) )
¢ my iy My + My + g
Zvolime-li nyni bod 4 o hmot& m, za jadro majici niboj ¢, = + Z ¢
a body B, C o hmotéch #, = m, my = m za elektrony o nébojich ¢, = — ¢,
¢; = — ¢, 1ze vzhledem k tomu, Ze pak ) m, poloZiti m, = oo, tak ze
obdrzime ,
p=u =m
a funkce Hamiltonova se redukuje na tvar
1 1
e B ) ez(he L)
B== (pl T )+ (pQ T 0 s
— - =W. (1)
Vq 2+, +20) ¢ (008 gy cos g+ sm%)
Lo 275 P4

5) E. T. Whittaker: Analytical Dynamics, 2nd ed., Cambridge (Univer-
sity Press) 1917 § 155, 157, 158. — V citované knize Whittakerové jest tieba zméniti
k2 — 7‘)2 PA

znameni minus.u Cinitele ——5~ PP ve plus, str. 351, 7. a 8. f. shora.

III.

Pohybové rovnice nasi soustavy skladajici se z jadra a obou elek-
trontt jsou
-, oH ., oH
9 :W’ tr =— q,, s r=1,2,3, 4:)'
Vyznam soufadnic g¢,’, ¢,’ jest patrny: jsou to vzdalenosti elektront
B, C od jadra 4, tudiz (¢, > 0, ¢’ > 0) jsou to vidy kladné &isla; kon-
stanta % na ¢ase nezdvisla ma vyznam totalniho impulsu celého atomu
helia. Hamiltonova funkce tuto posléze uvedend rovnid se, jak
znamo, uhrnné energii atomu; tuto konstantu energie oznadime W. Pii
tom musi byti, jak rovnéZ zndmo, W < 0, nemé-li se atom rozletéti.
V konetném vysledku pak nutno poloziti Z =2, jezto atomové cislo
helia jest 2.

II.

Kanonickd transformace (t. j. takova, kterd nechdvid kanonické
rovnice Hamiltonovy invariantni), jejiz vytvotujici funkce jest:®)

Vi=10.qcos g5’ + Py ¢ sin g5’ + p. ¢’ cos ¢ + pu " sim g/, (2)
jest dana vztahy

oV oV
X ———“az, ﬁx :W atd.,
t. J.
% =g cosqs, y =g singy, 2 =gy cos gy, u =gy sing,

P =1, c0s g5’ + Py sin gy, P =gy (— pusin g’ + Py cos g5'),} (3)
Py =, cos q + pusin gy, P =g (— pusin g + P, cos gq,),

Odtud najdeme ihned

= V%2 2 by —h2 e
9/ X 492> 0, P2+ 9. P+ P b = — v Py,

D (4)
=z +ut >0, p'* +% =p2 + PP P = — D + Puz,

a tim se transformuje Hamiltonova funkce posléze uvedeni na tvar

——~__1_. — 2Z 1
Hy= (b3 + 00 + 42+ 55 —e (WZM +W2+Mz)+
82
+ =W )
2 | A2 2 2 2- kz—(x;by——ypx)z—(z;')u—%@V
_ LR 3 e

%) Viz na pf. M. Born (F. Hund): Vorlesungen tiber Atommechanik. Berlin
1925, p. 37, form. (12).
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Pohybové rovnice nadi soustavy tvorici atom helia jsou pak

ofy o AH

)’c:
sp, : 2 x

Nyni provedeme novou kanonickou transformaci, jejiz vytvorujic

funkce jest?)
Vo = (pysin gy + P2 €05 41) ¢ + V ps* + (Pycos gy — P 511 ¢4)* . §o + Pu - G5, (6)
a kterd jest dina relacemi

oV, v,
5 . atd., p; = 7

X =

] (1’ = 17 21 3) 4:)1
t. j.
Dy €OS q — D, SN g, .
X =q, C0S q, — 2 . Gy, SI7 g,
o & \/pz + (py €08 gy — Pa Sin gy)? % &
Py €0S gy — Py S0 g4

et bl VP2 (py cos g — px sin ¢)* R
— bs q
VP2 4 (pycos g — pasing)? v (7
% ={s,

pl =py sin Gy + P COS gy,
= VP2 + (py €05 gy — pxsin 4,)?,
?3 pw

Pa= (Py €08 gy — P, S11 qy) (91 — 4 v

Py SI0 Gy + Py COS Gy )
p* 4 Py cos gy — pasin gy)*
Délenim 5. a 6. rovnice uvedené v systému (7) obdrzime
P — Py svn gy + ps COS gy
2 VP + (py cos g — py sin gy)*

coz dosadime do posledni rovnice v systému (7), ¢imZ obdrzime

Pa = (y c0S go — pu 510 q) (%“%%)

a odtud
: D2 s
cos  SUN Gy = .
Py L—? f Gt — b
Z této rovnice a z 5. rovnice systému (7) plyne
Pa '
y = Py COS q; — < Do SIN G4,
? 21 9a 0 Ps — 0o P Pa Gas ~
: ba
=P, SN gy + ——"———— . Dy COS q,;
Py =H s 7 Ps — %2 b yo Ga

) Tato kanonick4 transformace se (v této formé) dosud v literatufe nevy-
skytla, pokud je mi zndmo. Lze ji v8ak odvoditi sloZenim transformaci (11) a (2)
v této praci.

I11

dale ;542
' P —752\/1 N (%Pr‘%ﬁ’ (8)
by = Pa

Tteti rovnici systému (8) obdrzime ze 6. rovnice systému (7), po-
uzijeme-li posledni rovnice uvedené pred systémem (8).

Pomoci posledni rovnice uvedené pied systémem (8) a 6. rovnice
systému (7) najdeme z prvnich dvou rovnic systému (7)

Pa
1P — G 1

2
— p C ;
b — b B U9

X =G, 008 4y — - Go SU Gy,

Y=g S gy +
dale

e Vl (¢4 pz - ‘.72 Ibl)
% = g
Tieti rovnici systému (9) najdeme kombinaci 3. rovnice systému (7)
se 3. rovnici systému (8) a s posledni rovnici uvedenou pted systémem (8).
Tato kanonickad transformace definovand vzorci (8) a (9) prevadi,

"~ jak lehce patrno, soulet p,2 + P2 + 5,2 + p,2 ve vyraz p% 4 p,® + ps®

a soulet #% - 9y% 4 22 + u? ve vyraz g¢,* + ¢,> + ¢g5% Dale

2 2 2 2 ?42 —_— —_— ]
MY =at T (qlpg—ml)Z’ ¥by =P =Pu

2 e g2 —
@ 92( 91752”“92?1 )+93’

Zpu—tp = (Gats — Gs 1) \/1 91752:b_q2p1)

TudiZz Hamiltonova funkce H,; se transformuje na tvar

: 1 2 -+
Hy= g e +or ot —ez{(e + ot o) T+
2 2 f - bs? __;—
+(Q3 T (1_— 91?2*492?1) )) }+
+ 32{912 + g + g + 2q2V1 ~ ik 75— LA (q, €os g, +
2 10)
e — by  sin %>+ (
+ s (91 U gy + 0 ps — ?3—92 b gz cos ‘]4) .
1
R* — P — (G2 s — 93 12)* (1 = “@1?2——%92?3?) :
P1 (g2 Ps — g3 1) VI - #@;w

IIT.



8
Pohybové rovnice jsou pak
. 8H, . oH, .
q; = 35, =5y (=123, 4).
Pii tom oviem ¢y, ¢o, Gs, G P1» Par D3 Pa zde se vyskytujici nemaji
co &initi s proménnymi ¢y, s, Gs, - - -, Go, D1, Do Ps - - -, Pg Vv odstavei L

této prace.

Konetné provedeme posledni kanonickou transformaci, jejiz vytvo-
fujici funkce jest®)

Vy = (o 511 Qg —+ Py c0s Q3) . Oy cos Oy +

+ V2 + (py cos Q5 — py sin Q)2 . Qy st Qy + P, Qs (11)
Transformacni vzorce samy jsou pak dany vztahy
n=Gt. Pimggt (=123,
t. j.
gy = Q, cos Q, cos Qg — Py €05 Oy — P15 0y Q, sin Qy sin Qs,

Vs + (py €05 Q5 — Py si% Qy)?

; Pa €08 Q3 — Py Sin Qg :
=¥ + T 1 ’
fa = CucosQasin s Vps® 4 (py 005 Q5 — Py st Qg)? Or i o€y

_ by -

R T T

9 = Qu

Py = (pp sin Qg + Py cos Q) cos Qy + ‘ (12)

+ Vipg? + (py c0s Q3 — 1 5 Qg)? . sin Qy,
Py = — (py 511 Q3 + p; cos Qs) Qy sin Qy +
) + Vst 4 (py cos Q5 — Py 511 Qg)* . Qy 05 Oy,
Py = (ps cos Q3 — py sim Qy) Qy cos Qp +
(pg €05 Q3 — Py sim Q) (g 517 Qg + Py COS Q)
Vbs® + (s c0s Q5 — py st Qy)?

. Qy sin Q,,

P4 = pq.

Zptsobem velmi podobnym jako bylo uZito pii systému transfor-
madcnich vzorct (7) obdrzime zde definitivni transformaéni formule ve
tvaru

) Viz na pf. E. T. Whittaker: Analytical Dynamics, 224 ed., Cam-
bridge 1917, § 160, p. 349, nebo téZ J. M. Bur ger s: Het atoomodel van Ruther-
ford-Bohr (proefschrift, Leiden), Haarlem 1918, § 17, p. 80.

I1I1.

P= (P1 c0s Qy — % Sin QQ) cos Q5 +
. 5 (P1 sin 0, +

P = (P cos Qy — -'g— sin Qz) sin Qs

£ c0s Q, ) st Qg,
O

(P sin Qy + ?j cos Qg) cos Q,

po = (PysinQ, + o eos 0.) V1 P _ (13)
Pa —P4: P,
=(Q, ( cos Q, cos Q5 — —F sin Q, sin Q3>
=0 ( cos Q, sin Qg + =2 sin Qy cos Q3)
g5 = V ’“ﬁ—zgstm
95 = Qa.

Tato kanonicka transformace definovana vzorci (13) prevadi soucet

2
P2+ P2 + py? ve vyraz P2 4 % a soutet ¢2 + ¢,2 + g5® ve tvar Q%

1

Dale G Py — Gar =Ps, Qs — G305 ”—Pz\/l
TudiZz Hamiltonova funkce H, se transformme ve tvar
2 (
P24 —— Z* = (14)
Fos) g
kde 7% = [{( cos Q2 cos Q3 — P sin Qz Si% Qa)

-

P A~z
+ P 5 (cos Q, sin Q5 + == sin Q, cos Q3)

1
P2y . . . -7
+{(1 —P—zz)sszz—l- (costsan3+ﬁ§ sin Qy cos Q3 (1 —pié)} 2]
2
-— [1 — 2 {-1i (cos Q, sin Q5 + P sin Qg CoS Qs) sin Qy +
P, \ P,
— ( cos Qy €0s Qg — % sin Qg St Q3) (cos Qy sim Qg +
2 —
2
+ % sin Qy cos Q3> cos Q4} 1— ?12
3
P2 P :
_3)(1 P )“’” Cs
P, P, Vl P2 si1 Qg

- i sin Qy Sth Q3) sin Qy + (cos Qs s1m Qg +

Py —pp(1-

stn Qy {(oos Qs cos Qg +

P =2 511 Q, cos Q3)
2 P = _1_
4 2
. P_3 (] Q4}] .

III1.
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Pohybové rovnice mna¥l soustavy, representujici atom helia, jsou
dany Hamiltonovymi kanonickymi rovnicemi

0i=Hs  po M,
K2 aP.;" % 3Q,"

(=1, 2, 3, 4).
Od Hamiltonovy funkce H,, dané vyrazem (5), byli bychorg
mohli piijiti ihned k funkci Hj, dané vzorci (14) a (15), kdybychom byli

slozili obé kanonické transformace (8), (9) a (13) v jedinou, jez by méla
tvar:

po = (Pycos 0, — % sin ) (cos Q4 cos 0y — - sim Qs sin 0u) +
g cos Q) (sin Qg s Qs + % cos 0y sin Q1)

, = (Pyeos 0. Q - sinQy ) (cos Oy sim Qu + 12 P sin Qy cos 0y ) +
- 7.53 (P, sin 0, + @ cos Q) (sim 0y sim Q4 — & 005 Qs cos 0.).
p. = [Py (cos Qusin 0y + 2 sin 0y cos 93) +

P .
— —Pi(Pl i1 Q,

Q sm Qs sin Qg — 5 €0s Q5 €S Qa)J\/

bu = [P1 sin Qy + Q cos Qz] \/1 P (16)
w = 0 {(cos 0y cos 0y — b sim @y sim Q) cos @y +

— > (sin 0y o5 Qu+ - cos Qs sin 1) s 0,
y =0, {(cos Qusin Qs -+ 5 sin Qs o5 Q) cos 05 +

_ % (s Qu sin Qs — % c0s Qy cos Q4) sin 92} ,
N 0usin 0, B sin gy os )1 — i
w=0.\1- L% sino,

III1.

Vynechdme-li nyni pro zjednoduleni index 3 u symbolu Hg pro
Hamiltonovu funkci (14), prevedli jsme puvodni problém na systém ka-
nonickych rovnic 8. fadu

oH . O H

Qf, aP,, > P; 3 Q;, ) (Z ]-; 2) 3; ): ( )
ITI.

11
kde
1 P 2 A
H=_-" —=W. 18
2 " r) T, el
Pii tom
P P P )
 — 7% (-3 4 5
Z Z(sz P2> P2:Qz:Q3)Q4’
(P; =k =konst. na ase nezavisla), (19)

jest homogenni funkce v impulsech P,, P;, P, P; =k stupné nultého
dané vzorcem (15).

Tim jsme prevedli uvafovany problém na tvar do jisté mivy analogicky
tvaru, se kterym se setkdvdme pit atomu vodiku, pro néjz plati tdiz Hamil-
tonova funkce jako (18) s tim toliko rozdilem, Ze Z* se redukuje na
&selnou konstantu Z (atomové &slo, které u vodiku se rovnd jednotce).

Vypisme obsirnéji kanonické rovnice (17); obdrZime systém
. aH P, 5 9H P2 e2Z* ,
v 2061) Ql W’ Pl__a_Ql_;%-Q—l_“‘—w_, (20“)
SH P, - A . oH A
(20 b -2 _ = P =-— = 20 0
) 0= P, mQ12 Qy 2Py : 6@y O 90, ( )
oH et 7% . OH e oZ*
200 Qo=rp =— g sp> Pam—ao =g sn (20¢
200 € =5p, =~ op, T T
aH e* 8 7% . OH e 0Z*
(204 — =5 P, =— = , 204’
R T R 3 PTTE0 "o eg 0 Y
a vypoltéme Casovou zménu funkce Z*, t. j.
az* VA VA o Z* VA A
| i =, Dt 3+“P 4+aPP 30, &t
- BZ A

Pouzijeme-li rovnic (20 a—d, 20 a’—d') a té okolnosti, Ze Py = konst.
na ¢ase nezavisla, obdrzime jednoduchy vztah

dzx _ P, 8z* _ PP (22)

at m Q2 20, me2Q,
Z rovnice (18) obdrzime

dH P 91
L. (PP+ )+ do
e2 dZ*
N Fa azT"O (23)

nebot W jest konstanta thrnné energie, na ¢ase nezavisla. Vzhledem ke (22)
zredukuje se posledni rovnice na tvar

1 . P2 e2 L*
i Cr R I

ITI.
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vyjadiime-li P, z rovnice (20a) vztahem P, =m 0, a dosadime do (24),
najdeme

, P2 32 T ) .
— = 2
(Pl m ng Q 2 Ql 0 ( 5)
Tedy jest bud '
P2 62 Z*

TomQp@ Qs
coZ jest rovnice (20 a’) naseho kanonického systému, anebo
¢, =0, | (27)
coZ znamena
Q, = konst. na Case nezdvislé ' (28)

a predstavuje ,singuldrni fefeni daného kanonického systému. Timto
fefenim se nyni budeme zabyvati.

Ale i nyni, kdyZ polozime @, = konst., musi byti splnény kanonické
rovnice (20 a—d, a'—d’). Rovnice (20a) dava za supposice (28) vztah

‘ P
Ql = ——74’1% = 0) (29)
t. j.
P1 = 0) (30)
potom z rovnice (20 a’) najdeme
: P2 A
b =2 =0, (31)
PomQp Q0
t. j. ptihlédneme-li je$té k rov. (28), obdrZime
2
0, = m—fzg—z? = konst. na Case nezavislé. (32)

Dosadime-li (27), (29), (30), (31), (32) do kanonickych rovnic (20 a—d’),
budeme miti tento systém pohybovych rovnic:

(33a) O, =0, P, =0, (33a')

) ~ me4Z* * ,oZ* . mertZ¥* 0% ,

(33 b) = (P 9P sz—Pzz——T@—, (33 0")

. me4Z* o L* . metZ* °Z* ,

B30 Co=—"ps 5p Ps=—pz730," @ ¢)
: me* Z* az* . mer Z* 0.7%*

= _ a

(33d) Q, yoray o P, PE 30, (33 a')

Obdrzime tudiz vysledek pravé takovy, jako kdybychom do Hamil-
tonovy funkce (18) dosadili (30) a (32) a z takto vzniklé nové Ha-
miltonovy funkce

m et Z*2

-4 = Pz = W =konst. na Case nezdvislé, (35)

I1I.
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odvodili pohybové rovnice pro na$ ,singularni*‘ ptipad derivovanim (jako
kanonicky systém 6. fadu)

aH! . aH/
Qi:S—P," P,‘Z—' aQi 5

Tyto rovnice souhlasi s rovnicemi (33 b—d, b'—d’), jak patrno téz
z toho, Ze

G =2, 3, 4). (36)

dH' oH | 8H 9Q, 9H . 30, oH
s~ as T a0, &s ~as Das Tase B

kde s jest kterdkoliv z veli¢in P,, P, Py, Q,, Q, Q4
Dosazenim za (), z rovnice (32) do (22) najdeme v naSem piipadé
az* VAR
it TP, p,, (38)
odkud? plyne
Z* .
7, = const. na &ase nezavislé. (39)
Z této rovnice a z rovnice (32) pro Q, pak plyne, ze jak P, tak Z*
jsou komstanty na case nezdvislé, jak ostatné je ihned vidne porovnanim
vztahtt (32) a (35).
PonévadZ je tedy P, = konst., musi byti @, soufadnici cyklickou,
t. j. nesmi se v Hamiltonov & funkci, ktera slouzi k tvofeni kano-
nickych rovnic pohybovych, vyskytovati explicitné, ¢ehoz docilime *im,
Ze vztah

P, = konst. (40)
derivujeme dle Casu:
. mer Z* o 7%
P =55 A == 0,
? P, 80y
t. j. poloZime
EVA
20, | e
odtud vypoéteme @, jako funkci ostatnich proménnych )
. P, P, k )
Qy = Qs (72» P, By’ Qs Qu) (42)

natez dosadime za (Q, do funkce H' [viz (35)]. Tim obdrzime novou
Hamiltonovu funkci
o wm 64 Zl*2 B -
H' = — Tepr W = konst., (43)
kde

P, P, k )
P) P2’ _P—:; Q3;Q4:

II1.

= Zl*
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odtud pak plynou pohybové rovnice jakoZzto kanonicky systém

P‘-":“%%;:O: (44 @)
(44 b) 0, :ZI;;’ :__%4_22_* aa?a*
Po=- a’cfé; - mZZZl* aaZQl: ’ (44 )
(44 c) 0, :{%_ _ m_;: éz_li aa%j
Po=- aag: - ?2221* aazéj : (44 )
Pfi tom Z,* jest konstanta na case nezdvisl, tedy
=0

Tyto rovnice (44 a—c, a’—¢') jsou v souhlasu s rovnicemi (33 a—d,
a’'—d') za podminky (40), nebot
oH" oH | 3H 8Q, OH . 80, ‘3H

f— = . —_— - = ‘ 5
5s is Tag, as T as s Tas e W)

kde s jest kterakoliv z veli¢in P,, Py, Py, (5, Q4

Iv.

Diive, nez postoupime déle, provedeme si jednoduchy piiklad,
vztahujici se k atomu vodiku pro piipad kruhové drahy elektronu obi-
hajiciho kolem vodikového jadra.

Hamiltonova funkce rovinného problému dvou téles v pii-
padé atomu vodiku zni, jak zndmo,

H = b (P2 + %) — L = W = konst. thrnné energie. (46)
om v TP Vi Ly &

Pii tom #x, y jsou soufadnice okamzité polohy vyse zminéného elek-
tronu. Pohybové rovnice tohoto elektronu jsou pak

sooH. g RH
3p,’ ox ’
o H . o H
'V*——a“g, ,75_ —*95/—

15

Nyni provedeme kanonickou transformaci, jejiz vytvorujici funkce

jest -
, Vy =10, \/022 — Q% + Py 015 (47)
tudiz
oV, O
% = apx = V02 — 02, Pr=5pr =~ bryga = Qz+zﬁy,
3V 3V4 QZ
ESS = N P == = Ry ————
y F) py Ql H 2 2 Q2 ?‘6 \/Q22 — le

Odtud plynou transformacni vzorce

—P \/1_62; x—szl_ng
Py =P + Py 5 Ql' y =@
Qs
Tedy Hamiltonova funkce H dand rovnici (46), prejde po
této transformaci ve tvar

, 1 01 o etz
H _#_27”.“(P12—|—P22—|—2P P, Qz) 0, =W, (Q.>0) (49

a pohybové rovnice pak zné€ji

. o H 1 \
(504) G =5p = (P +P )
: sH' PP,
Pp=——5-= 50 @’
! 8@1 sz ( a>
. o H' 1
o) 0= 5 =5 (PP g); |
. 9H 1 [(P,P,0Q ’

Jak znamo, lze vyhovéti danému problému také predpokladem, Ze
elektron obfhajici kolem jadra opisuje kruznici, t. j. tim, zZe poloZime

0, = konst. ’ (51)
Pak .
QZ = 0’

tedy . 0

—_ el

T om (P2 0 Qz)’
odkudz

O
Py=—P,- B
N 1 Q2 (‘)2)

Dosadime-li za P, hodnotu z rovnice (52) plynouci do Hamil
tonovy funkce H’' [viz (49)], obdrZime novou Hamiltonovu
funkci

O

III.
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z ni% plynou pohybové rovnice obvyklymi procesy deriva¢nimi ve tvaru

aH/I . aH/I

Qi:Q—P;—’ Py =— 30; =1, 2),
~ nebot
3H" 8H'  eH &P, 23H oP, oH
2s ds oP, ds ds +Qz ds ds ’ (54)

kde s jest kterakoliv z velidin Q;, Q,, P;. Obdirn&ji vypsiny pohybové
rovnice znéji

'___Pl( le . ’ __P12 Ql 55 a'
(550) 0, =-1 1—022), B =T (554')
: . Prop ez ,
—0- S — . 550
(55 b) Q2 0 ’ PZ m ng sz ( )
Av¥ak z rovnice (52) derivovanim dle ¢asu plyne vztah
PyQy+P 0 + P20 =0, (56)
&li po dosazeni za Q,, P,, P, z pohybovych rovnic (55 a—0')
P? ( 0, ) ez
1 -2 ) — =0, (57)
" Q5 Qs

co? véak neni nic jiného neZ znamé véta, Ze v piipadé kruhové dréhy
elektronu jest kinetickd energie jeho rovna zaporné poloviné jeho poten-
cialni energie [stadi si pov¥imnouti funkce H' dané rovnici (53)]. A tak
jest vidéti, Ze konstanta tthrnné energie W jest

etz

W o= — 50, (58)
2
Z rovnice (b7) plyne
1 1 5 -
o —apagr (mMeZ AV 2 1P 0, (59)

kdeZ za odmocninu nutno brati jeji absolutni hodnotu, nebot Q, > 0. Jest

patrno, %e z rovnice (53) jest nutno @, pomoci posledniho vztahu (59)

odstraniti, aviak soutasné jest jasno, Zze dosazenim za Q, z rovnice (59)

do rovnice (53) meobdrfime z dosavadni Hamiltonovy funkce H”

snad novou Hamiltonovu funkci
etz

o 2 2 g4 72 4 P4 2 :W’ 60
H TPE0E —me2Z +Vm?et Z2 + 4 P Q,?) (60)

z niz bychom mohli obvyklymi deriva¢nimi procesy odvoditi pohybové
rovnice, nebot
a HIII - aHIl aHII an e aHII

= == (61)
ds ds 9Q, 9s 9s

kde s jest kterékoliv z veli¢in P;, Q.

II1.
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Avsak pies to, Ze nezndme nyni Hamiltonovu funkci pii-
sluSnou k pohybovym rovnicim uvaZovaného elektronu, které vzniknou
z rovnic (55 a—?’), kdyZz do nich dosadime za Q, hodnotu danou rovnici (59),
muzeme piece v feSeni pokracovati déle, a to tak, Ze do (58) dosadime
za (@, hodnotu plynouci z (59), ¢imZ obdrzime konstantu thrnné energie

ve tvaru
62 Z ,,,,,, _—

W=—- PgQg me2Z—|—\/mze4Zz—|—4P 03, (62)
kterd ovSem nyni nepfedstavuje Hamiltonovu funkci uvazovaného
problému.

Odtud plyne
4 P 2 2 2 "
{*"_—3; ZQl (— W) 4 m e Z} =m2et Z2 + 4P Q2
¢ili
4 P2 4 w2 2 ().2 2 ‘
20,2 | 422P 0, —1—2m( W)——P1 =0
| a odtud -
4 W2
1= ez Ql
Nyni vypoéteme fazovy integral
J = (Pldgl =VZm (— W) {7—“—%—9_;?—%. (64)
O b \/1 - P 22 Ql2
| Snadno nahlédneme, Ze
! d
1 = —2afal;

V- ()

tudiZz (64) piejde ve tvar

J=2m=. 21Wl N2m (— W), (65)
odkudZ plyne thrnni energie
2 2 m et Z2
W=— B R (66)

coZ jest zndmd sprivna hodnota pro energii vodikového atomu?).

V.
Nyni se miiZeme vratiti k pavodnimu problému. Z rovnice (42)

a=0(3 2 2 0 Q).

(42)
Py = k —konst na Case nezavislé,

9) Viz na pt. M. Born, 1. c,, p. 159, form. (3).
Rozpravy: Roé XXXV. Ti. II. Cis. 3. 2
ITI.
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plyne derivovanim dle ¢asu vztah

200 ;2 p 0 p L 20, 205, 20, ]
Qz aPP OPP+ P4+ P+3Q Q3 QQ4 (7)

Ponévadz P, [viz rovnici (40)] a P; =k jsou konstanty na case
nezavislé, zmizi prvni a ¢tvrty clen na pravé stran€ posledni rovnice (67);
dosadime-li je¥té za Q,, P; P, Q5 O, piislu$né vyrazy z pohybovych
rovnic (44 a—c'), obdrZime z rovnice (67) relaci mezi P,, Py, Py, P;, Qg, Oy,
t. j.

Py D )— 68
ID(_E; ?2y 'P;) Q3) Qé] —0' ( )

Jest patrno, Ze jednu z obou obecnych soufadnic (dhla) @, @, lze

pomoci tohoto vztahu eliminovati z vyrazu pro konstantu thrnné energie W

danou vzorcem (43); av¥ak soutasné — zcela podobné jako v predeslém
piikladé (v odstavci IV.) Lruhovych drah elektronu obihajictho kolem
vodikového jadra — jest jasno, Ze dosazenim za @, resp. Qg z rovnice (68)
do rovnice (43) neobdrZime z dosavadni Hamiltonovy funkce H”
[viz rovnici (43)] novou Hamiltonovu funkci

2
e ;,,v,i*:
H'" = 5P w, (69)
kde funkce
ZZ* e ZZ* <P3 s &) & s Q3) s TLSP
P, P, P, (70)
P, P, P :
¥ —g k(3 4 5
22 ZII <P2 y P2 ’ P2 ’ Q4) 3
vznikla dosazenim za @, resp. Qy z rovnice (68) do funkce
, P, P, P
J¥ — x| -3 4 75
Zl Zl (P2 ) Pz ’ Pg ) QS) QAI):
nebot ‘
a H/II o aH// ‘ H/I 994 “_)i_— aH// )
s  ds "Q s . s TESP: (;71)
aH{Il - aH’I 'm]m aHII aQS e aH// /
as  as | 30, 9s | as ’

kde s jest kterdkoliv z veli¢in P,, P,, P,, Q,, tesp. Py, P;, P,, Q,.
AvSak pies to, Ze neznidme nyni Hamiltonovu funkei pii-
slusnou k pohybovym rovnicim uvazovaného problému, které vzniknou

z rovnic (44 a—c"), kdyZ do nich dosadime za Q, resp. Q3 z rovnice (68),

muZeme prece v feSeni pokracovati dale a to tak, Ze do vyrazu pro kor-
stantu Uthrnné energié (43)
m et Z,*?

— . 43"
‘W_—‘—---- ->—P--_ , (437)

IIT.
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dosadime za @, resp. Q5 z rovnice (68), ¢imZ obdrZime

m et Z,*?
W= — 5 P; , (72)
kde Z,* jest dano vzorci (70).
Tudiz lze nyni aspoll principielné, vypocitati
5 = ]‘( 2 W P2, %, %, Qs) resp.
p p (73)
s B )
Polozime-li
2S .
Pi = W’ (1‘ :,2, 3: 4:’ 5)’ (74)
lze rovnici (72) separovati a nalézti
’ dS,
gy = pyag, = § 7540 = UQ 40, resp.
© (75)

7, -SP d@;—SW 20, = dQ4dQ4’

kde za P resp. P, ]est dosaditi vyrazy (73) a kde
S =5, (Q2) + S5 (Qs) + Sy (Q) + S5 (05) (76)

pri tom ovSem se povazuje Q, resp. Q3 za soufadnici cyklickou, k niZ pti-
slusi kanonicky sdruZeny komstantni impuls P, resp. P;. (AvSak tfeba Ze
se tu povazuje Q, resp. Qs za soufadnici cyklickou, neni mozZno vzhledem
k tomu, co bylo fefeno o neexistenci Hamiltonovy funkce H'
[viz rovnici (69)], poloziti
a HII 0 es a HII
——— =0 resp. ——
204 P g,

Z rovnic (75) lze pak mnajiti W jako funkci J; resp. J,; pfi tom
ovéem W zavisi jeSté na P,, Py, P resp. P,, P, Py,

Tim tedy jest ukazano, Ze principielné jest mozno vyjadtiti dhrnnou
energii neutralniho heliového atomu ve tvaru

—0.)

W= e (7
kde

2(%, BB Sz (B B B
-—Z(E, B, P, resp. P, ) (78)
Dle kvantovych pravidel dosud uZivanych ]est‘pak tfeba poloziti?) .

piz”;i::, Jy=m'h, (=23 4 5 k—3 4. (79)

ok
I1I1.
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Presli jsme tudiZ od plvodnich proménnych k t. zv. u¢innostnim
proménnym

Jy =2nP, J, Jy=2nP, J,=2=nP,
resp. ‘ (80)

Jy =2aP, Jy=2xnP,; J, J;=2=nP,
pomoci nichz se da VYjédfiti thrnna energie heliového atomu ve tvaru
o amale -
w2 (81)
kde : ‘
V _o(Js J5) > _ o Js Jy J5 )
—Z ( J2 ) _‘2— > —e]; reSp. Z -—-Z (T > 72—‘, 72“) o (82)

Za kazdou tuc¢innostni proménnou J; = konst. slui poloziti nakonec
mh, (R =2,3, 4, 5).19)
VI.

Prislu$né t. zv. dhlové proménné kanonicky sdruZené k ucinnostnim
proménnym J;, ozna¢me w;. Daji-li se takovéto proménné J;, w, nalézti,
dd’ se thrnnd energie, jak znamo, vyjadfiti ve tvaru®)

5 ] _ L

kde L zna&i asovy stted Lagrangeovy funkce
L =T-7Y, v : (84)

t.'j, rozdilu mezi energil kinetickou 7 a potencialni V. P¥ tom W iL
jsou vyjadteny jakozto funkce pouze argumentu Iy (a nikoli téz promen—‘

nych wy), dale'?)
oW

—a’jk—'z Vi, Jk = 0. (85)

Wy =
Dle znamé véty?®) jest — plati-li pro silové pole zdkon Coulom
1) Zde zna¢i » Planckovo ufinnostni kvantum (& = 6-55. 10~27,
erg X sec), #;, n'p, #y, celd &sla (t. zv. kvantova &isla).
)'Viz na pt. E. T. Whittaker, Analytical Dynamics, § 41, § 109. —
A. Sommerfeld, Atombau u. Spektrallinien, 4. Aufl. (1924), Zusatz 4, p 766,-
form. (13a).— Viztéz V. Tr k al, Casopis pro pést. mat. afys. 51, p. 104, form. (17),
{1922). — Proceedings of the Ca.mbndge Philosophical Society, 21, (1923) p. 81,
form. (3).
) Viz na pi. J. M. Burgers, Het atoommodel van Rutherford-Bohr.
(Proefschrift Leiden), 1. c., § 10, p. 43, rov. (5). — N. Bohr, On the Quantum

Theory of Line-Spectra. Part I. (D. Kgl. Danske Vidensk. Selsk. Skrifter, Natur-’

vidensk. og Mathem. Afd., 8. Raekke, IV. 1), Kobenhavn 1918. Separate Copy, p. 29,
rov. (5*). — N, Bohr: (P Her tz). Uber die Quantentheorie der Linienspektren.
Braunschwelg 1923, p. 40, rov. (5%).

13) Viz na pf. A. S ommerfeld, Atombau u. Spektrallinien, 4. Aufl. (1924),
7usatz 5, p 771, 772. — M. Born, Vorlesungen iiber Atommechanik, p. 165.

ITL
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bav — Casovy stfed energie kinetické roven zaporné poloviné energie
potencialni, t. j. B B
T=—-31V. - (86)
Ponévadz jest
T+V =W, (87)
bude o
, TAV =W=W (88)
a tudiz o - _
W=4iV=—-T B ~ (89
a B B B ) ;
L=T—-V=—3V=3T=—3W. (90)
Dosadime-li do (83) za L z rovnice (90), obdrzime!4)
5 : ) e b
Z 3Jk,__2W' (91)

To lze pokladati za parcidlni diferencidlni rovnici (1. fadu) pro W,
ktera se feSi pomoci tohoto systému obycejnych rovnic diferencidlnich:
aJ, ddy ddJ, - dJ aw

7 A S A — (92)

jehoz t. zv. prvni integrily jsou

J3 B J4 B J5 B [N P 2 W‘ : : H
_J2 = const., Tg = const., —~J2 =const., W J,2 =const., (93)
tak Ze obecny integrdl rovnice (91) zni
I, J, J IR
2 o —————~3 —-——4 —‘—5_.
| Wi =1 (5t 5t (94)
¢ili
_ Iy Js) « ~
W J 2 F ( J > J ) J 1 ) ) (95)

coz jest tvar zcela takovy jako jsme nalezh v rovnici (81) a (82)‘.

Z rovnice (90) plyne

]
T
coz dosazeno do (91) dava vzhledem k (85)

ot

1) Povsimneme-li si rovnice (89), piejde (91) ve tvar

IW 5
2]’”5,/}6 z_erkvk—QT

-

5
2
k

jenz plati obecné&ji. Viz J. M. Burgers, L. c. §16, p 72, form. (I) — MuBbrn,r
1. c., p. 94, form.' (18). .

IIT.
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Av8ak W jakoito funkce pouze J;, (b =2, 3, 4, 5), dava

5 W 5
aw :k; L :k‘;? vy dJ, (98)
a tak vzhledem k (96) mame
5 v
k=2

Diferencovanim rovnice (97) obdrzime

5 5
$3dL =Y Judvi + Y, wd ] (100)
k=2 k=2
odecteme-li (99) od (100), najdeme
a I . Jpd Vi, (101)
takze, pokladame-li L za funkci pouze veli¢in »;, obdrzime 1°)
oL
= 102
Jk a v ) ( O )

pii demZ oviem L must byti vyjadieno jakoito funkce pouze velidin v,
(a nikoli argumentti J;) ; tato formule jest jakymsi prot&jgkem formule (85)

oW
=Y (#5)
Vzhledem k (90) lze téz psati
‘ 3 W/
— 1
I 35 (103)

pii Cem# akcent u W ma upozorfiovati na to, Ze thrnna energie W musi
byti ve formuli (103) vyjadfena jakozto funkce pouze veli¢in v; (a nikoli Jg).

VII.
Tedy vysledek jest tento:
»oingularni® piipad problému tif téles typu H e charakterisovany
tim, Ze Q, = konst., t. j. Ze soudet &tverctt vzdalenosti obou elektront
od jadra jest v kazdém okamziku konstantou na ¢ase nezavislou, dava

pro thrnnou energii atomu heliového hodnotu
2 2 eh 22
w222, (81)

— J2,2 .

B) Pozndmka pti korektute (v ervenci 1926). Vztan (102) od-
vozeny zde pro pfipad Coulomb o v a silového pole plati obecng, jak jsem ukdzal
ve stati: Analogon funkce Lagrangeovy Hamiltonovu pro funkci, zavisejici jeding
na ,,a¢innostnich konstantich*¢ (Casopis pro pést. mat. a fys., §5, 343—351, 1926).
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kde

P PO J3 J4 J- A [ [ J3 J4 J—
= —_ — 2 . Z fe] Y —_— 2
Z Z(Jz, 7, Jg)resp Z<J2, 7, Jz)’

| (82)
Jy =myh, (B =23, 4, Db).

Porovname-li (81) s obdobnym vysledkem pro vodik, kteryzto se
lisi od (81) pouze tim, Ze misto Z nastoupi ¢iselnd konstanta Z =1 a
polozime-li J, =, h, obdrzime pro thrnnou energii vodikového atomu
tutéz kvantovou hodnotu v ,,singularnim‘‘ ptipadé (ktery odpovida kru-
hové draze elektronu) jako v obecném piipadé, kdy elektron vodikového
atomu obihd kolem jadra v elipse.

Neni tudiz vyloudeno, Ze vyraz (81) pro thrnnou energii heliového
atomu mohl by dati uspokojivou hodnotu, s experimentalnimi vysledky
shodnou ; k tomu by oviem bylo nutno nejprve skutedné provésts derivaci
funkce Z* [viz vztah (15)] dle proménné Q, a vysledek poloZiti roven
nule; z takto obdrZené rovnice pak vypocitati Q, jako funkci ostatnich
proménnych, jak je to naznaleno v rovmici (42), potom dosaditi do Z*
v rovnici (15) za ,, ¢imZ bychom obdrzeli Z,*, a pak skutecné provésti
vSechny ty operace, které byly vyli¢eny v odst. V. Pii tom v8ak jiz velmi
brzo narazime, jak ihned patrno, na znafné obtiZe pofetni, tak Ze neni
vyloueno, Ze bude nutno sdhnouti asi k né&jaké vhodné aproximaci.

. Definitivné rozhodnouti o tom, zda tento ,singularni piipad dava vy-

sledky shodné se skutefnosti, bude moZno oviem teprve tehda, a’ se
podaii zdolati pravé uvedené obtiZe pocetni.

Kone¢né sludi poznamenati, ze ty tfi kanonické transformace uve-
dené v odst. II. této prace nejsou jediné, které prevadéji pivodni H a-
miltonovu funkci na tvar

1 P2\ @ (P, P,k )
) ~@;~F(—P—2) TZ);' -‘172’: sz Q3: Qz_{ ]

2
He L (ppi T
1 2
2m 0,
mnohé z nich na pt. plynou permutovanim obecnych soutadnic ¥, v, z, u
(a prislusnych k nim obecnych impulst p,, py, p. p.) mezi sebou.

V lednu 1926.

Ustav pro teoretickou fysiku Karlovy university v Praze.
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