Zulastni otisk z Casopisu pro péstovani matematiky a fysiky, roénik L.

O kvantisaci podmine¢né periodickych pohybiu
s applikaci na Rutherford-Bohriv model atomu.*)
Viktor Trkal.

Uvod.

Utelem této préce jest odvoditi obecnou a — pokud mi zndmo
— dosud neuvefejnénou podminku (24) (varia¢ni princip), kterd plati
pro kvantisaci podmine¢né periodickych pohybi, a doloziti ji na pfi-
kladech, z nichZ vétSina se vztahuje k Rutherford-Bohrovu modelu
atomu.

Pohyby podmine&ng periodické**) ziskaly ve fysice na diileZitosti
od té doby, co Schwarzschild***) a Epstein{) applikovali methody
nebeské mechaniky na zminény jiz model atomu. Dle Rutherforda
sestdva atom kaidého prvku — jak zndmo — z jadra kladn& na-
bitého mizivé malych rozmértt a ohromné hmoty (v hmot¥
elektronu), kolem n&hoz krouZi v normdlnim (neutralisovaném)
stavu tolik elektronf, kolik kladnych ndbojit obsahuje jddro (anebo,
coZ jest totéZ, kolik uddvd fadové Cislo prvku v periodické sou-
stavé Mendélejevove [t. zv. atomové &islo prvku], jeZ jest zhruba

*) Pfedneseno ve zkracené formé na tydenni schiizi Jednoty Ceskych
matematikit a fysika 26. listopadu 1921.

**) Viz na pf. C. L. Charlier, Mechanik des Himmels, Leipzig (Veit&Comp.)
1102, 1. Bd. p. 77. a nasl.

**#%) Berl. Ber. 1916, p. 548.
1) Ann. d. Phys. 50 (19!6), p. 489, 51 (1916), p. 168.
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rovino poloving atomové vahy prvku). Tyto elektrony vSak dle
Bohra krouZi jen v jistych ,dovolenych“ drahdch, kteréZto jsou
zvia§tnim zpfisobem charakterisovany pomoci Planckova t&innostniho
kvanta /. Bohr ptedpoklddd, Ze jen tyto ,dovolené“ drahy elektronu
jsou ,stabilni“; pohybuje-li se totiz elektron v téchto ,dovolenych®
drahdch, nema dle Bohra nic vyzafovati, nesmi ztrdceti energii a
bliziti se k jadru, co% odporuje klassické theorii elektrodynamiky.
Elektron miZe dle dal§iho predpokladu Bohrova vyzéfiti energii
(a to jakoZto jednobarevné sv&tlo) jen tehda, kdyZ pfeskoti z jedné
,dovolené* {,pfipustné“) drahy do jiné ,dovolené“ (,pfipustné®)
drahy; tu pak vyzafi pfesn€ jedno kvantum energie

hv, = W, — W,, (frekven&ni podminka Bohrova),

kde v, jest frekvence vyzdfeného svétla, jeZz se jevi jako ostrd
spektralni ¢dra ve vidmu prvku, k jehoz atomu tento elektron
ndlezi; W,, W, jsou kvantisované energie elektronu na poldtku
a na konci skoku z ,dovolené“ drdhy 1 do ,dovolené“ drahy 2
V prikladech 3. az 6. jsou poCitdny tyto energie W pro drdhy riznych
tvarli; abychom obdrzeli frekvenci svétla n&jaké spektrdlni dry,
nutno vyraz pro W v kaZzdém z téchto uvedenych pfikladii po-
zméniti tak, Ze celd Cisla (Cisla kvantovd) oznalovand tam 7,
n’,... opatfime jednou indexy 1, podruhé indexy 2; tak obdriime
W,, W,, a hledand frekvence bude potom

1
v, :—_—E(Mfl — Wy).

Souhlas této ,revoludni theorie s pokusem je velmi skvély;
nehledice na &etné jeji nyn&j$i obtize a kontradikce s kiassickou
theorii musime doufati, Ze v budoucnu se podafi spolehlivé pie-
-klenouti propast zejici mezi klassickou a kvantovou theorii. — Po-
drobné pouleni o otdzkach sem spadajicich nalezne Ctendf zejména
v citované nize knize Sommerfeldov& (Atombau und Spektrailinien);
ostatng v tomto <&isle ,,Casopisu“ uvddim n&co z dalsi hlavni
literatury téchto problémii a krom& toho, jak jiz v letoSni vyro&ni
zpravé ]. C. M. a F. bylo oznameno, vyjde brzo také Ceskd knizka
pojedndvajici o t&chto a pfibuznych otdzkdch moderni fysiky.

I. Cast obecna.

UvaZujme konservativni dynamickou soustavu o s stupnich vol-
nosti a oznaéme pismenami g, ¢, ..., gs obecné Lagrange-ovy
soufadnice. Ddle budeme predpoklddati, Ze kineticky potencial
L (Lagrangeova funkce) jest dén jakoito funkce jedin& Lagrangeo-
vych obecnych soufadnic ¢, ¢s,..., gs a obecnych rychlosti g,
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Gorens gs (tecky nad pismeny znali derivace dle Casu) a e ne-
obsahuje explicite Cas ¢. Pak plati

(1) dl. . & - L S - ol
i e R e
Avsak dle Langrangeovych rovnic jest
@ ol d fob),
dq, dt \dq,,

tedy po dosazeni (2) do (1) obdrzime

(8 dL o oL S s ' ok \
; ) B ‘\_4 Qr === —|"‘ >—J Qr“‘('aé) S i( E qr @.L )
dt sl ogr r=1 dt \dg,, dt \,— 3qr/

Integraci obdriime odtud t. zv. integral energie

@ S i
=l OQr

Za svrchu utinéného pfedpokladu, Ze L neobsahuje explicite &as ¢

jest totiz ’

(5) L =En— Epot,
kde kinetickd energie (Ekin) jest homogenni kvadratickou funkci

obecnych rychlo§ti G1s g2 -+ -5 gs @ potencidlni energie (E,,) zdvisi
pouze na obecnych soufadnicich ¢, ¢.,..., ¢s. Tedy

— L = Const.

Sw ) bL L ° BE /)

~ N\ Pt R . ki

6) Const. = r:} qr a(-],« L= ’_E ; qr __BA*(.],-’! — Ekin —{"‘ Epot —
= 2E}in - Exn 'f— Epo;,

ponévadZ Ejyy, jest homogenni kvadratickou funkci proménnych
@y G-+ gs. TudiZ ze (6) plyne

(7) Const. = Ekin —f— Epot =W,

kdez W znati dhrnnou energii uvaZované konservativni dynamické
so:xsltavy. Dosazenim (7) do (4) obdriime pro thrnnou energii W
vztah

s1 - ol
(8) 2 qs—— — L=W=_=Const.
r=1 0gr
Zavedeme-li sem jest€ obecné momenty (impulsy) obvyklou definici
) oL
Pr==-—,
obdrZime*) g,

_*) Viz E. T.Whittaker: A Treatise on the Analyti i iti
Cambridge (University Press), 1917; p. 62. S0 Vmanien nfosdtin,
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(10) 2 prq— L =W = Const.

r=1
Znasobme ob& strany této rovnice fasovym elementem df, dale
integrujme v mezich 0 do 7, délme pak dobou Ta ngchme 1
neomezen& vzriistati; najdeme tak Casovy stfed w, jenZ ovSem
vzhledem k tomu, Ze W =— Const., bude roven W, totiZ

T T T

)

(1) zim { S ‘_Spr,']rdt_l?SLdfl: lim ‘Swdt—_—w :

T>o) ] T3> T
= 0

e-li pohyb ,podminetné periodicky“, bude Casovy stfed vyrazis
iyr qr pza }(]jobu neomezené dlouhou roven &asovému stfedu téhoZ
vyrazu za jeho periodu 7, tak Ze obdrZime

R o
k2] D ‘Sp,q,dt—%s Ldt=W,
r=14r TU

kde T* znali periodu kinetického potencidlu L.

Oznatime-li je$t& Easovy stied kinetického potencidlu pismenem

Trr
i o
13 L=-=\Ldt
(3) =)
o
a zavedeme-li frequence », misto period 7, ze vztahu
1
(14) =
Tr

obdrzime ze (12)

s (* —
(15) 2y, (S)p, dg-—L=W,
=1
kde*) - '
(16) Sprcj,—dl‘:(S)pr dgr=1I,
0

znadi , fasovy integrdl“. TudiZ ahrnnou energii uvazované konserva-
tivni dynamické soustavy mZeme psiti v definitivnim tvaru

S
s

a7 W= 3

2 Irv,— L.
r=1

*) Znak (S) znali zde totéZ jako v literatufe zavede’ny makvintegrélu,
pfes néjZ jest narysovan krouzek; obé zavorky u integralg v nasem textu
tfeba si doplniti na uzavieny krouZek, poloZzeny pfes znak integréiu.
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Mysleme si nyni W, /,, », L vyjddfeny jako%to funkce ,struktur-
nich“ konstant (t. j. hmot, naboji, intensity pole elektrického neb
magnetického atd.) a ,,geometricko-kinematickych® parametrii. Tyto
»geometricko-kinematické” parametry charakterisuji nejast&ji tvar-
a rozméry drahy pohybujici se uvaZované soustavy dynamickeé
{jest to na pf. velkd poloosa a ¢iselnd vystfednost elliptické drahy
elektronu obihajictho kolem kladného jddra), jindy op&t timto
»geometricko-kinematickym“ parametrem jest na pf. Gihlova rychlost
rotujici koule kolem osy jdouci jejim stfedem atd. V klassické
theorii mohou nabyvati tyto ,geometricko-kinematické“ parametry
zdsadné vSech moZnych hodnot. Jinak je tomu v8ak v theorii
kvant; tam jsou pfipustné jen ty hodnoty t¥chto ,geometricko-
xinematickych* parametrd, které plynou z podminky na pf. Sommer-
feldovy, Ze fdsovy integrdl (16) ma byti roven celistvému (a klad-
nému) ndsobku cinnostniho kvanta 7 = 6,54.10-% erg sec (Planc-
kovy konstanty).

Tieba Ze jsme si pfedstavili W, I, v, L jakoZto funkce t&chto
geometricko-kinematickych* parametri, mizeme prece povazovati
tyto velitiny W, I, », L napfed za funkce fisovych integralai I,
Ly, ..., Is, kteréito ovSem jsou op&t funkcemi vy¥e zmin&nych
»geometricko-kinematickych* parametrii q, ¢, . ..

Tedy miZeme psati:

(18)
W _ s oWl & ol dW_ W ol & o
T T SRR L, Wy, B ) e M
da =13 da r=1 0@ 08 r=1dlr e =1 de
atd., ponévadz*)

oW
€19) — =, (r=1,2, ey 8)

o1y

Theorie kvant pfipousti pouze takovy pohyb uvazované dyna-
mické soustavy, pro ktery je splnéna podminka na pf.Sommerfeldova

£20) Ir:(g) prdgr=n:h, (r=1,2,...,5)

kde n, je celé kladné Cislo a # vySe zmin&né Glinnostni kvantum
Planckovo. Tedy 7, jsou konstanty nezdvislé na (a, g,...), tak e
{17) a (18) nabudou tvaru

S

(21) Wz 3 mphiy— K,
=l
(22) LN AT atd.,
oa I3

#) Viz /. M. Burgers: Het atoommodel van Rutherford - Bohr. (Proef-
schrift). — Haarlem 1918; p. 43, § 10, form. (5).
N. Bohr: On the Quantum Theory of Line - Spectra. Part I. (D. Kgl.
Danske Vidensk. Selsk. Skrifter, Naturvidensk. og Mathem. Afd., 8 Raekke,
IV 1.) Kobenhaven 1918. Separate Copy p. 29 form. 5%,
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kteréZto ob& podminky [(21) a (22)] musi byti soucasn& splnény.
Podminky vyjddfené ve (22) lze strufné&ji shrnouti takto:
23) IW= 0,
kde variace se vztahuje jedin€ na vSechny ,geometricko-kinematicke“
parametry. Dosadime-li do (23) za W pfisluSny vyraz z (21),
obdrzime pro kvantisaci uvaZované konservativni dynamické soustavy
podminku e "
(24) (){ by nrthiL}' = U,

re=1

pfi CemZ se variace vztahuje pouze na vSechny ,geometricko-
kinematické “ parametry; ov3em pfedem jiZz musi byti vyjddfeny
vechny frekvence », (jichZ je na pocet tolik, jako stupiilt volnosti
uvajované soustavy) a také Casovy stfed L kinetického poten-
cidlu jakozto funkce téchto ,geometricko-kinematickych parametrii“.

Podminka (24) je tecy upln& rovnocennd s podminkou
Sommerfeldovou (20); nemiize ddti o nic vice a o nic mén& neZ
podminka (20) [za pfedpokladu, Ze frekvence », v podmince

BW*,(r: 1,2,...59), (kdez W* znati

nr

kvantisovany vyraz Sommerfeldiv pro energii), jestlizZe ovSem do

vyrazii pro », dosadime za ,geometricko-kinematické“ parametry

(a, &...) kvantisované jejich hodnoty plynouci z (20). Tento pfed-

poklad souvisi s tim, Ze I, nejsou integrdlnimi invarianty; pouze
N

(24) jsou identické s vyrazy llz

Y I, jest integrdlni invariant — nezdvisly na volbé soufadnic].
r=1

AvSak o téchto otazkdch hodldm pojednati jindy.

Vidime, %e ,staciondrni stavy“ soustav ,podminelné periodic-.

kych“ jsou urleny — jak ukazuje (20) — podminkou, Ze rozdil

mezi ¥ n,hv, a Casovym stfedem 7 kinetického potencidlu md byti

1
extremum (a to, jak z pozdé&ji uvedenych pfiklad@t lehce patrno,
minimum). .
Ve specialn& relativistické mechanice ziistanou vSechny hofejst
pfedpoklady a vyvody v platnosti; pouze za kineticky potencial
L nutno dosaditi modifikovanou funkci Lagrangeovu

2 (Y 29 2 v
(25) L:F—Epot; F—— m,c? (ll—wp-- l), p——_z,
a za kinetickou energii vyraz
« i / ] \
(26) Exin = mec? (——~—— — 1),

1-—pg2 ,

kde » znali okamZitou rychlost, ¢ rychlost svétla a m, ,klidovou®
hmotu.

Ve specidlné relativistické mechanice plati vztah
(27) L=F — Epot = Epin+ F — W, nebot Epi -+ Epot = W.
Zndsobime-li funkci L elementem Casovym df a integrujeme-li od
0 do T, obdriime

T
(28) \

T
|

0 ]

Zavedeme-li sem (& nnostni funkci“

T
29 |
( ) S = \ (E.'c[n 7;" F) df’
obdrzime 3 g
(30)

T
; ('s 2 \)L dt)—w.

Je-li pohyb periodicky, musi platiti tato relace :

T .

(31) tim V(s e G T
=18 .\Ldt)_éw L=Ww,

kde § a L znali Casové stfedy funkci S a L.

Porovndvanim relace (31) se vztahy (17) a (21) obdrzime bud

(32) S= 31 (plati pro klassickou theorii),

anebo =

(33) S= 3 n v, (plati pro theorii kvant),
)

pfi ¢emZ jest bud

(34) T2V p. d (it pro obyies hanik
T+ kin p p yCejnou mechaniku)
anebo e
T
(35) < 1

\i (Ekin -+ F) dt (plati pro specidlng relativistickou

T* mechaniku).

0
V' poslednich dvou vztazich znadi 7% periodu funkci za integrac-
nim znamenim.

Shrneme-li hlavni vysledky, jez jsme obdrZeli, mdme tyto véty:

L L:/hmna’ '(,klva'ssicka') energie W podminecné periodické sou-
stavy dd se vyjadriti takto:

W= 2 n\ypdg L

r=



2. Jeji kvantisace plyne z tohoto variacnihio principu:

ol B atpn—T } -

l r=1
il. Priklady.

Pt¥iklad 1. Oscilldtor kmitajici v pFimce kolem pevné rovno-
vazné polohy.

Oscillatorem dle terminologie Planckovy rozumime hmotny bod,
konajici jednoduchy harmonicky pohyb v pfimce, jenZ nastdvd
tehda, kdyZ tato bodovd hmota m jest taZzena zpét do rovnovadzné
polohy silou tmérnou okamZité jeji vychylce & z polohy rovno-
vazné. Pohyb oscilldtoru jest tedy ddn differencidlni rovnici

(36) mé§=—k§g k>0
anebo B :
(37) E-+4mn22E=0,

kde konstanta » iest frekvence tohoto harmonického pohybu;

integraci obdriime

(38) E=acos(2nv-+I).

Uhrnnd energie oscilldtoru jest

(39) m £ E4-2mmr§=2m2m2
kinetickd energie

(40) Ek,-n_ EZ =2t mvadsin® (2wt -4--9)

a potencidlni energle

(41) Epp=2 mtma2 =202 mv? o cos® (2 mw'{-1F).
Kineticky potencidl jest

(42) L=Epn— Epsr=2n*mr?a®cos2 2nvi-|9),

jeho Casovy stfed
1

(-13) L:w\V2n‘-’m1"lcc‘36032(27r1't+1‘)')d).‘

0
,1,

—=2m2mvda, 5 " c0os 2 (2avt-+9) dt=0.
Tedy dle (15) o _
(44) W=v» (\) pdg — L=v (\) pdq

a kvantisaci dle (21)
(45) W=nhw».
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Zde jediny ,kinematicky“ parametr jest »; variovdni vyrazu (45)
dle vzorce (24) postradé tu v3ak, jak patrno smyslu; tedy (45)
jest definitivni vyraz pro kvantisovanou energii a souhlasi s vyrazem
Planckovym *)

Piiklad 2. Rotdtor otdcejici se kolem pevné osy.

Rotdtorem dle terminologie Planckovy rozumime na pf. tuhou
molekulu rotujici kolem pevné osy. Kinetickd energie takového
rotatoru jest

(46) Ekin=} Jo*= } ] (2mv)?,

kdeZ znadi / moment setrvacnosti rotd'oru vzhledem k ose rotace,
@ jeho dhlovou rychlost, » jeho frekvenci. Ale tato kinetickd
energie jest zdrovent Ghrnnou energii W, tak Ze kineticky potencidl

(47) L L pommng W~— E/m Y ](?m;)
NaSe obecnd podminka (24) pfejde zde v jednoduchy tvar:

(48) d{nhw ——L} = (SI nhy — % J 2ar)? }___0

|

Jediny ,kinematicky“ parametr jest zde ovSem ». Provedeme-li ve
(48) variaci dle », obdrzime

(49) _ nh - g} "/1:
v 4n2j' +J(2av)2 = j

co? souhlasi taktéZ s vyrazem Planckovym,*) odvozenym jinou cestou.

Pt¥iklad 3. Rutherford- Bohriv model atomu ; elektron obihd
kolem jddra v drdze kruhové.
Predpokldddme-li pro jednoduchost, Ze hmota jadra nabitého

kladnym 'ndbojem elekirickym + E jest nekonefné€ velikd, Ze
tedy jddro pevné stoji,**) a oznacime-li hmotu elektronu m,,

jeho nadboj —e, jeho rychlost v, polomér jeho kruhové drahy a,

periodu jeho pohybu 7 a frekvenci » = :

T jest Ghrnnd energie
atomu

*) M. Planck : Vorlesungen iiber die Theorie der Wirmestrahlung.
4. Aufl. Leipzig (J. A. Barth) 1921, p. 139, form. (222a) a ddle p. 140,
form. (231).

**) Ve skutecnosti elektron i jadro pohybuji se kolem spoleéného téziste:

Mm
pak nutno misto o psati —/‘7?{;—, kde M'jest hmota jadra. Srv. A. Sommerfeld
—Mo
Atombau u. Spektrallinien, 2. Aufl, p. 249, form. (3).
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i b 1
\50’ W= Ekiil + Epm‘ == 2 mg v* 85: 2 Mo \——

== 20m2a% Ny 2 — —
a

Coulombova sila pfitaZlivd a sila odstfedivd udrzuji se béhem po-
hybu vzajemn& v rovnovdze, tudiz ‘

(51) E({ _m_ov?

a2 a ’
odkudZ plyne
i We=—E__lm =m0 m

2a 2

Porovnanim druhého a &tvrtého &lenu v (52) obdrzime frekvenci
(53) I l, ng a —% p

2n Y my

Kineticky potencidl jest vzhledem k (51)

{54 o 1 eE . JeE
( ) L:Ekin—Epof:% m, U'+ ;:3"{
a jeho Casovy stred
7
(55) Lzl\.Ldt:S"iE.
T 2a

Podminka (24) zni nyni o

©6) 5l — 1l =4l .1»\/E"‘3;%§1:0
l‘nhl LJ ()]nh el oy a 2a[

Jedinym ,geometrickym* parametrem jest zde polomér a, dle
néhoz nutno tedy variovati. Tim obdrzime z (56)
(57) o v
4m2eEm,

a dosazenim do (53)

(58) _ (@m)*eErm.
. nshd
Z (52) pak najdeme
(59) T 2me*Etm,
nz hz ’

coz souhlasi s hodnotou Bohrovou.*)

¥) Viz na pr.: A Sommerfeld: Atombau und Spektrallinien. 2. Aufl.
Braunschweig (Fr. Vieweg & Sohn) 1921, p. 243, form. (13). (V dalsim cito-
vano: A. Sommerfeld, 1. c.)
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P¥iklad 4. Rutherford - Bohriv model atomu; elektron obihd
kolem jddra v drdze elliptické. _

Pro tento pohyb plati pravé jako pro pohyb obé&Zznic kolem
slunce ‘feti zdkon Kepleriiv, Ze totiz Ctverce dob obd&inych dvou
rozli¢nych ob&zinic maji se k sob& tak jako tfeti mocniny velkych
poloos jejich drah: tedy doba ob&ind T planety obihajici v draze
kruhové o polom&ru a jest rovna dob& obiZné planety obihajici
v draze elliptické o velké poloose a. Tudiz mame zde pravé jako
v prikladé 3. frekvenci P
(60) g g \/ ¢E -4

p=—m=—= o\ —— @
T 2w Y m,

Jednd se tu o systém majici dva stupné volnosti, ktery obecné
ma dvé periody 7T, T'. AvSak zde perioda azimutu i pravodite
jest taz, tak Ze .

61) P =y
Ze znamé okolnosti, Ze Casovy stied energie kinetické, plati-li

zdkon Coulombiiv, rovni se poloviné Casového stfedu energie
potencialni s opatnym znaménkem,*) t. j.

(62) Ekill o —— _é E[’(/f
a ze vztahu
; eE
(63) Ekin + Epm‘ =W = - 2,,, =W,
a

(jehoz spravnost vysvitne specialisaci pozdéji uvedeného vzorce
(116) [viz téz (117)], polozime-li tam ¢= o, coZ by ostatné ne-
bylo nesnadné ukdzati piimo), obdrzime (jako dfive pro Eiin, Epot,
L) nyni pro &asové stiedy:

(64) Exin— 'e£, Epor=— — ﬂé’ L=Epin — Epor== BEE
2a a 2a
Podminka (24) zni vzhledem k (61)
(65) a{ a4 iy —I } :6{(11 ) m_L} £
1 1/eE 3eE|

sl SV 1R B ,
](n—{—n)h 2:77;\' m, . 2a |

kde variace se vztahuje k jedinému ,geometrickému® parametru
a (velké poloose elliptické drahy). Odtud obdrZime

(66) g )y
St dr erl 2 ' 4nzeEm,

*) A 'Somm'erj_‘eld,' L. c., p. 463, form. (6). Viz ostatné vzorec (142) v této
préci, ktery specialisaci pro ¢ = co pfejde ve vyraz pro L uvedeny v (64).
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a dosazenim do (63) dhrnnou energii (kvantisovanou)
(67) W — 272 e2F? m,

(n-=nyhe

coZ souhlasi s vysledkem Sommerfeldovym.*)

Ptiklad 5. Rutherford-Bohritv model ctomu; elekiron obihd
kolem jadra v ,relativistické® kruZnici.

V piikladu 3 a 4. jsme predpoklddali, Ze rychlost elektronu
jest mald proti rychlosti svételné ¢; neni-li tomu tak, nutno
sdhnouti k relativistické mechanice. Ndm tu postadi mechanika
specidlni theorie relativnosti.

Vyjadrime-li poletné, ze Coulombova pritazlivd sila udrzuje
se v rovnovaze se silou odstfedivou pfi kruiovém pohybu elektronu
kolem jddra nekonetné veliké hmoty, predpoklddajice platnost
mechaniky specidlni theorie relativnosti, obdrZime

A
(68) eE  mv* _. ¢E . g
—=— i — =M €} ———

as a a \ 1 s P2

Uhrnnd energie W bude vzhledem k (68) a (26)
(69) W = Ein ‘k" E}mf =m, c* ( = l"' =1\ — eF; —

[ ,2 a
\f jea e
o
:m(,c?"/l -—L—ll
| Tyl
Pfi tom m, zna& ,klidovou* hmotu pohybujiciho se elektronu

0 hmot&€ m. Vyznam ostatnich pismen jest patrny z prededlého.
Ze (68) plyne

(70) (?2)2 - /;_,,,@‘7,)2 /’l - 0-’

il \C? - am,c? ( c?,)

(T » 1 ( eE: \* y[1{ eE [ eE
¢t 2 Tr'h‘(,*c?’,) +\ 4 (.7a7m; c’) +( am, c )

Ponévadz z;jest podstatn¢ kladnd veli¢ina, nutno vziti pfi odmocning
v (71) znameni jedin& kladné. Tedy :
(72) W [ v eE / o eE \?

&=l ﬁ,c‘-":\“ ] s 2T 2am,c +\ 1 %_( 2am, c‘f)-’

kde znaménko pfi odmocniné nutno vziti kladné; ze (69) jest patrno,
Ze W<CO0, a tedy dle (72) jest i > Z > 0.

*) A. Sommerfeld, 1. c., p. 267, form, (20).

o
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Avsak
{73) V=27 AV,
kde » jest frekvence kruhového pohybu, a ze (72) plyne
(74) (2 G \:"1' 7;"2‘2 ’
c
Cili vzhledem k (73)
(75) g s B e
‘ 2ma
Ze (72) plyne pak déle
(76) | 7 €E
am,c*
TudiZ odtud obdrzime
(77) @ == 78E; ,,,,,Z,
mee*l— 2?2
a dosazenim do (73)
(78) p— € (-29%
- 2n eE Z
Kineticky potencidl vzhledem k (25) bude
{79) LY v* K I
L:FNEI)U!:_mUC'(.‘\/l‘* Cg_l)_*— a
) , 1—-22
= — mec*(Z—1)+m,c? 2
a jeho Casovy stfed
(80) L=L=m, cz(l i —zz).
4 , Z ,

Podminka (24) ddva tedy
(81) O | nhy — L lak

| b ‘
Izli o A e el moc‘.% (i g&f - (R 22) L= 0
2w eE Z \ 4 J

Jak ze (72) patrno, jest Z funkci jediného ,geometrického“ para-
metru a (poloméru kruhové drahy), dle néhoZ jest v (81) vario-
vati. Ale okamZit? jest jasno, Ze miZeme v (81) variovati dle Z
misto dle a. Provedeme-li to, obdrZime :

(82) L
nhc

:d‘lnh‘
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a odtud najdeme pro thrnnou energii (kvantisovanou) vztah

[ e
(83) =1+ ¥ :1’ | ( 2_neE_)
L omoc? ] >

co? souhlasi s vysledkem Bohrovym.*)

P¥iklad 6. Rutherford-Bohriv model atomu; elektron obihd
kolem jddra v ,relativistické“ ellipse.

A) Vypocet uhrnné energie W. Rovnice Keplerovy ellipsy,
predpoklddame-li platnost mechaniky specidlni thecrje relativnosti,
jest**)

A7)

r==- g
(84} 14ecosyep

jez se li§i od obvyklé rovnice polarni pro ellipsu faktorem y, jenz
souvisi s postupnym pohybem perihelia a jehoZ vyznam jest tento:

P

(8_0) P2 = 1 - 7;],2,’
kdeZ oE i
(86) po= P = mr2g (ploSnd konstanta).

Sommerfeld odvodil v 1. vyd. citované svoji knihy na str. 518
pro dhrnnou energii (klassickou) vyraz

(87) P \ Pt
mc* p'l f— E?.pog

jenz zde pro krdtkost jest oznafovan pismenem Z. JeZto vsak
1 vyddni Sommerfeldovy knihy jest jiz rozebrdno a v 2. vyddni
toto odvozeni jest vypusténo (pro kvantisovdni energie uZiva tu
Sommerfeld pouze obecné methody Epsteinovy: separace differen-
cidlni rovnice parcidini Hamilton-Jacobiho), dovolim si nejprve re-
produkovati v kratkosti Sommerfeldovo odvozeni vztahu (87):

Energie potencidini bude

(88) . g nl eE eE 1 -}-ecosy
kde ETE T e =&

(89) w = .

2rce?

¥) Viz na pi. A. Sommerfeld, 1. c., p. 330, form. (22), kde « — 5.

#*) A, Sommerfeld, 1. c., p. 326, form.(6); p. 324, form. (2), (3); p. 326, form. (7).
Tvarem podoba se tato ,relativisticka ellipsa® raZici, kterd ma za obalky dvé
soustfedné kruZnice a jejiz ,platky kvétni“, lezici mezi témito dvéma kruz-
nicemi (jichz se dotykaji), maji tvar elliptickych ocek vzajemné se protina:
jicich; (cela ,relativisticka ellipsa“ da se ovSem narysovati ,jednim tahem®).

on =1+

Energie kineticka dle (26) bude

o 1
(90) Erin = myc ( ; : ‘Tﬁ — 1/);
kde . . .
1) = U _rtre _re

‘ 1 dr\¥
D RErE R (1)
c* s 7 dep

UtZijeme-li vyrazu pro p z (86), obdriime
(92) pr=P"_ |1 4 (’l E’C)‘ﬂ
merec? | " dy,

kde proménnd hmota m souvisi s  klidovou* hmotou 1, zndmym
vztahem ;

mg
(93) m= —.
i—g
Dosadime-li (93) do (92), vyjde po krdtké tpravé
(94) e il (,‘ ‘—’5)2'.
1 _{32 my2r? c? ‘ Vs d(P 3

Pri¢teme-li na obou strandch 1, mame

1 ‘ p? ‘T dr\®
95 P kol
(95) 1— p2 E my? r2c? + (/ a’(p,) ,
Z (84) derivovanim plyne
1 r v sin ¥
(96) 1 dr _ eysiny

rode 1--&cos

Dosazenim (96) do (95) budeme miti vzhledem k (84) vztah
: p?

1—32 my®c? a® (1 —¢&?)

- [(1 - e cos ¢)* 1 & y2 sin2 ¢]

Tudiz energii kinetickou v (90) lze psati, pouzijeme-li (97), v tomto

tvaru (jakoZto funkci ahlu )

(98) Ekin = moc* (Y A4+~ 2B cos p | Ccos>p — 1),

kdez zkratky A, B, C znali [viz té1 (85)]
Ao Pty

m,® c® a? (1 —e2)? +1
B = 2E
(99) my? c2 a? (1 —¢&2)2
¥ pzig‘z (] = }’2)' - T p02 &2
my*c® a2 (1—¢2)*  my*cta® (1—e2)e
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Také potencidlni energii (88) lze vyjddfiti jakozto funkci tihlu v
takfo :

(100) Epot = — moc? (A’ + B cos ),
kdeZ [viz téZ (86)]
A= ek, . P
J myc* a (’.—a‘—’) m,ca(]—e)
(m”) g B pe _w
mec2a (1—&2) myc a (1-—¢2)

SouZet obou energii musi byti roven konstant¢ W (ihrnné energii),
musi byti tedy nezdvisly na », t j.

(102) W: Ekm —‘L Epo-[,

Pohodingjsi bude pocitati z (98) a (100) vyraz

(103) Z =1 ;:ZE = YA 4 2B cos ¢ - C cos? ¢p— A" — B’ cos .
= 0

Pravd strana miize byti konstantni jen tehda, kdyz
A-+2B cos ¢ — Ccos2ey

bude tiplny Ctverec. A to bude tehda, kdyz

(104) AC = B3,

Cili po dosazeni z (99):

(105) ‘ mo2azc? (1 —e2)2 - p2 (1 -1 &292) :%

Odtud plyne
(106) s * P —
moac(l— s)#pr —1— ‘-’.r-’:\/p_#~gz !?,pél’o
¢ili — : .
(107) o VPP—pe Vp>—epo

mycp, (1 — &2).
Nyni lze ve (103) provésti odmocnéni, ¢imZ obdrzime
(108) Z=YA 4 VCcosyw— A" — B'cos ¢.

Cleny obsahujici v této rovnici cos ¢ se dle (101) rusi, jak to také
musi byti, tak Ze vzhledem ke (104). (99), (101) bude

FIOBY - & YA = e o2 - kit oo B
V mycap, (1—e)
anebo, dosadime-li sem za a ze (107),
p“” pu
110 Z=
( ) \p g pO;

jak bylo uvedeno v (87). Potud jde odvozeni Sommerfeldovo.
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Z rovnice (107) plyne déle kvadratickd rovnice pro p?2:
CEIRY . pt— o7 (| 2 pE——22 poh— 0%m,? ¢f pof (1—2'P =1,
odkudz
(112) pr= 1 p2 (1 |-
Odtud mame
(113)  p*—p, :%; (1—22) {— po-tVpo* | 4a> m2c? |

Dosazenim do (109) najdeme touz hodnotu jako v (72)
(114)

) Fpo Vot (1) | 4a* mt (1~ €9,

S o l V P N
A= —1V p 2 1 40% m2 c2— i, \’ Supf by
2amge | P e Po | = (2a m,c: 2amoc
Rozvinutim dle binomické poulky obdrZime
/ 2
T SRR LA SR O
oC* 2amec. 2a mbe
anebo vzhledem k vyznamu konstanty p, ve vztahu (86)
aw)  faat g L g #F
m,c? 2am,c? 4 a* my2ct
PoloZime-li zde ¢ = ~, pfejdeme k oby&ejné mechanice; obdrzime
eE
1 W o e
) 20’

t.j. dhronou energii v pfip. nerelativistickém; srvn. vzorce (52), (63).

B) Vypocet obou frekvenei. Plo§nd konstanta dle (86) a (93) jest

(118 —=mrrp= 01
) p= W
Vzorec (90) miizeme pomoci vztahti (88) (21, (103) uvésti na tvar¥)
1
M9 = =14 o p BNz £
V1—p2 Mmec® ~ Mmec® r Mmoc?
Ze (118), dosadime-li tam (119), obdrzime:
d o
(120) T (z 4 P 1)1 dg.
¢ p myc r

Je-li 7" doba ob&hu elektronu pog&itand od perihelia do nej-
blize pfiStiho perihelia, tu ze vztahu
d
% = gt
b L P
*) Viz téz A. Sommerfeld: Ann. d. Phys. 51 (1916), p. 48, form. (B).

@121)
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plyne 5
g 2 2% m, .
(122) T :5 7 .—g”:\ P (T ez B ‘) r dy,
g ) 9o ) w! mye r,

o 0 0

povSimneme-li si jeSt& vztahu (89).

Dosadime-li sem za r z (84) a za y z (85), obdrzime

i 23 > ,,'2""’ 2
(29 4 (—e i
. ¢ )

7/ i o a 1 o2 - Z i il . '
Vp2r-po* | (1=e)m (1-}- & cos )2 1-Fecosw |
o

Av§ik die rovnice (76), jez plati stejné pro ptikiad 5. jako 6 ,*)
povSimneme-li si vyznamu konstanty p, uvedené v (86), mdme

Po z

(124) By
mgc 1— 2Z*
ze (110) pak
(125) {pr—pp=Fo ZV‘ s
Kromé toho**) LE S
dp 2 Ty 2
(126) J (I & coswp)? (1 —e2) ¥ ltecosy {1 —¢
Dosadime-li (124), (125) a (126) do (123), obdrzime po krétké tiprave
(127) T"— _ 2%Po_

moc? (1—2z2)%
a zavedeme-li misto periody 7 frekvenci »' = 1/7", najd -
necné frekvenci (radidlnf) et

(128) o= Mo g,
27p,

pii CemZ za Z jest sem dosaditi vyraz (114).

Tudiz »' jest funkci jediného ického“
) . ) . »geometrického“ parametru a;
g}lgrzlirgezvsak stejn€ dobfe povaZovati »' za funkci jediné pro-’

Druhé frekvence » jest reci ] ¢ peri i
r : prokd hodnota druhé periody (azi-
mutdlni). — Vzroste-1i Ghel v = y¢ 2 nully na 2n Fz)a dogu( ¥ i

2 P
vzroste thel ¢ = ., 2 nully na 27 za dobu 7 = T"y; polozime-li

jeSt€ T=1/», T'=1/y', mdme vztah ' /» — y.1/»', Eli
(129) A
S =7
*) Viz vzorce (72) a (114); také (86).
#*) Viz (138), (136).
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Ale ze (110) plyne

(130) y? = Zg,(l — &) B e g = lz,’ p?=p,? ,1 ik Z-z)
1— & 22 1— &' 22 1—22

tedy :
N T

(138} Ty 2meE zZY1-& = 77

kamz jest za Z dosaditi vyraz (114). Tim jest vyjadiena frekvence »

jakozto funkce dvou ,geometrickych“ parametrt (a, &) resp. (Z, ¢).

A tak jsme ve vzorcich (131) a(128) nalezli ob& frekvence » a '

v tomto pfipad® od sebe rizné.

C) Vypodet kinetického potencidlu. Poutijeme-li (25) a (119),
(88) a (124), oborZime ;

F=—mee* N1-g2—1)=

PN O TR LTl SR
(1=e2 22+ (1 — Z?) ecosy |
S S 2
Epo: = i mc? iy Z (1+ &cos @)
(132) J (1-&) 27

(=) Z ] ) +

L=F- Epm‘ = —MC2 ](— — _
| | \(1—¢&2Z2)+ (1 - Z?) e cos )

1 =72 l

== +scosy);
Tz I
Polozime-li sem ¢=0, obdriime kineticky potencial pro ,relativi-
stickou® kruZnici: ,
(80) L=mo*(1+ - — 22),
jak také musi byti. z

Rovnici (123) mioZeme napsati v tomto tvaru:
133 ————
N R MNOLY LN O T
1=z | (1 ccosy): ' 1-4+ecosyf

moc? V1—2° I\(l
jestlize pouZijeme (124) a (125). Zndsobime-li mezi sebou (133)
a posledni fadek ve (132), a integrujeme-li v mezich =0 a {= T,
obdrZime:

7 ' - 27t
c Viee((1—e) 28 7w
e g o ERE R i R g
(134),\Ldt Poyi—zz| 1—2 l\l»—f——ecosv) h
+ (1 —e)y Z.N— (ll—jclz)Z Sd’cp }—{— moc* T,

(4]
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kde
M= - 7 dap e
e .\(1 +- & cos )2 [(1 -2 Z2) - (1 - Z2) € cos v
(135) N — ».?Jr N d(,, R
e 5(1 - & cos ) [(1—e Z2) + (1-Z2) ¢ cos )

Nyni béZi o vypocet nékolika omezenych integralti. Pfedevsim

2 y 7
(136) F g G o)
l-tecosyp V1-g

kde ¢ << 1 (viz na pf. Sommerfeld, 1. c. p. 476, form. (1), p. 477,
form. (6)),
27

(137) Ik
kde @ > 3. Tento integrdl obdriime z /,, jestlize ve (136) polo-
I}

«

dv 2n
t - Bcosy \/a~7'

Zime ¢ =—

Derivovdnim /, dle parametru e vznikne

27T " 9
(138) J, :\ - dy — = 2ma (a2=3?) ¥; (a>p3).
) (@} peosyy
Dile integral
}]39) S*zr dm [ 7 ﬂ N \-2,1 dy s
‘ (a 48 cos ) (v -+ d cos m) By —ad ) a3 cosy

0
0 av 2z

27t
By —« \ y - 6 cos l/' p’y - a0
(¢ >3, v > o

i ) i
| 2 — 32 |’5,'2”_”m- g

Derivovdnim tohoto integrdlu dle parametru @ vznikne integral

(]40) j B \'2/1 dl}) S
(a—}— 3 cos w) (y ~ 6 cos W)

3 0 , 2 af

o _Qiﬁz \ﬁ y2— ;525 i} By — ad) (a2-p?) 3 .
(@ > B,y > d).

2 l()

(@

=

el e—
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Pouzijeme-li vzorce (140) a (139), najdeme oba integrély ve (135)
ato

¥

2 3 —F2
M= ’:775 lgzz_lﬁi_(l__QJ
(1-e)d 2+ | Vi—eZt
(141) _
N— i_[, Lo ’
(1-e)3 22 \/1 gt 7t
Dosazenim (136) a (141) do (134) obdrzime
-
‘ 2np, [ Z3 11—z
Ldt =— =22 | = my c* T,
5 11—22[ -z Vi-e Z ]+

kde 7' jest ddno vzorcem (127). Casovy stfed kinetického poten-
cidlu tedy po snadné (pravé bude
=
14 = :
(142) Y e ];5Lafz‘:moc?[l~Zq

! ol (e

Vi—e:
D) Kvantisace energie. Podminka (24) nabude nyni tvaru
(143) d(nhv +n'hv —L)=0.

Jak ukazuje (128), jest ' funkci jediné prom&mné Z, a ze (131)
patrno, Ze » jest funkci proménnych Z a &; rovndZ pak L jest,
jak dokazuje (142), funci obou proménnych Z a e Pfi tom Z jest
funkci jediné proménné a. Variace ve (143) vztahuje se na pro-
ménné ,geometrické parametry a, & coZ jest v3ak totéZ jako
kdybychom variovali dle Z a . Pro dal§i potty bude vyhodn&jsi
zavésti si nové proménné, a to

(144) PR el i S 51
VA ] —e&
PouZijeme-li jest& oznaceni
2me?
(145) ‘-'Te =,
hc

obdrzime ze (131), (128), (142), pov§imneme-li si jedts vyrazu pro
Po v (86),

P mec’e [ x \} T U,:mce /X \3
(146)5 aE (x—f—l,) Vitgix; aE (X'H)
L—moczjl 1—qgx*|
| (x 7‘1)-]



Podminku (143) pfepiSeme nyni takto:

(147)
0 [mocie X %l Vi Eog2x -n'l — oy 1—ax* 1 =
l» aE (\x+1) Vn\ X s & x4+t |AO,

Jezto x jest pouze funkci proménné Z a Z zase funkci pouze g,
a ponévadZ ¢ jest pouze funkci promé€nné e miiZeme variovati dle
x a ¢ misto podle a a e.

Variace dle x ddvd podminku

3 aE L T Ay
(148)  _ 2a—(l~qx2)+§x‘ (NI Rl
e 2
1
e Xaq . aF
R o
2V gx ne .
a.variace dle ¢ podobné
(149) »-"QL:(‘LE)?.
14+ g2x ne
Odtud plyne
a0 a1 %
Vo= 17 e
~ 5 1 =)
g oE
qx2 =X ,Jf:—: .
/ 274V
K5
Dosadime-li (150) do (148), obdrzime po kréatké tpravé
(151) _“E B ]
| o Vx n\/l (E) +nr ==,
odkudZ, vSimneme-li si (144), najdeme
(152) «EY2
1 (7)
Y= T T [y (ay2)2
[+ Va2 — (<2)%]
a konecné
. . aE\2 -1
s3) . w_J|, - G |7
" m,c? ' P Ve (“E2R
[” +Vn (7)] ,

coZ souhlasi s vysiedkem Sommerfeldovym,*) z néhoZ plyne detailni
struktura spektrdlnich &ar.

¥) A. Sommerfeld, 1. ¢, p. 330, form. (23); p. 521, form. (5).
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Zcela podobnym zplisobem bylo by lze kvantisovati energii
atomu ve Starkové a Zeemanové zjevi a ve vSech dosud kvan-
tisace schopnych problémech. Doutdm v8ak, Ze uvedené piiklady
pIné postali k illustraci obecné podminky (24). —

Ke konci pak kondm milou povinnost vyslovuje viely dik
za zvla$tni zdjem, pomoc a radu, kterou provdzeli tuto- praci pan
prof. Dr. P. Ehrenfest z lejdské university v Nizozemi jakoZ i pan
prof. Dr. F. Zdvika a pan doc. Dr. ]. Heyrovsky z Karlovy uni-
versity v Praze.

V Praze, v tstavu pro theoretickou fysiku Karlovy university, v pro-
sinci 1921,
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