Obrazce Lissajous-ovy.

Napsal

Dr. C. Strouhal.

Jest tomu nyni bez mdla pil stoleti, kdy Jules Ant. Lis-
sajous (1822—1880), tehdd professor fysiky na lyceu Saint-
Louis v PaifZi, ptedlozil (dne 6. dubna 1857) akademii véd
prdci nadepsanou: Pojedndnf o zkoumdni optickém pohybi
kmitavych.*)

Neobyéejny zdjem, ktery prdce tato vzbudila, jevil se jiz
tim, Ze akademie udélila autorovi cenu Lacazeovou; vice vSak
jesté svédéf o vyznamu a dileZitosti studif Lissajousovych, Ze
pokusy zdhy byly od péstiteld fysiky odbornych i téch, ktefi
jen ze zdliby akustikou se zandSejf, opakovény .a v Cetnych
variacich napodobeny, tak Ze ,obrazce Lissajousovy* neschizeji
ani v sebe stru¢ngjsf knize o akustice jednajicf.  Dojista plnym
privem; jsou zajisté jakoby geometrickym zndzornénim riznych
stupni konsonance, umozZihujice v tom pripadu, kdy vznikajf la-
ditkami, posouditi dokonalost a piesnost této konsonance daleko
lépe okem neZ uchem sebe vice hudebné vycvicenym. Také
74dny experimentator neopomene, pfedndSeje o akustice, pred-
vésti posluchacélim obrazce tyto, tim spiSe, ponévadZz pifsluiné
pokusy, provddéné svétlem elektrickym nebo drummondskym,
naleZi k nejstkvélejsim celé fysiky.

Co se vSak tyce zpracovdni analytického, dluzno doznati,
ze dosud pohieSuje se jisty jednotny zpilisob, kterym by se
o téchto obrazeich jednalo povsechné jako o kfivkdch uréitou
celkovou skupinu tvoficich; dosud jest obycejem odvoditi ana-

*) Mémoire sur I’étude optique des mouvements vibratoires, Annales
de chimie et de physique (3), 51. pag. 147, 1857.



lytickou rovnici pro jeden neb dva neb tii nejjednodussi pif-
pady; jinak pfestdvd se na zndzornéni grafickém. Jest vSak
patrno, Ze z onéch mdlo jednotlivich pifpadd nemohou vynik-
nouti vlastnosti spolecné kfivkdm vSem. Lissajous sim poddvé
v préci uvedené téz vyklad veobecny, kterys viak neni ani
ptehlednym ani jednoduchym; sdm poznamenivi ke konci své
prdce: Nous n’avons pas la prétention d’avoir résolu le pro-
bleme dans toutes ses parties ni par les méthodes les plus
simples, nous laissons & d’autres le soin de faire mieux.“ Jest
pravda, Ze rovnice kfivek stdvaji se slozit§j§imi, kdyz od nej-
jednodussich obvyklych pifpadi se pokratuje k ménd jedno-
duchym; ale tim zajimavéjsi jest, Ze jisté zdkladni rysy viem
i sebe sloZitdj§im rovnicim jsou spoletny a Ze vytknutfm téchto
rys tim uréitéji vystupujf jisté vlastnosti ktivek vSech, &imz
se o celkové jich povaze docilf ndzoru jednotného; odpadd téz
odvozovdn{ rovnice pro kazdy jednotlivy ptipad zvl4st, pondvadz
se rovnice tato prostym dosazenfm z rovnic vieobecnych ihned
dd napsati.

I

4 Obrazce Lissajousovy vznikaji skldddnim dvou riiznosmér-
nych kmitd jednoduchych, o periodich 7} a T,. Tu neni Z4dnym
omezenfm vSeobecnosti, kdyz pfihlizime pouze k rozdilu faso-
vému obou kmith, pfedpoklddajice, Ze v okamziku nullovém
na pi. kmit prvy pravé zatéind, kdezto kmit druhy jest o fasi
& nebo o dobu v napted.

Patrné jest

dle kterézto rovnice mizeme vidy z rozdflu fasového & rozdil
casovy = anebo naopak poéftati. RovnéZz miizeme predpoklddati,
Ze sméry kwitové jsou k sobé kolmé; ukde se ostatns, Ze
piipad vieobecny, kdy jsou k sob& jakkoli §ikmé, nenf podstatné
od onoho zvlistniho rozdilnym, a Ze vysledkd, jichz pro tento
piipad nabudeme, lze pouZiti i pro onen vieobecny, kdy jsou
kmity jakkoli rdznosmérné. '

Sméry kmitové budtez X’X a Y’Y; prvy rysujeme od levé

k pravé, druhy z dola vzhiru, poklddajfce je v tomto s.my'slu
za kladné, v opatném za zdporné. Dle pravidla geometrického
setitani elongaci jsou pak elongace tyto pravouhlymi soui-a(!-
nicemi pro vyslednou polohu bodu kmitajictho; proto, dle zpi-
sobu analytické geometrie, zavedme pro elongace tyto oznaten(
x ve sméru X’X a y ve sméru Y'Y, potitajice je od spoletného
priseku O obou téchto sméri; podobn& pak pro amplitudy
oznaenf a ve sméru X’X a b ve sméru Y’Y. Rovnice obou
kmitd jsou pak

si 715t
r = asin ¢,
T]

2 \
—bsin (35 + ¢&).
¥ (T2 + )
Kmit ve sméru X’X pokliddme jakoby za zdkladni, kmit
ve sméru Y'Y za pridrufeny. M4-1i z obou periodickych pohybi

ve smérech téchto vzniknouti vysledny pohyb opét periodicky,
musi periody 7, a T, a tudiz i kmitoé&ty

1 1

o= ~ — N,
T, " T, i
byti souméfitelné. Zavedme pro jich pomér oznaleni n, pisice
Tl ety el ‘N2
e

Akusticky vznikaji obéma kmity tony; pomér n znati pak rela-
tivni vy$ku tonu druhého vzhledem k prvému jako zdkladnfmu.
Tato byva vyjidiena pomérem dvou — obytejué malych —
celych &fsel p a g, jez jsou relativni prvodfsla, tak Ze jest

q

n_=-——.

p
Dle akustického zpsobu — kde ton zdkladnf jest vzdy
tonem niz¥im — predpoklddejme

: n>1, q=>>p.

Jest pak ) :
pT, = T = qT,
P 1 __ g,
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i zna¢f T periodu, N kmitoZet vysledné vibrace. Zavedouce' tuto
periodu do rovnic hotejsfch, obdrZime:

g 2%
x:asmp—Tt,

; 2
y:bsm(th—l—s).

Pro vyklady nésledujici jest vyhodno rovnice tyto formdlné
co nejvice zjednodusiti. Zavedme predevsim na misté promén-
livého ¢asu ¢ thel ¢asomérny & dle definice

Déale povsimnéme sobé, Ze soufadnice z, ¥ jinak nepri-
chézeji nez vzdy jen v poméru k amplitudim a, b; zavedme
tedy ¢isla pomérnd, piSice

R Yy _
a—§, ek &

Tak obdrzime zcela jednoduSe

& = sin p?,
1 = sin (¢9 + ¢).

Rovnice tyto, platice soutasné, vyjadfuji jiz rovnici kmi-
tové kiivky vysledné pomocl tfeti nezdvislé proménné o ; tuto
dluzno vylouditi, mé-li se zjednati rovnice ve tvaru obytejném,
jako relace mezi pravoihlymi soufadnicemi & a 7. Nic nevadi,
e soutadnice tyto jsou jakoby provisorn, uddvajice odlehlosti
bodu od os soufadnicovich méfené v piisluSnych amplituddch
a, b jako jednotkdch. Zavedouce viak soutadnice tyto, docflfme,
jak z nisledujfcich dvah dobfe vysvitne, zna¢ného zjednodusen{
a lepstho rozhledu ve vypottech; oviem pak dosazenf soufadnic
definitivnich z, y, jeZ se provede az ve vysledku zdvérecném,
netini prazddnych obtiz, a neménf vysledek v jeho podstaté
pranic. Konstantami a, b urcuji se blize jen rozmeéry vysledné
kiivky v ptislugnych smérech, neméni se viak nikterak jeji po-
vala, asi tak, jako se polomérem kruhu uruje jenom jeho
rozmér, pii temz povaha kruhu zlstivd nezménénou.

11

~ Zddlo by se byti nejjednodussim, v rovnicich
& = sin 298,
7 = sin (¢ + o),
1'9zvésti vyraz n ve dva stitance; tim by se objevily funkce
sinus a cosinus. dhlu nédsobného. Jest: zndmo, Ze lze funkce
tyto vyjddriti tymiz funkcemi dhlu jednoduchého. Je-li « libo-
volny thel, % ¢islo celé, plati vzorce ndsledujiei :

sin ko = ( 1) cos* g sin ¢ — (3) cos* 3 « sin «®

By A
+(5)cos~°asm"a—-...

k
cos ke — cost &« — (2) cos* 2 ¢ sin’«
k .
- (4) cos** asin'a — . ..

Vzorce tyto maji platnost vSeobecnou, pro. &islo % jaké-
koli; je-li viak toto Cislo celym, pak se Fady zakonéi, ponévadi
; S R ky ok k .
v binomickych koefficientech (} ), (2) S v‘( 3.), . . . ‘objevi se
koneCné Cinitel & — %, ktery jest — 0. - Na  pravo ‘ptichdzi
funkce sine a cos e soutasné. Jest vSak mozno vyrazy tak
upraviti, aby ztstala funkce bud jen cos e nebo jen sin e.
Pro- tcely naSe, kde ve vyrazech pro -& a''q pi'icl'}iizi
funkce sinus, jest vyhodn&j§i tuto podrzeti. Polozme tedy
Nt
sin &« = u, cose = (1 — u?)®,
Vzorce hotejsi nabudou pak tvaru
& k—1 ] k-3
o s 9 T2 ] P T
sin ke _(1)(1—u) % — (5)(1 —al) te

k—5
k

H(Eja—n T



k k k=2
coska = (1 — ) *— () (1 —u?) T
k—4

()am T

Do vzorch téchto vstupuji tedy exponenty ‘lomené %, k—g—l— ,
k—2 ’

g1y COL by formdlné znamenalo, Ze vyrazy stdvaji se
irrationalnymi. Vskutku jest v8ak pro jisté celé &islo % jen
jeden z obou vyrazii irrationalnym, druhy vSak rationalnygm.
Je-li totiz % ¢&islo celé liché, jsou exponenty ﬁ2:—1, k2_—2 ,
g

s 5 -5—7 ... vlastné celd ¢&isla, tudiZ vyraz pro sin ke ratio-

nalnym, pro cos ke vSak irrationalnym. Naopak, je-li & ¢&islo

: E—2 k—4
o g
vyraz pro cos ke rationalnym a ovem pro sin ke irrationalnym.
Pro tdkol nd$ jest dileZito, abychom pracovali jen vyrazy ratio-
nalnymi. Zavedme oznaleni zkricené

sudé, jsou exponenty —2]‘3, celd tisla, tudiZ

9 (4, k) = ({0) (1—“2)_;—%* (g) 1— u,z)‘% u® 4.

k k-2

P (u, lc):(l—u?)f— (;)(1—u2)_2u2+---

Funkce ¢ a v jsou tedy funkce rationalné, a to ¢, je-li
k ¢tislo liché a v, je-li & &islo sudé.

Pro urtitd ¢isla % 1ze mocnénf na pravo vykonati a vyraz
upraviti dle stoupajicich mocnin velitiny «. V ndsledujicim
jsou uvedeny vzorce pro hodnotu % od 1 do 9, jak jest pro
utely akustické postalujici.

@ (u, 1)= sine —u .

@ (4, 3) = sin 3a = 3u — 4u®

@ (4, ) = sin ba = bu — 20u® | 16u°

@ (4, 7) = sin Te = Tu — H6u® — 112u® — 64u’

@ (u, 9) = sin 9o — Yu — 120u® 4+ 432u® — HT6u” + 256u?,

a podobné
P (u, 0)= cos0 =1
¥ (u, 2) = cos 2a = 1 — 2u?
¥ (u, 4) = cos 4o = 1 — 8u® - Bu'
¥ (u, 6) = cos ba = 1 — 18u” 48ut — 32u®
¥ (4, 8) = cos 8& = 1 — 32u® | 160u* — 956us + 128u®.
Vieobecné jest pro % liché

k(k*— 1%
@ (u, k) = sin ko :ku——(——3T~lu3+

- k (k2 —1%) (kz—k?,;) v (k2= 6—2") -

a pro & sudé
2 %2 (k% — 92
¥ (u, k) = cos ke zl—mu"+~—g-4—l——) ut— .o
92 (2 — 42 270t
+k2(k2 22) (k2 —42%)... (k*— k—2 )u".
= k!

Kdybychom vsak dle vzorcd téchto v rovnicich pro Eanq
vyjadtili funkce sinpd, sing#, cos q¥ hodnotou sin &, obdrzeli
bychom v obou vyrazech Yady, z nichz & eliminovati bylo by
vieobeené velmi obtiznym. Vyhodnou cestu ukazuje vdak formainf
eliminace ndsledujicf. Pisme rovnice pro §ay ve formé

arc sin £ = pd,
arcsin g = g9 4 &.
Nésobice hofejsi rovnici koefficientem ¢, dolejsi koeffi-
cientem p a odettouce hofejsi od dolejsf obdrzime
p arc sin ) — q arc sin £ = pe.

Spoletny thel pg® se vyloutil. Tim jest jiz teteno, Ze dluzno
zavésti tento thel pg®, ktery jest nejmensim spoleénym ndsobkem
ihlu p& a ¢& a potom vhodné uZiti vzorcd nahofe uvedenych.

IIL.

K pivodnim funkcim
=sinpd, VI —E = cosp?,

n=sin(¢% + &), VI—7*=cos(g®+¢)



zavedme nové, pro thly p- a ¢ -ndsobné, Setifce zkréceného
oznacen{ @ a v funkei v piededlém odstavei zavedenych,

9 (£, ) =singp?, ¥ (€, 9) —cosgpd .
@ (n,p)=sinp(gd+e), (1 p)=cosp(g?—+e)

—_—— 2 2
v &ED+IE D=1
EERIET S a———
9 (n,p) + v (,p) =1.
Pak jest, rozvedeme-li,
@ (n,p) = cosps. 9 (£ q) +-sinpe. ¥ (5, @)
¥ (n,p) = cos pe. ¥ (£, ¢) —sinpe. 9 (£, 9).
Rovnice tyto stanou se rovnicemi kiivky, kdyz jests funkce
¢ (& 9) a ¥ (§ q) vyjddtime proménnou £ samou, Setifce pii tom

pozadavku rationalnosti; dle tohoto poZadavku, ktery souvisf
s ofdzkou, Zda &slo p neb ¢ jestliché neb sudé, zatidime privé

volbu bud funkce, @ neb funkce ¥.

1. Budiz p liché a ¢ téZ liché; pak jest funkce @ (p)
a @ (¢) rationalnd, nikoli viak ¥ (p) a ¥ (q); podrzice tedy ony
rationalné, piseme:

@ (,p) = cospe . ¢ (£, ¢) +sinpe VI — [¢ (£, 9))’
anebo v udpravé zdvéretné
S Y | —_—2 .
9 (& 9 — 29 q). 9 (n,p) cosps + ¢ (1, p) = sin’pe,

coz jest hledand rovnice kfivky.

2. Budiz p liché, g sudé; pak jest funkce ¢ (p) 2 P(q)
rationalnd, nikoli v8ak @ () a ¥ (p); podriice tedy ony rationalné,
obdrzfme :

¢ (n,p) = cospe . YT —[¥ (€, )]+ sinpe . ¥ (§,9)
adé]o_o v 'l’ipravé zdvéretné :
V&9 —2v¢ (). 9 (). sinpe -9, p) = cos?pe,

coZ jest téZ hledand rovnice kivky.

3. Budiz konetnd p sudé, g liché; pak jest funkce ¥ (p)
a ¢ (g) rationalnd, nikoli viak @(p) a ¥ (q); podrzice tedy opét
ony rationalné obdrifme

¥ (1, p) =cosps. \T— [ (, ¢)]*— sinpe. ¢ (&,q)

anebo v tipravé zavéreiné

——2
PED 4290 - ¥ (0.p)sinpe + ¥ (7,p) = cosPpe,
coz jest opét hledand rovnice kiivky.

Sestavme ptehledné rovnice vysledné kiivky kmitové:
1) p liché, g liché:

——a —_—
9 (& a) —29(&,9). 9 (1,p) cosps + @ (1, p) = sin’pe ;
2) p liché, g sudé: .

T—
V(& Q) —2¢ (& 9). 9 (4, p)sinpe + (7, p) = cos?pe:
3) p sudé, ¢ liché:

;Tg{f.*. 29 (¢,9) . ¥ (n,p) sinpe + ¥ (n, p) = cos? pe.

Pozorujeme v upravé rovnic tplny souhlas: pr j
také vzhledem k soufadnicim £, 7 stll)xprz,é stejngig’](,). pl\(’):ﬁle{isgrg
]v< tomu, Ze funkce o (u,k) i ¢ (u, k) jest stupné %-tého, majf
ttverce funkei pro § stupeii 2g, pro » stupen 2p, a s;)uéiny
funkei pro ob& proménné stupen p - g. Ponéva(fi jest pak
q'>p, Jest rovnice celkové stupné 2¢-tého. K soudinu pfistupuje
f':mltel (nehledic ke znameni) bud sin pe nebo cospe; na pravb
jest pak cos®ps nebo sin’pe. V uréitych pripadech ’jsou ¢isla
p,eq dand; jsou to konstanty. Naproti tomu rozdil fasovy &
miZe byti ménlivym. Vzhledem k tomu obdrzfme pro ménfcf se
& celou fadu ktivek, jez vechny ndlez( dohromady, tvotice sou-
stavu vyznalnou pro uréity relativn{ kmitocet ».

Ze vBech kiivek kazdé takové soustavy vystupuj
v poptedi dvé krivky jakoZto zvldat typicks. ?I,ednya zprlllgf‘,h ijssi
soun.lérnou k jedné i druhé ose soufadnicové; budeme ji
zvéti . kitivkou soumérnou, symmetrickou, (par excellence). Druhd
pak _]'est kfivkou jakoby dvojitou, kterou toti kmitajici bod
v periodé T probfhd dvakrdt, tak Ze jejf stupeii jest poloviénfm
toho, ktery maji kFivky ostatnf; jest tedy ktivka ta zvrhlou
degenerovanou. ,



Kiwka symmetrickd vznikne, kdy% koefficient soudinu funkei
@ neb ¥ v analytické rovnici se stdvd nullou.
Jsou-li ¢isla p & g ob& lichd, nastdvd p¥ipad ten pro
cos ps = 0, sinps =+ 1,
tedy o
pe=(2k+1)7,
z Cehoy
& _ v __ 241

29'5_—T2— 4p

sin pe = 0, cos pe — + 1,

tedy
pe = 2k ._%,
z tehoz
LA
27 -Tz 5 4p

Pfi tom jest £ =1, 2, 3, 4 aZ do toho &f j

_ Ly 2; L isla, pro které

jesté & < 2m, Cili T << Ty, tedy ; o
%k + 1

2k
1 resp. —o_
7 < resp. <L,

V hotejsich ttech pripadech utvaii se tedy rovnice ki
i krivk E
trické ndsledovné: y IIVKy symme
1) p liché, g liché
—— 2 —
9+ mp) =1,
2) p liché, ¢ sudé
: e B 2
\ vED+9mp) =1
3) p sudé, q liché

w@,@akw(%ple.

Rovnice jsou vzhledem % tisedce & stupné 29-tého, vzhledem

k poradnici % stupné 2p-tého; ob& proménné jsou v rovnicich od
sebe oddé&lené.

Krivka degenerovand vaznikne, kdyz. koefficient soutinu
funkef @ neb ¥ v analytické rovnici stdva se rovnym jednicce;
nebot pak vznikne na levo rovnice uplny Ctverec, kdezto ¢len
na pravo stivd se nullou.

Jsou-li tisla p a g obd lichd, nastivd pfipad ten pro

sin pe = 0, cospe = + 1,

tedy
T
pE = 2k . ’2‘—,
7 ¢ehoz
L P4
or T, 4p

Je-li véak z &isel p a g jedne liché a druhé sudé, nastdavd
piipad ten pro

cos pe = 0, sinpe =+ 1,
tedy

pu:@h+n%,

z CehoZ
& Tt _ 241
T, 4p
kdez &k m4 tyZz vyznam jako dfive.
Jest patrno, Ze pripad kifivky degenerované jest komple-
mentdrngm k pripadu kfivky symmetrické.
Rovnice k¥ivky degenerované — kdyz provedeme odmocnént,
pidfce ji jakoito ktivku jednoduchou — jest pro ptipady na-
hoie vyttené:

1) p liché, g liché

@ n,p)=x9¢q);
2) p liché, ¢ sudé

o(mp)=xv(¢9;
3). p sudé, ¢ liché

V(0 =F 9 (&9



Jak vidéti, - dvojitost znamenf koefficientu cospe = 41
resp. sinpe = + 1 — kterd pfi kfivce symmetrické ndsledkem
zdvojmocnéni neméla vyznamu — piijde zde k platnosti; obdrzime
tedy tutéz krivku degenerovanou ve dvoji poloze. UvédZfme-li,
Ze jest @ funkce lichd, ¢ funkce sudd, t. j. Ze plati

P(—w)=—9 ) ¥(—u =7,

pozorujeme ihned, Ze v ptipadu 1) kfivka jednotlivd nema osu
soumérnosti, ale Ze jest jeji druhd poloha soumérnou k po-
loze prvé vzhledem k ose Y’Y; v piipadu 2) md kazdd z obou
degenerovanych kfivek osu Y?Y za-osu soumérnosti a mimo to
jeji poloha druhd jest vzhledem k ose X’X soumérnou k poloze
prvé; koneing v piipadu 3) mé kaZdd z obou degenerovanych
kiivek osu X’X za osu soumérnostia mimo to jeji poloha druhd
jest vzhledem k ose Y’Y soumérnou k poloze prvé.
. Dosazovati do vSeobecnych rovnic, jak jsme je nyni ob-
drzeli, za funkce @ a y piislu$né fadové vyrazy a do téch zase
hodnoty % a —‘Z— za £ a 7 ru$ilo by pfehled a neposkytovalo by
z4dného pozndnf nového. Jinak jest tomu, jsou-li za p a q déna
urtitd ¢fsla; pak lze rovnice nalezené, jakoby schematické, vy-
plniti a tak zjednati rovnice tvaru obvyklého, coZ necinf jiz
Zadnych obtizi. _

Uréitymi priklady objasni se zdroveii vysledky zde vieobecnd
odvozené. Provedeme dukol tento v souvislosti s methodou
grafickou.

IV.

Dilezitym dopliitkem k vykladdm odstavce piedeSlého jest
methoda, kterouZ se tikol, jak Ize vibrace k sobé kolmé sklddati, Fresf
graficky. Zptsob, jakym se methoda tato provddi, zaklddd se na
tom, Ze jednoduchy pohyb kmitavy jest priimétem rovnomérného
pohybu kruhového; dle toho zafidi se pro uréity tikol price
pripravnd, po niZ vlastnf grafické feSenf jiZ jednoduSe pokratuje.

Pro piipravnou prdci narysujeme -piedeviim dvé k sobé
presné kolmé pifmky, jednu X’ X pro kmity amplitudou a na
pt. smérem od levé ruky k pravé, druhou }”Y pro kmity

amplitudou b ve sméru z dola nahoru, tak jak obyCejné se ry-
suji osy soufadnic pravodhlych v roving. Kolem priiseku obou
téchto zdkladnich ptimek opigeme poloméry a a b dva soustiedné
kruhy, a rozdélime jich kvadranty, onémi zdkladnimi primkami
vznikajicf, na vhodny podet stejnjch dili, na pf. 6 nebo 9, na

-------------
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Obr. 2. Piipravnd sif pro obrazce Lissajousovy pri amplituaacn stejnych.

nejvySe 12; lépe jest voliti mensi potet dilt, aby se vykres
nestal neptehlednym, a radgji pti préci dalsi interpolovati. Spoju-
jice pak piislusné délici body v jednotlivjch kvadrantech ve-
deme primky k oném dvéma zakladnim X’ X a ¥’ ¥ rovnobéiné ;



piimkami témito protinaji se oba priméry o délkich 2@ na
pifmee X’ X a 2b na pfimce Y'Y v bodech, jimiz se urtuje po-
loha bodu kmitajictho ve fasich &asové stejnd odlehljch, totiz
v intervallech %, %, ZTEE’ dle toho, zdali kruhy byly déleny na
24, 36 neb 48 dili. To plati stejné o kmitech ve sméru X’ X
i ve sméru Y Y pro jakykoli relativni kmitotet »n. Tim jest
vykondna prdce pfipravnd; vznikne sit, jak ji zndzorhujf obrazce
1. a 2.; prvy pro amplitudy a, b rizné, druhy pro amplitudy
a = b stejné.

Zbyvé pak jedt& voliti differenci fasovou & Vzhledem
k tomu, Ze kmity ve sméru X’ X amplitudou @ pokldddme za
zdkladni, s nimiZ druhé kmity ve sméru Y’ ¥ amplitudou b sro-
vndvime, jest rozumno stanoviti, e v okamziku nullovém ¢ = 0
kmit ve sméru X’ X zaéind, kdezto kmit ve sméru Y'Y jiz zacal
a jest napfed ve fasi e. PFi tom jest zde jednodudsi, na mfsté
ihlu & zavésti rad&ji dobu z, o kterou kmit ve sméru Y'Y jest
napfed. Tato doba stanovi se pak rad&ji relativng, vzhledem
k celé periodé 7,, ponévadz pomérné &islo % zdroven jest po-
mérnym &islem rozdilu fasového & vzhledem k plnému dhlu 2,
dle rovnice jiz df¥fve uvedené

T . &
T,” 2’
Ponévadz pak celd doba vibratni 7%, jest jiz rozdélena na jisty
pocet dild, na pf. 24 (analogicky jako 24 hodin za den), voli se
vyhodné
Wy, e 28
Ly 247 24 ot "

a podobné, kdyby T, bylo rozdéleno na jiny poédet dild.
Volbou rozdflu ¢asového z uréena jest pro okamZik nullovy
zatdteéni poloha kmitajictho bodu, od kteréz kiivka zadind. Jde
pak o to, .§tanoviti pro hledanou tuto kiivku dostateény podet
bodd, aby jimi ktivka s jistotou mohla byti vedena. K cili tomu,

vychdzejice od oné zatdtelnf polohy, postupujeme na siti
krokem ddle; postup od jedné délfci pifinky k druhé znagi jakoby

krok. Jsou-li kmity stejnodobé, t. j. » =1, jdeme vzdy o jeden
krok v pravo a o jeden nahoru, natez se poloha bodu kmita-
jictho oznaéf; opét jeden krok na levo, jeden nahoru, atd. po
ptipads té% ve sméru zpdtetném. Je-li vibrace ve sméru zdola
nahoru o kmitottu dvojndsobném, t.j. » = 2, jde se od oné po-
lohy zaddtetni jeden krok ve sméru od levé k pravé, ale dva
kroky ve sméru z dola nahoru. V3eobecné, je-li n = %,jdeme
p krokl ve sméru prvém, ¢ krokd ve sméru druhém, poéinajice
opét od té polohy zatdtetni, kterd je urtena rozdilem &asovym .
Jsou-li ¢fsla p, ¢ ponékud velikd (na p¥. 4, 5, 6), jest vyhodno,
misto krokii celyech potitati kroky polovién{ a interpolovati, aby
jednotlivé body hledané kiivky nebyly od sebe daleko.

K predb&znému objasnéni toho, co zde Feteno, jest v obr.
1. a 2. na pravo na siti pripojena konstrukece ktivek Lissajous-

ovych pro hodnoty = = O (kiivka plné vytazend) a v = —41: (ktivka

tdrkovand), a to v obr. 1. pro =1, v obrazci 2. pro n =3.
Mimo to jest v obrazei 1. proveden jeSté pifpad n» =1 pro

T = a to tak, Ze jsou jen jednotlivé body k¥ivky ¢€ili jedno-

—8—)
tlivé polohy bodu kmitajiciho oznaceny.

V odstaveich ndsledujicich jsou pro jednotlivé Eiselné ho-
dnoty relativniho kmitoétu n = —Z— obrazce Lissajousovy ryso-
viny. O jich uspotdddni budiz vSeobecné poznamendno nésle-
dujfef. Ve v8ech pifpadech jest uspofddani obrazeid zaloZeno tak,
aby vynikly zdkladni jejich typy, stanovené podminkou

8in pe = 0, cospe = 0.

Tyto typy tvoil zaldtek a konec serie obrazcli. Jsou vSak kre-
sleny serie dvé nad sebou; to proto, ponévadi se vidy jeden
z obou zdkladnfch typi ukazuje ve dvou soumérnych polohdch,
bud prvy, pro ktery jest sin ps¢ =0, nebo druhy, pro ktery jest
cos p& = 0; soumérnost plati pak bud vzhledem k ose X’X nebo
vzhledem k ose Y’ Y; to Fidi se Cislem » a vynikne pékné svym
uspotdddnim nad sebou. Vedle typl zdkladnfch jsou pak ryso-
vany obrazce prechodni, jeZ maji néco z jednoho a néco z dru-



hého typu, blizice se bud jednomu neb druhému. Jest velmi
poutno tyto piechody studovati. Kdyz kmit zékladni, o periodé
T, ve sméru X’ X zatind, jest kmit pridruzeny, o periodé T,
ve sméru Y'Y o dobu 7 napfed. Pod kazdjym obrazem jsou

udiny tiselné hodnoty poméru % (ktery jest tyZz jako :;;), pro
2

ktery obrazec vznikd. Jest vidéti, Ze tyZz obrazec se opakuje
nékolikrdte pro riizné ony hodnoty (pfi éemz zistivi z << Tss
e<<2m); proto jest tfeba tyto hodnoty, jak dle fady arithme-
tické jdou za sebou, sledovati, aby souvislost obrazcii a jich
piechody dob¥e vynikly. KdyZ se tak obrazce studuji, ukdze se
zdroved, Ze se tytéz k¥ivky, zejména sloZitéjsi, pti riiznych onéch
éiselnych hodnotdch opisuji v riizném smyslu.

P¥i tomto rysovdni obrazcéi Lissajousovyjch naskytd se ka-
#dému podobnd otdzka, jako pii rysovani diagrammi pro skladéni
stejnosmérnych vibraci. Rozméry cbrazce souvisi s volbou am-
plitud @ a b, nikoli sjich absolutni, nybrz s jich relativnf veli-
kost{. Mohly by se voliti stejné, a=2b; aviak tu vznikajl
krivky — jako v obr. 2., kde jest n =3 — které ¢inf rozhodné
dojem nepiirozenosti, jsouce v jednom sméru jakoby sraZené,
v druhém roztihlé. Podminka a — b znalf akusticky, Ze tony,
pii nichz ony kmity studujeme, jsou stejné intensity. Podminka
takovd nesrovndvd se z pravidla se skutecnosti, kde tony vySsf
jsou slab§fmi svou intensitou nad tony vys§f. Dle toho bylo by
nutno, amplitudu b — vyjimajic unisono — voliti mensi. Aby
pak zde vyloutena byla jakdkoli nahodilost nebo liboviile, pro-
vedeny zde obrazce Lissajousovy dle zdsady vyjadiené rovnicf

a2

= n,

kterouz se stanovi, Ze ton n-krdte vySf jest n-krdte méné inten-
sivnf ne# ton zdkladni. Volbou touto jest pro obrazce zjedndn
urcity zaklad, a jest také vidéti, Ze se jim pro rozméry obrazcil
v obou smérech ziskdvéd jistd piimétenost.

Aby se téZe sité dalo pouziti pro piipady rozmanité, ne
kresli se ktivky do siti samych, nybrZ na prisvitny papir, ktery
se pres sit polozi, kiivky rysujf se pak z jednotlivfch bodd
grafickou interpolaci.

pro ¢ sudé

g I{YS.(?vati obrazce Lissajousovy jest nejen ddlezito, aby se
duklevulnéjl pozn'aly a hloub v pamét vstipily, nybrz té% zajimavo,
aspon pro. kazdého, kdo md pochopeni pro geometrickou pravi-
delnost a thlednost.

L'

Budiz n &islo celé, tedy n=1, 2, 3, .
zovou se tony o této relativni vySce harmonickymi.
Pfihlizejfce k obecnym tvahdm analytickym, polozime

V akustice

v pifslusnych rovnicich, kde piichazf relativnf kmitotet n — 2

bl
specialné p = 1.
Tim jest
o) =9 )=1="17.

Je-li tedy g liché, obdrzime rovnici kfivky vysledné

P& ) —29& q) .y cos & + y?% = sin%¢;

pak-li jest ¢ sudé, obdrifme rovnici ktivky vysledné

V(& D) —20(& 9.y sin & - 5% = cos?e.

Jednoduchosti svou vynikd tu ktivka degenerovand, kterdz

jest uréena- rovnici:
pro ¢ liché

"]:iq’(§7 (1)1

==+ (¢, 9.

Kiivka jest tedy poviechné parabolou stupné g-tého.

Projednejme nyni urtité piipady zvlastnf.

I. Budiz n =1. Zde jest

o g=t=2

a k]

tudiz rovnice kiivky vysledné

§* — 2&ncose -+ n* = sin?e



anebo v souiadnicich plvodnich

x? x Yy 3
-2 _.ZL Y _ in?
o P c085—|—b2_S111 e

Rovnice ndleif ellipse. Ze dvou k sob& kolmych vibraci stejno-
dobych vznikd tudfZ vibrace elliptickd.

Krtivky typické obdrzime pro hodnoty

2
o, T’

3
4

L
4

8
2 7z

Obraz 3. Lissajousovy obrazce; unisono (i) .
Dolejsf hodnoty stanovi kfivku symmetrickou

x2 ?/2
a? i pEE 1,
hotejsi pak kfivku degenerovanou

yZiix-
a

Obrazec 3. poddvd piehled zmén, jaké vznikaji, kdyZ hod-

& T . ; 1
noty poméru % T, se postupng ménf, v intervallech 5 od

0 do 1; intervall jest volen tak, aby mezi kfivkami typickymi
byly jesté dvé prechodni. Pii nmendhle rostoucim z neb & zatind
serie obrazd kfivkou degenerovanou v poloze prvé, prechdzi ke
k¥ivce soumérné, touto zase k degenerované v poloze druhé,
natez ve zpétném pofddku k pivodnf.
2. Budiz » = 2. Zde jest
; 2

vE D=1 =1—"0,

a rovnice vysledné kiivky

(1 —g;;)a—— 2 (1—2;;} %cosa+!£": sin? &.

Kiivky typické obdrZfme pro hodnoty

2
R lO, 4’
2 — T, ' o e 38
42 ind
Zde naopak hotejsf hodnoty stanovi kiivku symmetrickou
21,2 2 2
(1—=5)+5=1
¢ili
y?  4x*  4xt
b a? a*’
dolejsf pak parabolu
D2
=+ % =1~ 2_1:2_ :

Kiivka symmetrickd oznatuje se tasto jako lemniskata (od
Anuvioxog 6 stuha, klitka), ale nesmi pak byt stotoZnovdna
s lemniskatou, jez jest zvlastnim pifpadem kiivek Cassiniho;
nebot tato jest urtena jedinou konstantou a, majic za rovnici

(#* + )t = o (& — 9"
kdez @ ma ty% vyznam jako pii naSi lemniskaté (poloosa); pfi

této vSak rozhoduje jesté konstanta b; ale i pii b =a jest
rovnice obou téchto tak zvanych lemniskat zcela rozdilnou.



Jak se serie obrazc utvaif, kdyz ¢ a v postupné se méni,
objashuje obr. 4. Rada zde zaéfnd kfivkou soumérnou, pokra-
¢uje k parabole v prvnf poloze, jde zpét ke kiivece soumérné
a postupuje k parabole v druhé poloze, odkud se opét vraci ke
kiivce soumérné. Pofadi obrazci jest kresleno v intervallech

= jako v pifpadu ptedeSlém.

7 1 é 10 2

7z ra 7z 1z v

3. Budiz n = 3. Zde jest

s 3z 42°
? (£ 3):3’5"453:‘5——?,
a rovnice vysledné krivky .
3r  4x° 3r  4x%\y gyt
(—a———-a—s) (7“— aq)bwsa+b2_sm e

Krivky typické obdriime pro hodnoty

Ilotejsi hodnoty stanovi jakozto kfivku degenerovanou
parabolu stupné tietiho
4+ ¥ 3z 4x°

S e ey

—b @  a

dolejsf pak kiivku soumérnou

R T
()=

a

Jind forma rovnice této jest

kterd mé tu formdlni vyhodu, Ze uddvd ihned priseky kiivky
s osou uselek. Kfivka md tvar jakoby dvou lezatych osmidek,
jez jsou u prostted slouceny tak, ze zbyvajijen dva body, v nichz
se vétve kifzi.

Obr. 5

Obr. 5. zndzoriwuje postup kiivek pri rostoucim & a r; za-
¢ind se parabolou v prvé poloze, pokraéuje skrze kiivku sou-
mérnou k parabole v dvuhé poloze, odtud zpétnym postupem
skrze krivku soumérnou opét k parabole v prvé poloze. Pro
pomeér 5;1: = %2 volen opét intervall é

Prfklady uvedené dostadf. Snadno lze jiZ posouditi, jak
se véc md vSeobecné, kdyz si pfedstavime, jako by rozdil fa-
sovy se ménil nepfetrzité. Je-li ¢ liché, podobd se zména
obrazcli jakoby oscillaci od paraboly v prvé poloze skrze ktivku
soumérnou k parabole v druhé poloze a zase zp&t. Je-li ¢
sudé, vychdzi tato oscillace od kiivky soumérné, jde k parabole



v prvé poloze, pak zpét ke kiivce soumérné, odtud k parabole
v druhé poloze, pak zase zpét ke kiivece soumérné.

Diskussi kfivek opomineme, ponévad% pohled na obrazce
‘stati a ponévadZ provésti diskussi takovou analyticky — dle
zndmych pravidel — nedinf obtiz{ Zddnych.

VL.
Prejdéme ddle k p¥fpadim, kde » jest &islo lomené.
: 3

4. Budiz "=, tedy p =2, ¢=23; sem ndlezi tedy
vSeobecnd rovnice (p sudé, g liché):

9 0"+ 29 & 9). ¥ (1, p) sinps + ¥ (3, p)* = cos? pe,
do kteréz dluzno dosaditi:

4 3

v 9 =3 —ap =24

2 2

vy 2)=1—292= ——b‘—yz—

Krivky typické obdrifme pro hodnoty
2 4 6

& T 0 = —i -,
9;:7;:{’_1_ Sk Ve By
8 8 AR

Hotejsi hodnoty urtuji kfivku symmetrickou

3 4.1932 222
o Rl =) =

¢ili

dolejsf pak kiivku degenerovanou
297 x 4z
TR —5)

Postup obrazet pii rostoucim & a = znizorfiuje obr. 6. Rada

zatind kiivkou symmetrickou, pokracuje k degenerované v prvni

poloze, vraci se k symmetrické, pokratuje k degenerované v druhé

poloze a zakontuje symmetrickou. Ktivky jednotlivé kresleny

pro intervall —2% = —;T takovy, aby mezi obé kiivky typické prisly
2 .

jests dvé prechodnf; v predelfch pifpadech byl tento intervall

e .. 1
zde nutno k témuz cili voliti 53"

]
1B}

9, 23
ﬁ‘ 12% 4:/:‘ 2

L. L, n, 2
% o' U

3 3 3
Obr. 6. Lissajousovy obrazce; prima a kvmta(—é—)-

5. Budiz n = % , tedy p = 3, ¢ = 4; (akusticky prima
a kvarta). Uzijme tedy vieobecné rovnice (p liché, ¢ sudé)

—_— —2

¥ D) — 20 (& q) - 9 (1, p)sinps + ¢ (1,p) = cos’ps,
do kteréz dosadime

/ 8«2 | 8z
. 3y 4y*
o(m,3)=3m—4n*= — 35"

Krivky typické obdrifme pro hodnoty

B It e Vg T iy
e _v_ |0 g 127, 17, 127 127y
2n Py B’ 12’ 13’ 12’ 12’ 12

9 4 6 8 10 1



Hotej§i hoduoty stanovi kfivku symmetrickou

o

dolej8i pak kiivku degenerovanou

3y 4y? 8x?

8
i P =l i ey

Obr. 7. predstavuje serii kfivek pti rostoucim & a 7. Rada zatind
kiivkou soumérnou, pokratuje k degenerované v prvé poloze,

: 2,1 .1,
'''''' 36 363636

L 8 30 49 e3 31,35, 8 10 20, 22 3t 34
¥ % 5% 5% 5% %% %5t

Sbias H 4
Obr. 7. Lissajousovy obrazce; prima a kvarta(?)-

viacf se k soumérné, pokratuje k degenerované v druh¢ poloze.
vraci se k soumérné, a tento postup opakuje se jesté dvakrit,
Aby mezi kiivkami typickymi byly dvé piechodni, jako vzdy

& T e . 1
%_ﬁ voliti hodnotu 36"

difve, nutno pro intervall
6. Budiz » = —;)— (akusticky: prima a sexta), tedy p =3,
¢ = b; sem néleZ{ rovnice vSeobecnd (pigq liché)
2 ——
P (& 9 —29 (§9). 9 (7, p) cospe + ¢ (3, p) =sin’pe,

kde dluZno dosaditi

. " ’
¢ (§5) = 5§ — 208" |- 1680— 2% _ 20¥ | 162
" a a' ad
3 493
9,3 =8y —dpp =2 _ 2.
b b
Krivky typické obdrzime pro hodnoty
2 4 6 S 19
éé‘t:%f 0’—1‘»{5,3 E’5 §’7 E’g ’1*5711 1(
B 12’ 12’ THEET K 5 5

Hotej8f hodnoty stanovi kiivku degénerovanou

By 4y’ bx  20z* | 162°
aa s = uenkrcah oy

dolejsf pak kfivku soumérnou

(51: 20* 16:?:5) 2+ (3__1/“ %y_“‘) ‘5: L

2. u NN NN
336 35 365636 363636 356

bl AT A0 8 Y 4. ,8 16 28
3636 '36"36° 36" 36 ﬁ"J{;’éi‘%’%‘%

Obr. 8. Lissajousovy obrazce; prima a sexta(—i«}-

Obr. 8. pfedstavuje postup kiivek pii rostoucim & a z;
serie za¢fnd krivkou degenerovanou v prvé poloze a prechdu
kiivkou soumérnou k degenerované v druhé poloze a zase zpét
kiivkou soumérnou k degenerované v prvé poloze, a tento



postup opakuje se tiikrdt. Pro intervall 2%«:—;7 volena jako
1 2

v pifpadu piedeslém hodnotagg-
o §. % 5 ’ ;
7. BudiZ koneéné n — T (prima a tercie), tedy p =4,
g = b; vieobecnd rovnice sem ndlezejici jest (p sudé, ¢ liché)

N S 1 : —_——2
9 (& 9) +29( 9.9 (9,p) sin pe ++ 9 (9, p) = cos?ps,
kde dluZno dosaditi

® (&, 5) = b — 208 - 1655 =% 202° | 162°

aﬁ

a a®

= 8y? 4
Y(n,4)= 1—8’712—}‘81;4:1*-%——}-%—-

V2 A5 17,25 29 57 4t 2 4 4 mv
b b B BEE Bhi 2%

&8

,38, 40 3, F
4818 %' 18" U’ 7,95

>
=
0&7!

, A8, 30, 42 7,141,109 25 35 43 47
15 s AR Lo 7 7 o g

$,40,10,22 32 34 4 46
48" 14858 48" 18 48 g

6
B 48 48

Obr. 9. Lissajousovy obrazce: prima a tercie (—)

Typické tvary obdriime pro hodnoty

2 4 6 8 10 12 14
& & 0 =y =y T=s = it el ok
28 S0 i 18 e 161218 218 180T 1R ’ 1.
2z T T, . B 8 7 9 11 13 % T

16’ 16’ 16’ 16’ 16’ 16’ 16 16
Hofejiimi hodnotami jest urtena k¥ivka soumérnd

(o= + o +1= 3+ %)=,

dolejsimi pak k¥ivka degenerovand

8y? , 8y* . bz 202°  162°
Ao Tyt e

Obr. 9. predvddi postup kiivek pii rostoucim & a z; serie za-
¢ind kiivkou soumérnou, odtud pfechdzi k degenerované v prvni
poloze, pak zpdt skrze soumérnou k degenerované v druhé po-
loze a vraci se k soumérné; tento postup se pak opakuje &ty-
Fikrdt. Aby mezi kiivkami typickymi op&t byly dvé prechodni,

nutno zde pro intervall 5%:—%; voliti hodnotu 4LS

Uvedené piiklady, pfi nichZz jsme diskussi analytickych
rovnic pominuli, na grafickém znézornéni. prestdvajice, postaci
tiplné, abychom poznali, jak se véc md zcela vSeobecné. Pro-
bfh4-li & viechny hodnoty od O do 2=, méni se kfivky mezi
tvary typickymi, tak Ze zména se opakuje p-krdte; je-li paq
liché, zatind se kiivkou degenerovanou, je-li bud p nebo g sudé,
ki¥ivkou soumérnou. Aby mezi typickymi kfivkami byly dv& pie-
chodnf, nutno pro hodnotu

& T N TETan
575'—7‘; voliti intervall —4-.3.p_l2p.

VIL

Jednajice o obrazcich Lissajousovych poukdzali jsme k veliké
rozmanitosti, jakd i pfi urditém relativnfm kmitoétu » ve tvarech
obrazctl vznikd riznosti fasového rozdilu danych kmiti, ale jinak
predpoklddali jsme, Ze z onéch rozmanitych tvard jeden urcity
se objevuje a zlstavd. Tomu je vskutku tak pii geometrickych
konstrukeich. AvSak pii skuteénjch pokusech objevuje se ikaz
jiny, novy; obrazec nejevi se v wréitém tvaru, nejevi se byti
strnulym, jako obraz konstrukei zjednany, nybrz ménlivym, pte-
chdzejictm plynule z jednoho tvaru do nésledujiciho, jenZ vznikd
p¥i rozdilu fasovém ponékud jiném. Ménlivost tato ukazuje se
tedy tak, jakoby rozdil fasovy nepfetrzité stoupal nebo klesal;
nasledkem toho neni vlastné Zddn4d k¥ivka uzavienou, ponévadz ke
konei vibraéni periody jsou jiZ poméry ponékud zménéné.

Jednd se zde o zjev tomu podobny, jaky nastivd pii dvou



kmitech stejnosmérnych, z nichz jeden jen ptiblizné jest stejno-
doby s druhym; maly rozdil period zpéisobuje tu nendhlou zménu
pivodnfho rozdflu fasového. Nejinak je tomu i v piipatdu nagem.
Pomér %?-:% obou kmitocti nelze fysikalné s naprostou pie-
1
snosti realisovati, nybrZ jen vice méné ptiblizn¢; maly rozdil
periody 7}, jakd by byti méla a jakd v skutku jest, zpdsobuje
pak nendhlou zménu pivodufho fasového rozdflu &, a ndsledkem
toho nendhly spojity pfechod obrazce z jednoho tvaru do nésle-
dujictho. Pokus nabyvd tim zvld8tni zajimavosti; jest vidéti

vSechny tvary obrazce, pro jisty pomér % dle rozdilit fasovych

mozné, prechdzeti jeden ve druhy. Zejména, kdyZ se obrazce
promitajf objektivné, svétlem elektrickfm nebo sluneénim, at
Jjiz lamellami nebo ladickami, jichZz vibrace se udrzuji elektro-
magneticky, vznikd nendhlou zménou obrazci zjev neobyéejné
Zivy a poutavy. Celkovy dojem jest ten, jakoby pozorovatel mél
pired sebou jakysi zjev oscillaénf; na krajich této oscillace jsou
kiivky typické degenerované, u prostted, jakoby ve stavu rovno-
vizném, jest krivka symmetrickd, kterou se dé&je piechod od
kiivky degenerované v poloze jedné ke kiivce degenerované
v poloze druhé. Stdvd se ovSem, Ze tytéz vibraéni kiivky, kdyz
se opakuji, byvaji bodem kmitajicim opisovdny v riznych smérech ;
ale oko této riiznosti neznamend, ponévadi jednotlivé polohy
bodu kmitajictho — pii dostatetné frekvenci — splyvajf v kiivky
souvislé.

Polozme sobé otdzku, jaké zméné Az oscillace prisludi.
Prechod od jednoho typického tvaru kiivky ke druhému nastiva
dle difvéjsfch vykladd vSeobeenych, je-li

LI anebo A |
Todp - T, 49"

Zavedme r..d8&ji celkovou periodu 7" stanovenou rovnicf

pl=T=4qT,.
Pak jest
e
pg’

T =

Ponévadz pak pti oné prive popsané oscillaci prechod se dgje
od degenerované kiivky v prvé poloze ke kiivee soumérné, pak
ke kiivce degenerované v druhé poloze, a opét kiivkou sou-
mérnou ke kiivee, od niz celd oscillace zatala, tedy celkem
4-krite, jest patrné
Ay —= —,—C :
pq
Proto, nezli pfedbihdnf = projde celou periodu 7, opakuje se ona
oscillace pg-krdte, p¥i cemz jednotlivé z onéch typickych kiivek
se opisujf v rizném smyslu. Cfm jsou &fsla p, q vétst, t. j.
¢im jest pomér kmitostd slozitéjsf, tim vétsf pocet oscillaci tsch
vznikne, nez predbihdni = projde plnou periodou 7.
Popisovali jsme zjev, jak nastdvd, je-li doba 7, jen ne-

patrné rozdilnd od té, jez by kmitoctu %— piesné vyhovovala ;

zména obrazce se déje pozvolna. Je-li rozladeni vétsi, déje se
zména tato rychleji, ale pak zjev stdvd se neklidnym; oko nemd
Jiz dojem, jako by pozorovalo obrazce relativnimu  kmitoctu »
pifslusicf; vskutku také neklidné ty obrazce pifslusi jiz onomu
poméru kmitottd slozitému, jak ndsledkem rozladénf vznik4.

Je-li na pt. rozladéni — v ptfpadu unisono — %, mi oko
dojem, Ze vidi stifdajici se ellipsy ; pakli rozladéni jest % —1—%
"1

9
nebo dokonce 9 g pak nelze jiz mluviti o ellipsich rychle

se meénfcich, nybrz obrazec, ktery vznikd, piislusi vlastng to-
muto kmitoétu slozitéjsimu.

Mdzeme vSak véc téz obratiti. Kdyz v wurcitém piipadu,
na pr. u dvou laditek, shleddme, Ze tvar obrazce se mén{ velmi
méilo anebo dokonce Ze obraz se jevi strnulym, soudime naopal,
ze laditky jsou dle poméru n velmi dobie anebo zcela dobie -
naladény. Prostiedek tento, ladéni ladicek zkoumati, jest velice
citlivim, a v tom spotivd hlubgf akusticky vyznam obrazci
Lissajousovych.

Ke konci jesié malou poznimku. Kdyz se obrazece Lis-
sajousovy ukazujl objektivng opticky, zpozoruje kazdy, #e



v riiznych svych vétvich jsou riizné intensity, a to vétsi, kde
jest zakFivenf vétve vétdf. Vysvétleni poddvé obr. 1., ve kterém
umysing ellipsa nen{ vytazena, nybrz naznatena jen jednotlivymi
polohami kmitajictho bodu; jest ihned vidéti, ze na mistech,
kde ellipsa jest zakFivendjif, bod se pohybuje mensf rychlosti,
tudiZ Ze na mistech téch jako déle setrvdva; odtud dojem zra-
kovy déle trvd, tak Ze se tu kiivka jevi jasndj§f. Oviem to
vie predpokldds, ze pohybem vibrujfctho bodu vznikd dojem
uplné spojitosti kiivky, coz zase vyzaduje, aby svétly bod pro-

béhl celou kiivkou v dob& mensf, neZ asi 1% sekundy.
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