
Momenty – případ dvou proměnných 

    yxyxfxxEx dd,očekávaná hodnota náhodné proměnné x :   

operátor očekávané hodnoty :    E

očekávaná hodnota náhodné proměnné y :       yxyxfyyEy dd,

       yxyxfyxgyxgE dd,,,obecně :   



rozptyl náhodné proměnné x :             yxyxfxxExV xxx dd,
222 

rozptyl náhodné proměnné y :             yxyxfyyEyV yyy dd,
222 

minimální smysluplná informace o náhodných proměnných x, y :   x, y  (míra polohy)   

x, y  (míra disperze)   

4 čísla nestačí 

Momenty – případ dvou proměnných 



rozptyl náhodné proměnné x :             yxyxfxxExV xxx dd,
222 

rozptyl náhodné proměnné y :             yxyxfyyEyV yyy dd,
222 

minimální smysluplná informace o náhodných proměnných x, y :   x, y  (míra polohy)   

x, y  (míra disperze)   

kovariance cov (x,y) 

Momenty – případ dvou proměnných 



kovariance náhodných proměnných x a y :   

           yExExyEyxEyx yx  ,cov

kovarianční matice 

korelace náhodných proměnných x a y :    
 

yx

yx
yx




,cov
, 

cov(x,x) = E [(x-x)
2] = x

2 

cov(y,y) = E [(y-y)
2] = y

2 

 (x,x) = 1 

 (y,y) = 1 

korelační matice 

Momenty – případ dvou proměnných 



Korelace náhodných proměnných 

(x,y) =  0.0
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Korelace náhodných proměnných 

(x,y) = -0.7 (x,y) = 0.96 (x,y) = 0.9
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Korelace náhodných proměnných 



Korelace náhodných proměnných 

http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/0/02/Correlation_examples.png


nezávislé náhodné proměnné x,y :        yfxfyxf yx,

rozptyl náhodné proměnné x :   
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        




 yyfyyEyV yyy d
22



  0,cov yx

kovarianční matice: 













2

2

0

0

y

x





Momenty – případ dvou proměnných 



Odhad kovariance a korelace 

náhodné proměnné x, y 

• naměříme x1, x2,… xN;   y1, y2,… yN 

• cov (x, y) ??? 



Test korelace – Fisherova transformace 

• naměříme x1, x2,… xN;   y1, y2,… yN   dostaneme odhad korelace 

• je korelace statisticky významná?  

náhodné proměnné x, y 

t 
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f(
t|
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0
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• nulová hypotéza H0 (zde nulová korelace) 

• testovací statistika  t 

P - hodnota  

pokud je P < Pa 

odmítneme H0 

 Pa hladina signifikance, buď 5% nebo 1% 

• známé rozdělení 

• Fisherova transformace 

Pokud platí nulová hypotéza, tak má normální rozdělení 

s očekávanou hodnotou 0 a standardní odchylkou  

• z - proměnná 

• pokud platí nulová hypotéza 



Normální Gaussovo rozdělení 
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Normální Gaussovo rozdělení 

x 

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4 5 
0.0 

0.2 

0.4 

0.6 

0.8 

1.0 

N(0,0.5) 

N(0,1.0) 

N(0,1.5) 

N(2,0.5) 

Distribuční funkce      






 
 







x
FttfxF

x

1,0, d

• error funkce:   


x

t dtexerf
0

22



   












 


2

2

2
exp

2

1
,








x
xf



Normální Gaussovo rozdělení 
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

výpočet error funkce: 

např.  
Excel: erf(x) 

ROOT: ROOT::Math::erf(x) 

Matlab: erf(x) 

Gnuplot: erf(x) 

Python:  
from scipy import special 

special.erf(x) 

 



Normální Gaussovo rozdělení 
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výpočet error funkce: 

např.  
Excel: erf(x) 

ROOT: ROOT::Math::erf(x) 

Matlab: erf(x) 

Gnuplot: erf(x) 

Python:  
from scipy import special 

special.erf(x) 

 



Test korelace – studentovo rozdělení 

• naměříme x1, x2,… xN;   y1, y2,… yN   dostaneme odhad korelace 

• je korelace statisticky významná?  

náhodné proměnné x, y 

• nulová hypotéza H0 (zde nulová korelace) 

• testovací statistika 

Studentovo rozdělení s počtem stupňů volnosti n = N - 2 

• pokud platí nulová hypotéza 



Studentovo t rozdělení 

William Sealy Gosset studentovo rozdělení s n stupni volnosti 

n – počet stupňů volnosti 

Gama funkce 

Python:  
from scipy.special import gamma 



Studentovo t rozdělení 
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n – počet stupňů volnosti 

n = 100 

Python: 
from scipy.stats import t 

t.pdf(x,n) 



Test korelace – studentovo rozdělení 

• naměříme x1, x2,… xN;   y1, y2,… yN   dostaneme odhad korelace 

• je korelace statisticky významná?  

náhodné proměnné x, y 

• nulová hypotéza H0 (zde nulová korelace) 

• testovací statistika 

• pokud platí nulová hypotéza 

Studentovo rozdělení s počtem stupňů volnosti n = N - 2 

• P-hodnota: 
distribuční funkce studentova rozdělení 

oboustranná P-hodnota 

Pa 



Test korelace – studentovo rozdělení 

• naměříme x1, x2,… xN;   y1, y2,… yN   dostaneme odhad korelace 

• je korelace statisticky významná?  

náhodné proměnné x, y 

• nulová hypotéza H0 (zde nulová korelace) 

• testovací statistika 

• pokud platí nulová hypotéza 

Studentovo rozdělení s počtem stupňů volnosti n = N - 2 

• konfidenční interval: 

inverzní funkce k distribuční  

funkci studentova rozdělení 

• P-hodnota: 
distribuční funkce studentova rozdělení 

1-Pa 

konfidenční interval 



Odhad kovariance a korelace 

• náhodné proměnné x, y 

• naměříme x1, x2,… xN;   y1, y2,… yN 

hladina signifikance 5% 

 Za předpokladu, že korelace náhodných proměnných x,y je nula, má Pearsonův 

korelační koeficient rozdělení s hustotou pravděpodobnosti 

 kde B(x,y) je Beta funkce 

 P-hodnota: 



 = 0.920  0.003 

Odhad korelace 

leden 2006 – březen 2008 



Pearsonův korelační koeficient 
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Pearsonův korelační koeficient 



 = 0.920  0.003 

Odhad korelace 

směrnice: 0.920  0.005 
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 = -0.30  0.06 

Odhad korelace 

leden 2006 – březen 2008 



SKKvs USD
normalized z-values

 = -0.30 +/- 0.06
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 = -0.30  0.06 

Odhad korelace 

směrnice: -0.30  0.06 



Autokorelace 
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leden 2006 – březen 2008 

k (dny) 

0 100 200 300 400 500 
E

U
R

 

24 

25 

26 

27 

28 

29 

30 



k (dny) 

0 100 200 300 400 500 

a
u

to
c
o

rr
e

la
ti
o
n

 

-5 

-4 

-3 

-2 

-1 

0 

1 

2 

EUR 

USD 

Autokorelace 

leden 2006 – březen 2008 
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Autokorelace 

leden 2006 – březen 2008 
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Autokorelace 

leden 2006 – březen 2008 
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Odhad korelace 

002.0936.0 korelace 
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Korelace 

5.7ˆ y 1.4ˆ y   82.0, yx

http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/b/b6/Anscombe.svg


Odhad korelace 
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• Spearmanův korelační koeficient 



Odhad korelace 

xi yi 
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Odhad korelace 

xi yi rank-x rank-y  

5.6 25.1 4 3 

14.2 180.7 8 8 

2.7 11.0 1 1 

3.1 52.5 2 4 

4.5 11.7 3 2 

10.8 99.1 6 6 

19.5 570.5 10 10 

19.3 400.0 9 9 

7.8 56.1 5 5 

12.7 110.5 7 7 
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Odhad korelace 
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• Spearmanův korelační koeficient 
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Odhad korelace 

 = 0.88  0.05 Pearson:   = 0.96  0.02 Spearman:  



Odhad korelace 

   iii yrankxrankd 

 1

6

1
2

1

2







NN

d
N

i

i


• Spearmanův korelační koeficient 

• pokud jsou x, y nezávislé je z výběrem ze standardního normálního rozdělení N(0,1) 
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• odhad spolehlivosti (Fisherova transformace) 
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Odhad korelace 

 = 0.88  0.05 Pearson:   = 0.96  0.02 Spearman:  

z = 5.01 

P ( | z |  5.01 ) = 5  10-7 



Odhad korelace 



Odhad korelace 



c2 test nezávislosti 
2D Graph 1
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nulová hypotéza: x, y jsou nezávislé 



c2 test nezávislosti 

2D normovaný histogram  odhad f(x,y) 
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c2 test nezávislosti 
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nezávislé náhodné proměnné:  f(x,y) = fx(x)  fy(y) 
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Rozdělení c2 
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