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Uvod

I. Zakladni fyzikalni pojmy

Fyzika (fysis je fecky pfiroda) byla puvodné védou o piirodé, tedy souhrnem vsech piirodnich véd, které
se s postupem déjin osamostatnily. Fyzika si vSak zachovavé ustfedni postaveni mezi vSemi pirirodnimi
védami, jako zdkladni véda s nejvyssim stupném presnosti a obecnosti. Ostatni ptirodni védy jsou fyzikou
hluboce ovliviiovany a jejich odliseni od fyziky nebyvé casto jednoduché. Predmét fyziky lze vymezit
nasledujicim zpusobem:

Fyzika studuje obecné vlastnosti latek a poli, pfitom vychazi z pozorovani a pokusi. Na
tomto zakladé dospiva k obecnym kvantitativnim zakontim, které uvadi v logickou soustavu
tak, aby z ni na zdkladé dedukce vyplyvaly pozorované jevy.

Vymezeni fyziky a chemie: Fyzika studuje predevsim zékony vzijemného pusobeni ¢dstic a poli,
predmétem chemie jsou zdkonitosti sluéovéni atomu v molekuly (a rozkladu molekul) a studium vlastnost{
prvku a jejich sloucenin. Moderni chemie je véda, kterda aplikuje fyziku atomu a molekul na prvky a
slouceniny.

Rozdéleni fyziky podle jednotlivych obort, tj. podle jevi, které zkouma:

mechanika a akustika (neménf se struktura molekul)

termodynamika a statistickd fyzika (jevy podminéné chaotickym pohybem molekul)

fyzika elektronového obalu (elektfina a magnetismus, optika, teorie elektromagnetického pole), bere
v uvahu, ze molekuly se skladaji z elektricky nabitych ¢éstic

jaderna fyzika studuje jevy na tdrovni atomového jadra

Fyzika formuluje obecné platné zdkony. Mnohé maji tilohu zdkladnich postuléti nebo principu. Zakladn{
zasada, jiz se fyzika 1idi, fika: VSechny fyzikalni jevy maji ptivod v materialnich objektech. Z této
zésady plynou zasadni pozadavky na fyzikdlni teorii, napft.

e Fyzikalni pojmy jsou definovany ve vztahu k materidlnim objektum.
e Fyzikdlni zdkony vyjadiuji vztahy mezi materialnimi objekty.

Pojem fyzikalni veliéiny: jednota kvantity a kvality fyzikalni vlastnosti, jejiz je mirou. Hodnotu
néjaké veliciny X ve zvolenych jednotkdch [X] dostaneme jako sou¢in

X = X[X] (1

kde ¢fslo X nazyvame velikost{ veli¢iny X v jednotkdch [X]. Kvantita veli¢iny je tedy déna &islem X,
zatimco kvalita jednotkou [X].

Céstice a pole: Nositelem vsech fyzikélnich jevii je hmota (materie), kterou rozumime objektivn{
realitu nezdvislou na nasem védomi. Materidlni objekty délime na dvé kategorie: latku a pole. Z hlediska
kvantové fyziky vsak hovoifme o latkovych a polnich ¢dsticich (kvantech). Hmota mé tedy dualistickou
povahu.

Meérové jednotky a jejich soustavy: Fyzikdlni veli¢iny lze méfit, tj. stanovit jejich velikost v danych
jednotkéch, neboli zjistovat poéet jednotek v nich obsaZenych. Jednotky jsou zakladni a odvozené.

Soustava SI (Systéme International d’Unités): 7 zékladnich jednotek (samostatné studium ¢i opa-
kovéni).
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II. Pohyb, prostor a ¢as v klasické mechanice

V pifrodé, kterd nds obklopuje, pozorujeme neustaly pohyb, tj. pfemistovani téles nebo jejich &4sti. Tento
pohyb nazyvame pohybem mechanickym, a obor fyziky, ktery ho popisuje, pak mechanikou.

Pod mechanickym pohybem rozumime pohyb jednoho télesa vaéi jinému télesu (vztaznému télesu).
Podle volby vztazného télesa se jevi pohyb sledovaného télesa ruzné. Pohyb je tedy relativni. Vzhledem
k obecnosti fyziky by vSak zdkony mechaniky mély byt formulovany tak, aby nezévisely na volbé vztazného
télesa. Z tohoto hlediska vychazi Einsteinova obecnd teorie relativity, kterda vsak pro svou obtiznost
nemuze byt pouzita k feSeni vétSiny konkrétnich problémi.

Relativisticka mechanika predstavuje soucasnou etapu vyvoje fyzikalniho poznani. Je pokracovanim
predchozi etapy, kterou nazyvidme Newtonovou klasickou mechanikou. V soucasné dobé se na new-
tonovskou mechaniku divame jako na uspokojivy obraz mechanického pohybu téles slozenych z velkého
poctu atomu, jejichz rychlosti jsou malé ve srovnani s rychlosti svétla.

U takovych téles se vyraznéji neprojevi ani kvantovad povaha hmoty a neni tedy tfeba pfihlizet ani
ke kvantové mechanice, ktera je dalsi etapou lidského poznani v oblasti mechaniky mikrosvéta. Je tfeba
si uvédomit, ze veskery technicky a spolecensky pokrok by byl nemyslitelny bez klasické mechaniky,
mechanického pohybu zavadi klasickd mechanika pojem absolutniho prostoru jako kontinua, v némz
jsou rozmisténa pohybujici se télesa. Absolutni prostor neni pritomnosti téles ovlivnén, vSechna jeho
mista jsou rovnocennd (homogenita prostoru) a vsechny sméry v ném jsou rovnocenné (izotropie
prostoru).

Dalsim zakladnim pojmem je €as, ktery vyjadiuje posloupnost pohybovych déji a jejich trvani. Cas se
v klasické mechanice jevi jako samostatny, nezavisly na pohybujicich se télesech a vSude stejné plynouci.

K c¢iselnému vyjadreni polohy télesa pouzivame soustavy soufadnic spojené se vztaznym télesem.
Podle symetrie popisovanych pohybu lze volit rizné souradné systémy. Nejcastéji pouzivame pravouihly
(kartézsky) systém, tvoreny tfemi navzéjem kolmymi rovinami, které se protinaji v pravotuhlych osdch
X, vy, z. Pruse¢ik téchto os O nazyvame pocatkem vztazné soustavy souiadnic. Poloha néjakého bodu
A v takové soustavé soufadnic je pak urcena tfemi soufadnicemi x, y, z, které udavaji jeho vzdalenost
od téchto tii rovin, které nazyvame rovinami soufadnic. Soufadnice muzeme povazovat za pravoihlé
parametry polohového vektoru 7 (pruvodice, rddiusvektoru).

Je tedy (viz také obr. I)

7= (z,y,2) (IT)

Obrazek I: Poloha bodu A v kartézském systému.

Existuji dalsi soufadné systémy. Kruhovou symetrii v roviné dobie vystihuji polarni souiradnice
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T =1rcosp (111)
y=rsingp

kde r = 0 je velikost pruvodice a ¢ € €0, 27) je polarni dhel. Vélcovou symetrii odraz{ vdlcové souradnice

T =rcosy
y=rsineg (IV)
z=2z

kde r a ¢ maji stejny vyznam jako ve (IIT). Kulovou symetrii vystihuji sférické souradnice

T = TCospsinf
y = rsinegsing (V)
z =rcosf

kde r, p maji vyznam (III) a 6 € (0, 7) je dhel, ktery svird pruvodi¢ s osou z.

III. Limity platnosti klasické mechaniky - shrnuti

e piftomnost velkych gravitacnich sil (obecnd teorie relativity)
e rychlosti téles se bliz{ rychlosti svétla (specidlnf teorie relativity)

e pohybové dé&je na urovni mikrosvéta, kdy se za¢ing projevovat kvantovd povaha hmoty (kvantovd
mechanika).



Kapitola 1

Mechanika hmotného bodu

1.1. Kinematika hmotného bodu

Ukolem kinematiky je popis pohybu, aniz by nas zajimaly jeho pti¢iny. Pokud se pti pohybu neuplatiuji
vlastni rozméry téles, napt. v dusledku srazek, ¢i vlastni rotace télesa, muzeme misto télesa zavést abs-
traktni utvar, u kterého predpokladame, ze veskera hmota télesa je soustiedéna do jediného bodu, ktery
nazyvame hmotnym bodem.

Hmotny bod je mySleny objekt, ktery ma vlastnosti realného télesa, u kterého jsou vsak
pominuty vSechny znaky redlného télesa (délka, tvar atd.), které se pfi vySetifovani mecha-
nického pohybu neprojevuji.

Geometricky je drédha, kterou pohybujici se hmotny bod v prostoru opisuje, uréena polohovymi vektory
vsech bodu, které hmotny bod pii svém pohybu probihd. Uplny popis pohybu hmotného bodu ziskdame,
uddme-li ¢asovou zavislost polohového vektoru, tedy vsech jeho soufadnic (obr.I).

7= 7(t) (1.1)
x = z(t)

v =) (12
z =z (t)

K popisu ¢asového prubéhu pohybu hmotného bodu zavadi kinematika veli¢iny rychlost a zrychleni.
Doslo-li v ¢asovém intervalu (¢, ¢2) k pfemisténi hmotného bodu z polohy B do polohy C, probéhl
tento bod drdhu As = sy — 51 za ¢as At = to — t7.

Podil
sy —s1  As

th—t; At

V12 = (13)
urcuje pramérnou rychlost hmotného bodu mezi polohami B a C.

Znézornime-li okamzitou délku drahy s od mista A (obr. 1a) v zdvislosti na case t, dostaneme ¢asové
rozvinut{ neboli graf pohybu (obr. 2). Podil As/At udavé tg a.

Budeme-li zmensovat interval At , bude se bod C blizit bodu B a zdrovei se 1ihel a bude blizit mezni
hodnoté «ay, jehoz tangenta uddva smeérnici teény ke kiivce s(t) v okamziku ¢; a ma vyznam velikosti
okamzité rychlosti hmotného bodu v case t;

As
= lim — 1.4
YT A0 At (14)
Tato limita je prvni derivaci drahy dle ¢asu, coz muzeme vyjadrit jako

ds d .
v= g = &s(t) = 3§ (1.5)

Jednotkou rychlosti je m/s. V bézné praxi se casto pouzivd rovnéz km/hod.
Body B a C z obr. 1la jsou vzhledem ke zvolené soustavé souradnic urceny také pruvodici g a 7o
(obr. 1b), pficemz plat{ ziejmé

Fo =g + AF (1.6)

—_
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C(SQ, tg)

Te =T+ AT

g g AF = o — 7p

(b)

Obrazek 1: Pohyb hmotného bodu.

P#i neomezeném piiblizovani bodu C k bodu B piejde A7 v elementarni vektor d7’, ktery bude mit
smeér tecny k dréze v bodé B a velikost ds.
Muzeme pak zapsat, ze

kde 7 je jednotkovy vektor ve sméru tecny k draze v bodé B a ve sméru pohybu. Nasobime-li nyni
vztah (1.5) zprava vektorem 7o, dostaneme

ds dr

V=T = =
0 dt ° dt

Okamzita rychlost ¢ je vektor, ktery ma smér tecny ke kifivocaré draze v misté, ve kterém
okamzitou rychlost urcujeme, a mifi ve sméru pohybu.

=7 (1.8)
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A

52

51

Obrazek 2: Zavislost délky drahy na ¢ase v diagramu.

7 casové zavislosti 7 je tedy rychlost plné uréena prvni derivaci dle ¢asu. Zavedeme-li jednotkové
vektory ve sméru soufadnic 7, 7, k, 1ze psat

P = a7+ yj+ 2k (1.9)

dr  dz dy dz -

=y Ly Tk 1.10
at —ar T a? T a (1.10)
Velikosti slozek vektoru g—f znamenaji pruméty okamzité rychlosti do sméru os soutradnic

dx dy dz
o= gy = gy, = 2 1.11
T T W (1.11)
Je tedy
T = 0,0+ v, ]+ vk (1.12)

7 prumétu rychlosti lze zjistit velikost rychlosti dle Pythagorovy véty

dz\?  [dy\® [dz\?
v=|ﬁ|:4/v§+v§+v§=\/<£) +<£> +<d‘z> (1.13)

a smérové kosiny
Vg v Uy
cosa = —= cosff = <, cosy = — (1.14)
v v v

Pravidlo (1.12) je pravidlem o skladani rychlosti a pohybu. Riké, Ze je mozno rozklddat rychlost
bodu na slozky, ale také, Ze je mozno skladat ruzné rychlosti piislusné témuz hmotnému bodu. Povazujeme
jej za axiom, tj. nedokazatelné pravidlo, jehoZ opravnénost je dana skutecnosti.

Pii obecném (kfivoc¢arém) pohybu se méni smér rychlosti a obecné také jeji velikost. V ¢asovém
intervalu At se zmén{ vektor ¢ na ¥+ Av (obr. 3). Délime-li tento prirustek rychlosti ¢asovym okamzikem

At, v némz zména nastala, dostaneme prumeérné zrychleni % a limitnim zmengovanim

Ay dv A% -
=l = _ - _Z  _z 1.15
CT Ao At T @t ae T (1.15)
Zrychleni je vektorem, jehoz smér je totozny s prirastkem rychlosti dv, nikoli se smérem
drahy. Analogicky vektoru rychlosti muzeme psét
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U+ AU

<y
<y

Obrazek 3: Zména vektoru rychlosti pti kiivocarém pohybu

a = a,7+ ayj+ aZE
(1.16)

dv, dvy dv, -
q— Sorpy Suypy SR
L T TR T

d d 2 fdu )\’
=/a2 + a2+a2—\/ o Ug) +((;}tz) (1.17)

dt
ay
=, cosfB =L cosy=— (1.18)
a a

tedy

cosa =
a
Byva vyhodné rozlozit zrychleni @ do dvou k sobé kolmych slozek, z nichz

Jednotkou zrychlen je m/s%. Byv4
jedna md smér tecny ke kiivce jako okamzitd rychlost a druhd méd smér normély ke kiivee (tj. je kolm&

k tetné v daném bodé) a mifi do stfedu kiivosti

Obrazek 4: Tetné a normalové zrychleni

Tecné zrychleni ziskdme prumétem vektoru zrychleni @ do sméru rychlosti a vynasobenim jednotkovym
(1.19)

a=(a- -
v

vektorem ve sméru rychlosti
AN
v

Podotykdme, ze vektor te¢ného zrychleni muze byt souhlasné orientovany s ¥ (pokud velikost rychlosti
roste) anebo nesouhlasné orientovany (pokud velikost rychlosti klesd). Velikost teéného zrychleni ziskdme

jako derivaci velikosti rychlosti podle ¢asu. Je totiz
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dv, dvy dv, =

dv d 20,582 + 20, L + 2v a-v
a:&\/m: z di Yy dt zat _ Y (1.20)

coz je vyraz v zavorce ve vztahu (1.19). Normdlové zrychleni a,, stanovime jednoduse jako rozdil

Gn = @ — dy (1.21)

Velikost normalového zrychleni souvisi se zakiivenim drahy pohybu a plati

= — 1.22
an =5 (1.22)

kde R je polomér kiivosti drahy (oskulaéni kruznice) a v velikost rychlosti, oboji v misté, kde a,, uréujeme.
Normalovym zrychlenim se budeme déle zabyvat v pojednéani o kiivocarych pohybech.

Klasifikace pohybu a piiklady
Pohyb délime na
e piimocary, ktery se déje v piimce
e kiivocary, coz jsou vSechny ostatni piripady.
Dalsim kritériem je velikost rychlosti:
e pohyb je rovnomérny pii |U] = konst.
e pohyb je nerovnomérny pii |0] # konst.
K popisu primoc¢arého pohybu dostacuje jedind rovnice (osu x orientujeme do sméru pohybu.

x = x(t) (1.23)

Piimocéary rovnomérny pohyb lze obecné zapsat jako

kde k1 a ko jsou konstanty. Piimocaré nerovnomérné pohyby jsou vSechny ostatni pohyby popsané
rovnici (1.23).
Dulezitym ptikladem pohybu v této kategorii je pohyb pfimocary rovnomérné zrychleny

T = kltZ + kot + k3 (125)
kde k1, k2 a k3 jsou konstanty. Rychlost a zrychleni budou ziejmé

v =2kit + ko

o 2 (1.26)

Konstanty k, ko, k3 znamenaji po fadé poloviéni hodnotu zrychleni, rychlost pohybu vy v ¢ase t = 0
a polohu z v ¢ase t = 0. Rovnice (1.25) pak pfejde ve zndmy tvar

T = th + vot + o (1.27)

Dalsim dulezitym piipadem je harmonicky pohyb v p#imce, dany rovnici

x = Asin(wt + a) + xg (1.28)

kde A a w jsou kladné konstanty, které nazyvdme amplitudou kmitu a kruhovou frekvenci, « je
fdzové posunuti a z( je rovnovaznd poloha bodu. Harmonicky pohyb zadany rovnici (1.28) se kond
periodicky v useéce —A < x — xg < A. Rychlost a zrychleni hmotného bodu ziskdme

v =9 = Awcos(wt + )
(1.29)
a= % =4 = —Aw?sin(wt + @) = —w?(z — 20)

Zrychleni harmonického pohybu je tedy imérné vychylce a miii proti ni. Kifivo¢aré pohyby
se d&jf bud v roviné a pak staéf k popisu dvé parametrické rovnice v (1.1) nebo v prostoru a pak musfme
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pouzit vSechny tii rovnice. Z kiivocarych rovnomérnych pohybt je vyznamny rovnomérny kruhovy pohyb,
ktery je popsan rovnicemi

x = Rcos(wt + @) + o

y = Rsin(wt + a) + yo (1.30)

kde R > 0, w, «a, zo, yo jsou konstanty. Neparametrickou rovnici dréhy pohybu (kruznici) lze ziskat
vylou¢enim parametru t

(x —20)* + (y — 90)? = R? (1.31)
Rychlost pohybu bude mit slozky

vy = —Rwsin(wt + )

vy = Rw cos(wt + «) (1.32)

a velikost

U] = 4 /v2 + i = \/RQwQ[siHQ(wt + ) + cos?(wt + a)] = wR = konst.

Posledni rovnice je znamy vztah mezi velikosti rychlosti hmotného bodu a jeho thlovou rychlosti w.
Mezi thlovou rychlosti w a frekvenci f, kolikrat hmotny bod probéhl kruznici za jednotkou casu plati
jednoduchy vztah

w=2nf (1.33)

Doba, za kterou hmotny bod obéhne kruznici, se nazyva perioda 1" a plati

T =1/f = 2r/w (1.34)

Konstanta a méa vyznam udhlu, ktery svird pruvodi¢ v nulovém c¢ase s osou x. Zrychleni hmotného
bodu bude mit slozky

a, = —Rw? cos(wt + a)

a, = —Rw?sin(wt + «) (1.35)

a velikost
@l = 4/a2 + a2 = VR?w?* = Rw? = v?/R
Porovname-li slozky vektoru zrychleni (1.35) se slozkami polohového vektoru (1.30), zjistime, ze plati

2

a = —wry 7o = (r — 20,y — Yo) (1.36)

a tedy miti do stfedu kruhu a proto se nazyva dostiedivé zrychleni. Toto zrychleni je totozné s normalovym
zrychlenim, zavedenym v (1.21) a (1.22). Stejné tvrzeni lze vyslovit obecné pro vSechny kiivocaré rov-
nomérné pohyby, navic lze zavedenim pojmu oskulaéni kruznice zobecnit i platnost vztahu (1.22).
Poznamka: Vsimnéme si rovnéz porovnanim (1.28) a (1.30), Ze harmonicky pohyb vznikne prumétem
rovnomérného kruhového pohybu na nékterou soufadnou osu. Frekvenci f a periodu T harmonického
pohybu pak zavadime zcela analogicky. Rovnomérny pohyb miuze hmotny bod konat po libovolné kiivce.
Dalsim typickym piikladem je rovnomérny pohyb po Sroubovici.

r = Rcoswt
y = Rsinwt (1.37)
z =kt

kde R > 0 a k jsou konstanty.
Kiivocary nerovnomeérny pohyb je nejobecnéjsi pohyb. Zvlastnim pfipadem je nerovnomérny po-
hyb po kruznici, dany rovnicemi

x = Rcos p(t)

y = Rsinp(t) (1.38)

kde R > 0 je konstanta a tihel ¢, ktery pravodi¢ 7 svird v ¢ase t s kladnym smérem osy z je libovolnd
funkce ¢asu. Nazyva se stifedovy tihel.
Ukol pro ¢tendie: Muze byt nerovnomérny kruhovy pohyb periodicky? Pokud ano, naleznéte piiklad.
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Lze ukézat, ze 1 v ptipadé nerovnomérného kruhového pohybu je velikost dostfedivého (normélového)
zrychleni ddna vztahem (1.22) a zavedenim pojmu oskulaéni kruznice lze tento vztah zobecnit na vSechny
kiivocaré pohyby.

Vektorové znazornéni kruhového pohybu:

Veli¢iny popisujici kruhovy pohyb lze znazornit téz vektorové. Rovina kruhové drahy musi mit v pro-
storu stalou orientaci, kterou muzeme charakterizovat vektorem kolmym k této roviné. Pfitadime tomuto
vektoru vhodny vyznam i smysl otaceni. Za tento vektor muzeme vzit vektor stfedového ihlu ¢ a jeho
smysl bude takovy, aby mifil na tu stranu roviny otéceni, odkud vidime smysl otaceni jako kladny, tedy
proti sméru hodinovych rucicek (obr. 5).

Y]

Obrazek 5: Vektorové znazornéni kruhového pohybu.

Vektor thlové rychlosti
dg
dt

bude zFejmé mit souhlasny smér s . Neni-li kruhovy pohyb rovnomérny, méni se velikost thlové
rychlosti, nikoli smér. Uhlové zrychleni

o=

(1.39)

did d2@
dt - de2
lezi opét ve sméru ¢ a je s nim souhlasné orientovano v piipadé zrychleného pohybu a nesouhlasné
v piipadé zpomaleného pohybu. Obvodova rychlost ¥ lezi v roviné kruhového pohybu a plati pro ni
zfejmé

&= (1.40)

T=@x7 |7 =

r (1.41)

w .
Tento vztah plati i pro vSechna 7, kde je v’ = rsina (obr. 6), tj. nelez-li poc¢dtek soufadného systému
v roviné pohybu (velikost vektorového souéinu je wr sin «).
Casovou derivaci (1.41) obdrzime

L do do Loodry s =
a—dt—(dt><r>+(w><dt)—(axf')—&-(wxv)—at-i-an (1.42)

nebot vektor £ x 7 je orientovany stejné jako vektor rychlosti a vektor & x © miif do stfedu kruznice.

1.2. Dynamika hmotného bodu

Pojem sily
Dosud jsme si nekladli otdzku, pro¢ se hmotny bod pohybuje nebo co je pri¢inou mechanického
pohybu. Vzdjemné pusobeni mezi télesy urc¢uje mechanicky pohyb. Tato pusobeni maji v télesech samych
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&l

=l

Obrazek 6: K vykladu obvodové rychlosti.

nejruznéjsi puvod, ale jejich spoleény 1cinek zédlezejici v mechanickém pohybu, umoziuje zavést pojem
sily.

Pojem sily je ddn osobni zkusenosti. Sila muze mit bud’ staticky (deforma¢ni) nebo dynamicky (ménf
pohybovy stav téles) dicinek. Pojem sily lze charakterizovat na pokusu s pruzinou. Zpusobi-li dvé sily
libovolného puvodu stejné roztazeni pruziny, lze mit za to, Ze jsou stejné. Zpusobi-li jedna sila roztazeni
dvou pruzin stejné jako vyse, muzeme Fici, ze tato sila je dvojndsobné atd. Ze zkuSenosti rovnéz vime, ze
sily jsou vektory, maji tedy své pusobisté a smér. Sila pusobici na hmotny bod je vektorem vazanym
na bod.

Skladani a rozkladani sil a moment sily
To, ze sily jsou vektory, souvisi s experimentalni poznanou skutec¢nosti, ze sily lze sklddat nebo
rozkladat dle véty o rovnobézniku sil, tj. pravidla, které lze aplikovat na jakékoli vektory (obr. 7)
Otacivy ucinek sily F vzhledem k libovolnému bodu 0 charakterizuje moment sily

M=F-p (1.43)

kde p je rameno sily (obr.8).
V obecném piipadé, kdy pruvodié pusobisté svira se silou thel «, plati pro moment sily

M =rFsina (1.44)

coz je velikost vektorového soucinu

M=7xF (1.45)

ktery je kolmy k roviné 7, ﬁ, tedy totozny se smérem osy rotace.
Zv1astni postaveni mezi silami, ke kterym ptihlizime pii vySetfovani pohybu téles, maji tfeci sily.
Spociva v tom, ze tteci sily pohyb vzdy brzdi, zatimco jiné sily mohou pohyb podporovat i brzdit.

e Odpor vznikd pfi pohybu jednoho télesa po druhém, ke kterému je pritlacovano jistou silou, pak
hovotime o kinetickém tieni.

e Odpor vznika i tehdy, kdyz jsou obé télesa v klidu a vnéjsi sily se je snazi uvést do pohybu, pak
hovotime o statickém tieni.

Zde se omezime na smykové (vleéné) tieni, které vznika pii posuvném pohybu. Jeho velikost je dle Cou-
lombova zakona imérna jen velikosti normaélové sily Fi,, kterou je jedno téleso pfitlacovano k druhému

F, = uF, (1.46)
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F
Fy
F
Fy
R
é=ﬁ1+ﬁ2 ﬁ=ﬁ1+ﬁ+ﬁ+ﬁ4
(a) silovy rovnobéznik (b) silovy mnohothelnik

Obréazek 7: Skladani sil se spoleénym pusobistém. Pokud je R = 0, fikdme, ze sily jsou v rovnovaze.

STl

pusobisté sily

Obrazek 8: Moment sily.
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Veli¢ina p se nazyva koeficient smykového tienf a zavisi na druhu materialu, na jakosti styénych ploch
a na rychlosti pohybu. Staticky koeficient tfeni je vyrazné vyssi nez kineticky, napft. pro tieni oceli po
oceli je staticky koeficient asi 0,15 , zatimco kineticky 0,05.

Newtonovy zakony
Klasickd (newtonovskd) dynamika je zalozena na tfech zékladnich Newtonovych (pohybovych) zdkonech.
Jsou vysledkem pozorovéani svéta.

1. Newtonuv zdkon (princip setrvaénosti)
Kazdé téleso setrvava ve stavu klidu nebo rovnomeérné primocarého pohybu, neni-li vné&jsimi
silami nuceno tento stav zménit.

Piipad, kdy v nasem vesmiru nepusobi na téleso zddna sila, nelze experimentalné realizovat, obsah
principu setrvacnosti lze tedy povazovat za duchaplnou extrapolaci naSich zkusenosti. Podle principu
setrvacnosti je s pohybovym stavem téles spojena vlastnost setrva¢nosti, kterou se télesa jakoby brani
zméneé svého pohybového stavu. Mame tim na mysli skutecnost, ze téleso se neda do pohybu nebo nezméni
svij pohybovy stav, dokud na néj nezapusobi néjaka sila. Podle 1. Newtonova zdkona bude existovat
soustava souradnd, ve které se bude pohyb sledovaného hmotného bodu jevit jako klid a celd tiida sou-
stav, vuci kterym se bude pohybovat rovnomérnym piimoc¢arym pohybem. Takové soustavy nazyvame
inercidlnimi soustavami soufadnymi. Z tohoto hlediska 1. Newtonuv zdkon vymezuje inercidlni sou-
stavu soufadnou. V inercidlni soustavé soufadné lze jednoznacné urcit zrychleni hmotného bodu, které
se vyskytuje v 2. Newtonové zakoné.

2. Newtonuv zdkon (zdkon sily)

Existence zrychleni vyzaduje dle principu setrva¢nosti silové ptisobeni. Vlastnost téles, ze pii stejném
silovém pusobeni nabyvaji ruznych zrychleni, charakterizujeme fyzikalni velicinou hmotnost m, coz je
skalarni veli¢ina s jednotkou 1 kg. Vztah mezi silou a jejim Gc¢inkem - zrychlenim lze vyjadrit v nejjed-
nodussi forme

md =kF nebo @=k (1.47)

S|

tj. pfima dimérnost mezi zrychlenim a pusobici silou u jednoho télesa nebo nepfiméa umérnost mezi
zrychlenim a hmotnosti u ruznych téles, pusobi-li na né stejnd sila. Druhy pohybovy zdkon lze formu-
lovat obecnéji, uvazime-li, ze hmotnost télesa nemusi obecné byt nezavisla na jeho pohybovém stavu.
Charakterizujeme-li okamzity pohybovy stav télesa hybnosti

7=mv (1.48)
muzeme 2. Newtonuv zdkon psat obecnéji
dp d =
- i =kF 1.49
at —at’ (1.49)

Tuto formulaci, kterd bere v tvahu napf. pohyb télesa s proménnou hmotou (raketa, relativistické
rychlosti) podal jiz sém Newton a slovné znf

Casova zména hybnosti télesa je imérnda pusobici sile a ma s ni stejny smér.

V klasické mechanice (az na vyjimky, napf. pohyb rakety) povazujeme hmotnost za konstantn{ a piSeme

—

mi = F (1.50)
Velikost konstanty k& jsme vzhledem k déle popsanému zpusobu méfeni hmotnosti zvolili rovnou 1.
Ziskaji-li dveé télesa o hmotnosti m; a meo vlivem stejného vnéjsiho pusobeni ruzné zrychleni a; a as, pak
pomér jejich hmotnosti m; a mo vyhovuje imére
o (1.51)
Takto uréend hmotnost se nazyvé setrvaéna.

3. Newtonuv zdkon (princip akce a reakce)

Sila, kterd pusobi na téleso, muze pochdzet jediné od téles, kterd vySetfované téleso obklopuji. Je
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zkusenosti, ze pusobi-li hmotny bod 1 (obecné téleso 1) na hmotny bod 2 (téleso 2) silou Fi5, pusobi
hmotny bod 2 na bod 1 silou Fb1, ktera je stejné velkd, ale opacné orientovana.

Fiy = —Fy (1.52)

Vzijemné sily mezi dvéma hmotnymi body (télesy) maji vzdy stejnou velikost, ale
opacny smeér.

Sily pfi raznych druzich pohybu (ptfehled)

e Pifmocary rovnomérny pohyb (1.24)

F=0 aodtud a=0 (1.53)

e Piimocary rovnomeérny zrychleny pohyb (1.26)

F = 2mk, (1.54)

e Harmonicky pohyb (1.29)
F = —mw?(z — x0) = —kAx (1.55)

e Obecny pfimocary pohyb
F = mal(t) (1.56)

Sila je zde ¢asové proménnd a je vyslednici vazbovych a hybnych sil.

e Rovnomérny kruhovy pohyb (1.36)
F = —mw*7 (1.57)

e Nerovnomérny kruhovy pohyb (1.42)

ﬁ = F‘; + Fn = mc_it + mc_in (158)

Silu lze rovnéz rozlozit na tecnou a normalovou (dostfedivou) slozkou. Dilezitou silou je tiha téles G,
jiz télesa podléhaji v tthovém poli, specidlné v tthovém poli Zemeé.
G =mg (1.59)
kde ¢ je konstantni vektor miiici piiblizné do stfedu Zemé, ktery nazyvame tihovym zrychlenim.
Porovnavame-li pomér dvou hmot podle jejich tihy
mq . G1

= 1.
e Go (1.60)

hovoifme o porovngvéni tihovych hmot hmotnych bodu (srovnej (1.51)). Skuteénost, ze porovnani
(1.51) a (1.60) vedou ke stejnym zdvérum, byva formulovédna jako rovnost tthové a setrvaéné hmoty a je
z hlediska Newtonovy fyziky experimentdlnim faktem (Eétvosovy pokusy a dalsi). Hlubs{ smysl tohoto
faktu vyplyva az z obecné teorie relativity.

Pohybové rovnice hmotného bodu
Zakon sily, vyjadreny rovnici (1.50) rozepiseme do slozek

d?z
ma,g a2 = F,
d2
may = mgf - F, (1.61)
d?z
z = 4,0 — Fz
ma mdt2

Tyto rovnice nazyvame pohybové rovnice. Jde o tii nezavislé rovnice, z nichz lze ur¢it pohyb
télesa vzhledem ke zvolené soustavé soufadnic, zndme- li slozky sil v kazdém okamziku (& obrdcené
ze zndmé dréhy, ¢ zndmého prubéhu rychlosti lze urcit pusobici vnéjsi sily). Pohyb oviem také zdvisi
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na tzv. pocatecnich podminkach, tj. poloze a rychlosti hmotného bodu v okamziku, kdy sila zacala
pusobit. Z matematického hlediska je tento fakt odrazen tim, Ze obecny integrédl diferencidlnich rovnic
druhého tadu, mezi néz pohybové rovnice patii, obsahuje dvé integra¢ni konstanty, které se pravé urci
z pocateénich podminek.

Pusobi-li na hmotny bod vice sil, po¢itdme v pohybovych rovnicich s jejich sou¢tem (obr. 7). Pokud
se sily navzajem rusi, pohybuje se hmotny bod dle 1. Newtonova zdkona.

Pouziti pohybovych rovnic na konkrétni piipady ukazeme v dalsim vykladu.

Silové pusobeni pri relativnim pohybu

Polozme si nyni otdzku, zda zustavaji Newtonovy zdkony v platnosti, pokud se soustava, ke které pohyb
vztahujeme, sama pohybuje. Pfedpoklddejme dvé soustavy soutadnic S(z,y,z) a S’(2',y’,2’), z nichz
prvni povazujeme za pevnou a druhd se vici ni pohybuje posuvnym pfimocarym pohybem (obr. 9)

/

y

o’ 0'(5")

=y

iy

Obréazek 9: Urceni polohy bodu M v soustavdach S a S”.
Mezi polohovymi vektory n&jakého bodu M v soustavdch S a S’ plati zfejmé

F=7+R (1.62)

Pohybuje-1i se hmotny bod, pak jeho rychlost ¢ vzhledem ke klidné soustavé S (absolutni rychlost) je
déna vztahem

df  di  dR

U=

zde ¢len dﬁ/dt = 4 je rychlost, kterou se vSechna mista v soustavé S’ pohybuji vici soustavé S,

nazyvéame ji undsivou rychlosti. Clen d#/dt = ¥’ je pak rychlosti, kterou se bod pohybuje vzhledem
k soustavé S/, nazyvdme ji relativni rychlosti. Plati tedy

—
v

i (1.64)

<y

+
coz je pravidlo o sklddani pohybu. Vztah (1.64) je vyjddienim zndmého pravidla o sklddéni rych-
losti, které ovsem plati vSeobecné.
Derivaci vztahu (1.63) dle casu dostavdme

I N

& & &R 1.
a2~ ae e (1.65)

ST
I

— —/ —
a = a4 + Gy

coz je vztah mezi absolutnim zrychlenim, relativnim zrychlenim a unasivym zrychlenim.
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Pohyb v inercialni soustavé
V inercidlnich soustavdch je @ = konst., takze soustava S’ vuci soustavé S pohybuje rovnomeérné
pfimocaie. Polohy hmotného bodu M v obou soustavéach souvisi vztahem

7= +ut (1.66)

pokud pocatky obou soustav v ¢ase t = 0 splyvaji.

Pfechod od jedné soustavy soufadnic k jiné nazyvime transformaci soufadnic. Transformace (1.66)
se nazyva Galileova transformace. Derivujeme-li (1.66) dvakrat dle ¢asu a vyndsobime-li hmotnosti m,
dostaneme

mid =md = F (1.67)

tj. zrychleni hmotného bodu v obou soustavéch je stejné. Rikdme, ze Newtonovy pohybové rov-

nice jsou invariantni vzhledem ke Galileové transformaci. Bude-li F= 0, bude v obou soustavach
platit princip setrvac¢nosti.

Rovnice (1.67) znamend, Ze nelze z hlediska z4dné z obou soustav rozhodnout, zda je v klidu nebo
se pohybuje. Tuto tvahu lze rozsitit na vSechny inercidlni soustavy, protoze v nich beze zmény plati
Newtonovy zakony. Tento zavér nazyvame klasickym principem relativity Newtonovy dynamiky.
K inercialnim soustavam patii s dostatecnou presnosti i soustava pevné spojena se Zemi.

Pohyb ve zrychlené soustavé
Pfi nerovnomérném pohybu soustavy S’ vzhledem k soustavé S se dle (1.65) 1is{ zrychlen{ @ od zrychlen{
@ o hodnotu unasivého zrychlenf @,,, tedy @ = @—d,,. Vyndsobime-li tuto rovnici hmotnost{ m, dostaneme

md =md—md, = F' (1.68)

Téleso se vzhledem ke zrychlené soustavé S’ pohybuje tak, jako kdyz na né kromé sily F pusobi jesté
dalsi sila

F* = —ma, (1.69)

kterd md opa¢ny smér nez zrychleni @, soustavy S’ a jejiz velikost je rovna soucinu hmotnosti
hmotného bodu a zrychleni této soustavy souradnic. Tuto silu nazyvame silou setrvaénou, zdanlivou
nebo fiktivni, protoze nemd puvod v redlnych télesech. V této souvislosti uvadime, ze sily, jimiz na sebe
pusobi realné télesa, jsou sily skutecné.

Shrnuti: 2. Newtonuv zdkon neplati v neinercidlnich soustavach. Jeho platnosti v§ak dosdhneme, kompenzujeme-
li zrychleni soustavy zavedenim odpovidajici setrvacné sily.
Tento zaveér je velmi podstatny pro feseni mechanickych tloh. Dosavadni vyklad ndm nabizi dvé moznosti:

e pracovat dusledné v inercidlnim systému
e zavedenim setrvacnych sil pfejit do neinercialniho systému.

Oba postupy budeme ilustrovat na nasledujicim prikladu. Uvazujme vozik, k jehoz vnitini sténé je
pruzinou upevnéna koule (obr. 1.10a), kterd se muze pohybovat bez tfeni. Uvedeme-li vozik do pohybu
se zrychlenim @, pozorujeme natazeni pruziny (kterd zde hraje ilohu vazby) a koule se bude pohybovat
se stejnym zrychlenim jako vozik (obr. 1.10b). Popis celého déje z hlediska inercidlniho a neinercidlniho
systému bude odlisny:

e Z hlediska inercidlniho systému pusobi pruzina (vazba) na kouli takovou silou, aby ji udélila stejné
zrychleni jako ma vozik. Tato sila je skutecna a je akci. Podle 3. Newtonova zdkona pusobi koule na
pruzinu stejné velkou, ale opa¢né orientovanou silou. Tato sila zpusobi natazeni pruziny, je rovnéz
skutecnd a je reakci.

e 7 hlediska pozorovatele spjatého s vozikem zpusobi natazeni pruziny fiktivni sila, kterd indikuje, ze
soustava soufadnd spjata s vozikem je neinercidlni. Tato sila je kompenzovana natazenim pruziny,
tj. skute¢nou silou, kterd pusobi rovnéz na kouli. Nemuzeme tedy hovofit o akci a reakci. Z toho
plyne dulezity poznatek:

3. Newtonuv zakon neplati v neinercialnim systému.

Pohyb v otacivé soustaveé
Vysetiime déle skutecné a zdanlivé sily, které pusobi na hmotny bod, vztahujeme-li jeho pohyb k soustavé
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O
(a) (b)

Obrazek 10: Zrychleny pohyb voziku.

S’, kterd se vzhledem k inercidln{ soustavé S otac¢i dhlovou rychlosti o (obr. 11) tak, ze maji spoleény
pocatek a osu z, kterd je osou otaceni. Okamzitou polohu M v obou soustaviach udava polohovy vektor

7= 7. Jeho zmény pfi pohybu hmotného bodu jsou vsak v obou soustavach rizné a rtzné budou i jeho
derivace vzhledem k obéma soustavam.

X

fL_L’ \
\ =

M 2o \ -
r=T7 . _ -
- ey //’
// \\
/ N\ «
/ \ oO=0 X

Obréazek 11: Pohyb v otac¢ivé soustaveé

Pro unasivou rychlost bodu M plati

0= x 7 (1.70)

a pravidlo pro skladani rychlosti plati ve tvaru
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(1.71)

!

X

&l

Vo= +

dr

@ ar

=SS

&l
=

X

kde ¢drka vyznacuje derivaci vzhledem k soustave S’. Mezi prirustkem d7 v soustavé S a d'F v soustave
S’ plati

A7 = d'F + (@ x 7)dt (1.72)

Elementarni zmény kazdého jiného vektoru v obou soustavdach budou podléhat stejnému pravidlu. Pro
zménu relativni rychlosti vzhledem k soustavé S bude

dv' = d'v" + (& x 0')dt (1.73)
dor  d'v »

— _ 3 1.74

& & + (J x ) (1.74)

Tento vztah umoziuje zjistit zrychleni @’ hmotného bodu vzhledem k pohybujici se soustave S’ tedy

L, dv v

= = —(gx¥ 1.75
T - @x?) (1.75)
Nynf jesté dosadime z (1.71) za ¥ v ¢asové derivaci
d dv  dd dr
—/ — — - — - - - —
i@=—=0-0x7F)—0x¥ =———"XF—dX ——W0x7T
dt( ") dt dt dt
R SV ey S (7@ X ) — @ x T
= — —EXTF—GxT —dx¥V=— —ExTF—dx(V+&Tx7)—dx7T
dt dt
o . . . o
:a—exr—wx(wxﬁ—wav (1.76)
Na hmotny bod v otacivé soustavé pusobi tedy sila
7 =/ dﬁ — — J — — —
F=ma=ma—me><r—mw><(w><f’)—2mw><v (1.77)

Ke skuteéné sile m‘é—f =mad = F tak pristupuji v otacivé soustave S’ dalsf tri fiktivni sily:
Sila
. da
F* = —m— x 7= —md, (1.78)
dt
kde @, je unasivé zrychleni rotujici soustavy v misté, kde je pravé hmotny bod, B je setrvaéna sila,
obdobn4 sile v rovnici (1.69). Je-1i tihlové rychlost konstantni, tato sila vymizi.
Dalsf sila
Fo=-mdx (@ x7F)=—m&xqd (1.79)

pusobi na hmotny bod pfii rotaci soustavy, je-li v koneéné vzdélenosti od osy rotace. Velikost sily je

u2

Fo = mw?rsina = mw’rg = m— (1.80)
TK

kde rx = rsin a je vzdalenost bodu od osy rotace. Tuto sflu nazyvame silou odstiedivou, protoze miii
od osy rotace.
Poznamka: Zdanlivou odstiedivou silu v rotujici soustavé nesmime zameénovat se skute¢nou odstiedivou
silou, kterd vznikd jako reakce na dostfedivou silu a kterou pusobi téleso na vazbu, kterd jej nuti ke
kfivo¢arému pohybu.

Posledni sila

Fo=—2m@d x ¥ =2m?¥ xw (1.81)

se uplatnuje, pokud hmotny bod mé v rotujici soustavé rychlost ¢’ jiného sméru, nez je smér osy
rotace. To znamend, Ze hmotny bod postupuje misty s ruznou undsivou rychlosti. Tuto silu nazyvame
Coriolisovou silou.

Shrnuti: Ma-1i 2. Newtonuv zdkon platit v rotujici soustaveé, musi mit formu
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W

)

Obrazek 12: Zména tihového zrychleni rotaci Zemé.

md = F + F* + Fp + Fg (1.82)

Pohyb na zemském povrchu
Soutradnou soustavu spojenou se Zemi povazujeme piiblizné za inercialni soustavu, protoze zrychlené
pohyby, které Zemé kond, nemaji vliv na vétsinu vypoctu v klasické mechanice. Vétsinou uvazujeme

e obéh kolem Slunce po mélo vystfedné elipse stfedni rychlosti 29, 8km s~!,

e rotace kolem vlastni osy se stdlou hlovou rychlosti (w = 7,292.107%s71).

Dosttedivé zrychleni Zemé pii pohybu kolem Slunce je jen 0,0058ms?. Vlastni rotace Zemé, jejiz
thlova rychlost je 365 krat vétsi nez thlova rychlost pii obéhu kolem Slunce, ma vyrazné vétsi vliv.
Velikost odstiedivého zrychleni méa v riznych mistech na povrchu Zemé velikost

ao = 7'w? = Rw?cos v (1.83)

kde 7’ je kolmd vzddlenost od osy rotace, R je polomér Zemé a v je zemépisnd sftka (obr. 12).

Odstiedivé zrychleni v Praze éini ap = 2,59.1072ms2 = 0,0026¢g a sklad4 se s gravitaénim zrych-
lenim ve vysledné tihové zrychleni, které nemiii do stfedu Zemé. Diky tomuto faktu Zemé, kdyz byla
v plastickém stavu, nabyla tvaru elipsoidu, zplostélého na pélech, takze tihové zrychleni je vsude kolmé
k povrchu Zemé. Jako normdlni tihové zrychleni se definuje zrychleni g, = 9,80665ms™2 piesné,
které je pfiblizné rovno zrychleni na 45° severni §itky pfi hladiné mofe. Vyznam normalniho tihového
zrychleni spoc¢ivéd v tom, ze umoziuje jednoznacné zavedeni nékterych fyzikalnich jednotek a ze vysledky
fyzikalnich méfeni provadénych pfi riznych hodnotach ¢ lze na tuto hodnotu redukovat.

Podotykdme, ze pii rozboru pohybu na zemském povrchu z hlediska inercidlniho systému (nékdy
se T{kd z hlediska soustavy soufadné spjaté se stdlicemi) nelze vySe uvedenou argumentaci pomoci
odstiedivé sily pouzit. Tihovou silu zde dostaneme jako vektorovy rozdil gravitacni sily a dostiedivé
sily nutné k rota¢nimu pohybu v daném misté. Nejznaméjsi pokus prokazujici neinercidlni charakter
soustavy soutadné spjaté se Zemi je pokus s Foucaultovym kyvadlem. Tento pokus provedl poprvé Fou-
cault v roce 1851 s koulf hmotnosti 30kg zavésenou na draté délky 67m v kopuli pafizského Pantheonu
(usporddani muze ovsem byti skromnéjsi, dulezité je vylouceni vnéjsich vlivi na pohyb kyvadla). Pfi
pokusu se ukazuje, ze se rovina kyvu vzhledem k podlaze sta¢i ve smyslu hodinovych ruc¢i¢ek thlovou
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rychlost{ w’ = wsinvy (¢ je zemépisnd sitka). Nejrychlejsi je otdceni na pélu, kde ¢ini 360° za 24 hodin,
na rovniku naopak se rovina kyvu nemeéni. V naSich zemépisnych sitkadch dojde k otoceni roviny kyvu
0 360° piiblizné za 31 hodin.

7 hlediska neinercidlniho systému lze pokus s Foucaultovym kyvadlem povazovat za experimentdlni
dukaz Coriolisovy sily (rozbor vyse popsané situace z tohoto hlediska prenechdvdme posluchaci ).

Z hlediska inercidlniho systému je vysledkem pusobeni tthové sily (skutecné) a rotace Zemé. Lze jej
snadno demonstrovat pomoci globusu (mice) a tuzky zndzornujici drahu koule pfi kyvani. Umistime-li
kyvadlo na zemském pdlu, zustava rovina kyvu stald vzhledem ke stélicim a Zemé se pod kyvadlem otoci
jednou za 24 hodin. Na rovniku naopak je draha pohybu vzdy teénou k zemskému povrchu a rovina
kyvu se neméni. V ostatnich polohach na zemském povrchu provedeme rozbor nejlépe, vezmeme-li jako
pocatecni stav kyv ve sméru tecny k poledniku v daném misté, tj. od severu k jihu, ¢i naopak. Jedind
skutecna sila, ktera na kyvadlo pusobi, je sila tihova a ta tento smér nemuze zménit. K veskerym zméndam
pohybu bude dochézet pouze v roviné dané tec¢nou k poledniku v po¢ateénim misté a smérem tihové sily.
Ptejde-li pii rotaci kyvadlo do jiného mista, bude dle této argumentace odchylka roviny kyvu dédna hlem,
ktery sviraji te¢na k poledniku v po¢ateénim misté a te¢na k poledniku v novém misté. Rychlost prirustku
tohoto thlu odpovidé na zdkladé jednoduché geometrické ivahy (kterou prenechdvéme posluchaci) vyse
uvedenému vztahu w’ = wsinv (odvozeni lze najit v doporuc¢ené ucéebnici Hordka a Krupky).

Existence Coriolisovy sily se na zemském povrchu projevuje jesté dalsimi jevy:

odchylka téles od svislice pii volném padu

staceni pasatnich vétru ze severojizniho sméru

u fek tekoucich od severu k jihu je pravy bieh (ve sméru toku) podemlet vice nez levy (pravy breh
je strmy, levy pozvolny, dobfe patrné u ukrajinskych fek)

e ruzné opotiebeni zelezni¢nich kolejnic vedoucich od severu k jihu pfi trvalém provozu jednim smérem

Podotknéme jesté na zaveér, ze vlivu odstiedivé sily pfi rotaci Zemé na smér vysledné sily vyuzil
madarsky fyzik Eétvos k experimentélnimu ditkazu rovnosti setrvaéné a tthové hmotnosti. Kdyby dvé
télesa z ruznych latek se stejnou tihovou hmotnosti méla rozdilnou setrvaénou hmotnost, musely by
vysledné tihy mifit jinym smérem, coz se neprokazalo (odstfediva sila je totiz dmeérna setrvaéné hmot-
nosti).

Dalsi mechanické veliciny - prace, energie, hybnost, impuls,
moment hybnosti

Utinek sily na pohyb télesa lze kvantitativné posuzovat dvojim zpusobem:
e dle drahy, na niz sila na téleso pusobila
e dle doby, po kterou sila ptsobila

Dréhovy déinek sily a mechanicka energie
2. Newtonuv zdkon upravime tak, aby neobsahoval ¢as. Vyjdeme z (1.50) a vynésobime rovnici skaldrné
elementarnim piirustkem pruvodice

dv =
ma = md—v =F
dv dr ' (1.84)
m— - dF = mdd - — = mvdv = F - dF
dt dt

Upravime vyraz ¢ - dv pomoci (1.8)

7-dT = v7y - d(vTy) = V7 - (Fodv + vdTy) = vdvTy - T + V27 - ATy = vdv (1.85)

nebot 7 - 7o = 1 a tedy d(7p - 7)) = dfy - 7o + T - dTy = 27d7 = 0 (Tp a d7y jsou tedy navzdjem
kolmé). Méme tedy

mudv = F - dF (1.86)

Integrujeme-li tuto rovnici mezi dvéma polohami hmotného bodu (7, 7;) a (72, ¥2), dostaneme

sl

1, 1, (7L
gmvy — gy = | -dr (1.87)

T1
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kde vs a vy jsou velikosti rychlosti piislusnych polohovym vektorum 75 a 7.
Libovolné vnéjsi silové plisobeni na vysSetiované téleso z hlediska probéhlé drahy urcuje
tzv. drdhovy integral sily (jde obecné o kfivkovy integral)

o
Ajp = f F-dar (1.88)
1
ktery se nazyvd mechanicka prace. Jednotkou mechanické price je joule (J) rovny praci, kterou
vykona sila 1N na draze 1m ve sméru dréhy.
Levé strana rovnice (1.87) vyjadiuje zménu pohybového stavu télesa v dusledku mechanické préce.
Velicinu
Lo o

E, = imv

nazyvame kinetickou energii hmotného bodu nebo télesa.
Shrnuti: Pfirustek kinetické energie hmotného bodu mezi dvéma misty urc¢enymi polohovymi vektory 7
a 72 odpovida vykonané mechanické préci sily mezi témito dvéma misty.

Pfijmeme néasledujici konvenci:

(1.89)

e Pokud vnéjsi sily pohyb télesa podporuji, povazujeme vykonanou praci za kladnou. Prirustek kine-
tické energie je kladny. Tedy dE) = dA.

e Pokud vnéjsi sily pohyb télesa brzdi, povazujeme vykonanou préci za zdpornou a zaporny je i
piirustek kinetické energie. Stejné lze fici, ze v tomto pripadé pohybujici se téleso kond praci na
okolnich télesech.

Kiivkovy integral, tedy i (1.88) muzeme (analogicky Riemannovu integrélu) vypocitat jen, zndme-li
prubéh integrované funkce. Pro element préce plati

dA=F.dF = F - 7yds = Fdscosa (1.90)

« je thel mezi silou a teénou k dréze (obr. 13). Faa jsou funkce ¢asu a polohy.

Obrazek 13: K vykladu prace.

Z rovnice (1.88) plyne ihned, Ze praci kond pouze tecnd slozka sily.

Piiklad: Vypocitame préci sily v tihovém poli. Tihov4 sila ptsobi ve vSech mistech pohybu télesa, a
proto tikdme, Ze v prostoru, kde pohyb téles vysetiujeme, je silové pole. Existence jakéhokoli silového
pole v prostoru se projevuje tak, ze na vlozené téleso pusobi obecné néjakou silou. Silové pole tihy se
vyznacuje silovym vektorem G = mg konstantnim co do sméru i velikosti. Sledovany hmotny bod bude
premistén z mista 1 [z1,y1, 21] do mista 2 [z2, ya, 22] (obr. 14) bez piitomnosti tFent

Dle (1.90) méame

2

2
App = —J Gdscosa = —GJ dscosa = —(mgys — mgy1) = mgy1 — Mgy (1.91)
1 1

Ptitom konstantni silu GG jsme postavili pred integral a hodnoty ds cos a predstavuji pruméty elementu
dréhy do vertikdlniho sméru. Vykonana prace Ao > 0, pokud ¥y; > yo. MuzZeme ji vyjadfit ve tvaru
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Obrazek 14: Prace v tthovém poli

A =E, —E,, (1.92)
Dle (1.88) a (1.89) je tato préace rovna pifrustku kinetické energie hmotného bodu mezi body 1 a 2.

Ayy = Ey, — By, (1.93)

porovnanim obou rovnic plyne

Ey, + E,, = Ey, + E,, = konst (1.94)

Veli¢inu E,, kterd je funkei polohy hmotného bodu v silovém poli, nazyvidme polohovou (po-
tencidlni) energii a soucet obou energii pokldddme za celkovou mechanickou energii hmotného bodu.
Pak plati, Ze celkova mechanicka energie je konstantni veli¢ina.

Uvedeny ptiklad lze zobecnit. Predstavme si v tithovém silovém poli pohyb hmotného bodu po uzaviené
dréze z mista 1 do mista 2 a zpét (obr. 15).

=l

=l

2

Obrazek 15: Pohyb télesa v silovém poli po uzaviené draze.
Pro praci sily po takové dréaze plati

A=A+ An (1.95)
a dle (1.92)
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A = Ep — Ep, Agy = Ep, — Ep, (196)

a celkova préce sily po uzaviené draze je nulovd, coz vyjadiujeme podminkami

3€ﬁ A7 =0 E = By, + E, = konst. (1.97)

kde je symbolicky vyjadfen integral po uzaviené draze.

Tihové pole je dulezitym piipadem potencidlového neboli konzervativniho pole, pro které plati,
Ze se v ném zachovava mechanickd energie. Vztahy (1.97) plati v jakémkoli konzervativnim poli a vyjadiujf
zékon zachovani mechanické energie.

Pokud proti pohybu télesa pusobi néjaky odpor (tfeni), dochézi k tomu, Ze téleso na uzaviené drize
ztrati ¢ast své mechanické energie na tcet prace, kterou musi vykonat pii prekonavani odporu vnéjsich
sil. Celkova prace, kterou konaji sily pii pohybu po uzaviené dréaze je zaporna. Takovéd silova pole se pak
nazyvajl nekonzervativni neboli dissipativni. Zde dochazi k ¢dstetné pfeméné mechanické energie
v jiné druhy energie (teplo) dle obecného principu zachovani energie.

Shrnuti: Zakon zachovéani mechanické energie je dusledek Newtonovych zdkontu. Je zvlastnim piipadem
obecného zakona zachovani energie.

Mirou rychlosti vykonu préce nebo zmény energie je velicina vykon, kterd je definovana jako

dA
P=— 1.98

pr (1.98)
Plati zfejmé

dA  F.df 4
— = _ =F.7 1.
ar ~dt Y (1.99)
Jednotkou vykonu je 1W (watt), ktery znamend praci 1J (joule) za 1 sekundu. Je-li vykon P stély,

plati pro praci ziejmé

A=P-t (1.100)

Casovy téinek sily, hybnost a impuls
Vyjdeme opét z rovnice (1.50), kterou ndsobime elementdrni dobou d¢

mdd = Fdt (1.101)
Sledujeme-li pusoben{ sily v intervalu (¢1,¢2), dostaneme integraci

to
miy —mivy = | Fdt (1.102)
ty

Utinek sily z hlediska doby vyjadiuje tedy casovy integral

to
I =f Fdt (1.103)

t1

ktery nazyvame impulsem sily. Impuls sily vede ke zméné hybnosti télesa dle (1.48) a je

=T (1.104)

Piirustek hybnosti, zpusobeny silou v ur¢itém cCasovém intervalu, je uréen co do sméru i velikosti
impulsem sily.

Impuls sily umoznuje posoudit vysledny ¢asovy efekt pusobicich sil, aniz bychom museli detailné znét
jejich ¢asovou zavislost. Rovnice (1.102) umoznuje nahradit ¢asové zavisly efekt pusobicich sil efektem
pramérné sily

to
I= f Fdt = F(ty — t1) (1.105)
t1
Vsimneme si, Ze pii stejné zméné hybnosti je prumeérna sila velka, je-li ¢asovy interval maly. Naptiklad
pii ¢elnich srazkach, které trvaji krdtkou dobu, pusobi obrovské sily, vedouci napt. k roztiisténi aut.
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Moment sily a moment hybnosti

21

V rovnici (1.45) jsme zavedli moment sily k posouzeni ota¢ivého ti¢inku sily vzhledem k bodu O (M =
7 x F'). Hledejme nyni, jaké veli¢ciny budou charakterizovat pohyb v pfipadé otdcen{ kolem néjakého bodu.

Dosadime za silu do rovnice pro moment sily

a vyuzijeme identity

d
a(Fxmff):a><ma+r><ma
kde prvni ¢len napravo je nulovy. Je tedy
- d db

kde vyraz

b= (Fxmi)=7Fxp

(1.106)

(1.107)

(1.108)

(1.109)

nazyvéme momentem hybnosti hmotného bodu vzhledem k pevnému bodu O. Rovnice (1.108) je
analogii 2. Newtonova zdkona pro moment sily a moment hybnosti. Ve vykladu o mechanice tuhého télesa
uvidime, ze hybnost a moment hybnosti charakterizuji pohybovy stav télesa podobné jako mechanicka

energie.
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Kapitola 2

Gravitacni zakon

2.1. Newtonuv gravitacni zakon

Dva hmotné body o hmotach mi a ms, jejichz vzdalenost je r, pusobi na sebe silou velikosti

mimso
F=k 2 (2.1)
Konstantu & zde nazyvéame gravitacn{ konstantou. Je urc¢ena experimentdlné jako x = (6,670 +

0,007) - 10~ Nm?2kg=2, nebot jednotky pro silu, hmotnost a délku jsou v soustavé SI uréeny nezavisle
na gravitacnim zdkoné. Sila (2.1) je pritazlivd a pusobi ve sméru spojnice hmotnych bodu (¢i stiedu
homogennich kouli). Maji-li hmotné body polohové vektory 71, 72, pak pro silu Fhy, jiz pusobi prvy bod
na druhy plati vektorové

mimso
—Riz— =3
|7 — 713

Fy = (fy —7) (2.2)

Vsimneme si, ze pritazliva sila ma opacny smér nez vektor 75 — 7. Sila, kterou pusobi druhy bod na
prvy, je déna 3. Newtonovym zékonem a plati Fo = — Fy1. Rovnice (2.1) a (2.2) nazyvdme Newtonovym
gravitacnim zakonem. Newtonuv gravitac¢ni zakon vyhovuje velmi presné jak pozemskym pozorovanim,
tak i pfi vypoctu pohybi kosmickych téles, je-li rychlost mald ve srovndni s rychlosti svétla. Pfesto
obsahuje v sobé otazku, jakym zpusobem se muze na dalku prendasSet silové pusobeni jednoho télesa na
druhé, bez ohledu na to, stoji-li mezi nimi dalsi télesa. Newton sdm o puvodu gravita¢ni sily nespekuloval
a svij zakon povazoval za pouhy popis skuteénosti. Problém spoc¢ivd v tom, Zze v Newtonové dobé se
neptipisoval zddny vyznam prostoru, ktery obklopuje télesa. Dnes vime, ze gravitacni pole, které kolem
sebe télesa vytvareji, tento prostor ovliviiuje, a povazujeme jej za formu existence hmoty.

Shrnuti: Vzijemné piitahovani je zpusobeno vzdjemnou interakei téles a gravita¢nich poli. Zobecnéni
Newtonova zdkona (2.1) a (2.2) poddva obecnd teorie relativity.

Uvazujme gravitacni silové pole, které vznika v okoli hmotného bodu o hmotnosti M a pusobi na
hmotny bod o hmotnosti m. Polozme pocatek soustavy souradné do bodu o hmotnosti M. Bude-li m « M,
muzeme tuto soustavu pokladat v dobrém piiblizeni za inercidlni. V takové soustavé souradné bude platit

Fo MM (2.3)

3

r

je-li polohovy vektor hmotného bodu m 7. Touto rovnici je zaddno gravitaéni silové pole bodu M.

Sila (2.3) je imérnd hmotnosti m, jeji normalizaci na jednotkovou hmotnost dostaneme intenzitu gra-
vitaéniho pole

I= (2.4)

3

Poznamka: intenzitu pole lze ovSem zavést v jakémkoli silovém poli.
Vypocteme nyni praci Ajo vykonanou polem na hmotny bod, prejde-li z mista uréeného polohovym
vektorem 7 do mista s polohovym vektorem 75. Bude platit

ﬁz_’ 2 M _‘21
Alg—fF-dF—J k! F-dF——anJﬂz-
N s T

3
1 1 r

- dF (2.5)

Sy

Skalarni soucin g -dr’ je prumétem elementu drahy d7 do sméru 7 a muzeme jej oznacit dr. Bude pak
platit

23
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! 11
Ag = —anJ —dr = rmM(— — —) (2.6)
7 T To 1
Prace Ao je tedy zavisla pouze na rozdilu vzdédlenosti bodu 7; a 7 od pocatku soustavy souradné.
Gravitacni silové pole je tedy konzervativni. S vyjimkou pocatku soustavy soufadné plati pro rozdil
potencialnich energii v mistech 71 a 7% E,, — E,, = —Ai2.
Dosadime-li tento vztah do (2.6), dostaneme

1 1
Ep2 - Epl = —A12 = HTTLM(* - 7) (27)
1 T2
Zvolime nyni nulovou hodnotu potencialni energie v nekone¢né vzdaleném bodé rovnu nule. Budeme-li
za tento bod povazovat bod 2 v (2.7) (E,, =0, % — 0) a budeme-li bod 7 povazovat za obecny bod 7,
dostaneme

kmM
By, = - (2.8)

potencialni energii gravita¢niho pole bodu o hmotnosti M jako skaldrni funkci soufadnic, v tomto
ptipadé vzdalenosti r.

2.2. Pohyb v zemském tihovém poli

S tihovou silou jsme se sezndmili jiz difve. UkdZzeme nyni souvislost (1.59) s Newtonovym gravita¢nim
zdkonem (2.2). Uvedeny postup plati samoziejmé zcela obecné, my viak budeme uvazovat pro ndzornost
pouze specidlni piipad tihového pole Zemé. Piijmeme nyni bez dikazu tvrzeni, Ze gravita¢ni pole vné
Zeme lze popsat vyrazy (2.1) a (2.2), polozime-li pocatek soustavy souradné do stiedu Zemé. V blizkosti
zemského povrchu lze viraz —kMz7/r3 pokladat za pFiblizné stdly a rovny vyrazu —xMz7/R%, kde Ry
je polomeér Zemé a 7y je jednotkovy vektor v radidlnim sméru (tj. svisle vzhuru). Pro gravita¢n{ zrychleni
v blizkosti zemského povrchu pak dostaneme

. mMgz
mg=—k T

g RQZ 0

. Mz

g= —RR—%TO (2.9)
/{MZ

g=""Z
Ry,

Zduraznéme jesté jednou, ze uvedené zavedeni gravitac¢niho zrychleni lze provést jen pro tak velky
prostor u povrchu Zemé, kde je mozno zanedbat zménu gravitaéni sily se vzdélenosti od stfedu Zemé
a také vzajemny uhel svislic v jednotlivych mistech uvazovaného prostoru. Poznamenejme rovnéz, ze
skutecné zrychleni u zemského povrchu je déno rozdilem gravita¢niho zrychleni (2.9) a odstfedivého
zrychleni, o kterém jsme pojednali v minulé kapitole. Toto zrychleni pak nazyvame tthovym zrychlenim
a silové pole dané gravitaénim polem a polem odstiedivé sily (situaci uvazujeme z hlediska neinercidlniho
systému) nazyvame tihovym polem. Obecny pohyb v tthovém poli nazyvame vrhem. Pohybuje-li se
hmotny bod v tithovém poli, pusobi na néj ve vertikdlnim sméru tihova sila, a budeme-li uvazovat pohyb
ve vzduchoprazdnu, nebudou pusobit tfeci sily. Bude-li smér tihové sily totozny se zdpornym smérem osy
y, prejdou pohybové rovnice (1.61) do tvaru

d?z
a2
d%y
de?
d?z
de?

- g (2.10)

které jsme jiz krétili nenulovou hmotnost{ m (tj. pohybové rovnice ziejmé nezavis{ na hmotnosti).

Integraci uvedenych rovnic dostaneme slozky vektoru okamzité rychlosti a slozky polohového vek-
toru hmotného bodu. Integrace znamend najit takové vektorové funkce 7(t) a ¥(t), abychom jejich
dvojndsobnym, resp. jednoduchym derivovanim obdrzeli rovnice (2.10). V souladu s obecnym vykladem



2.2.. POHYB V ZEMSKEM TIHOVEM POLI 25

o pohybovych rovnicich budou tyto funkce obsahovat integra¢ni konstanty, které se urci z pocatecnich
podminek, (tj. pocdtetni polohy a pocédteéni rychlosti), tj. situace v ¢ase ¢ = 0. Pro slozky vektoru
okamzité rychlosti.

dz

E = Vg = Uxo

d

d—? = vy = —gt + vy, (2.11)
dz

a = Vz = Vg

To = (Vg Vyg, Uz, ) j€ pocétecni rychlost. Pro slozky polohového vektoru dostaneme z (2.11) jednoduse

T = Vgt + X0

1
Yy = —§gt2 + vyt + Yo (2.12)
Z =yt + 20

kde 7 = (Tao, Yyos 22,) je pocatecni polohovy vektor hmotného bodu. Rovnice (2.12) lze jednoduse
sepsat do jediné vektorové rovnice

1
7= T + Vot + §§t2 (2.13)

Uvedeny popis lze zjednodusit, zvolime-li soustavu souradnou tak, aby 7y = 0. Dale uvazime-li, ze ve

pocatku svird vektor ¢ s osou x thel « (eleva¢ni tihel), lze rovnice (2.12) prepsat do jednoduchého tvaru
(viz rovnéz obr. 16)

L draha pohybu

o
(0]
X

Obrazek 16: Pohyb v tihovém poli.

T =vpt cos o
1
y =vptsin o — ith (2.14)
z =0
Tvar rovnice dréhy zjistime vylouCenim parametru t ze vztahu (2.14).
x
t =
Vg COS &
422 (2.15)

1
y=axtana — — = (konst.)x — (konst.)2?

2 13 cos? a
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coz je rovnice paraboly (s vyjimkou pfipadu o = 90°, kdy bude vysledkem piimoc¢ary pohyb - vrh
svisly).

Odvod'me nyni z (2.14) a (2.15) parametry vrhu.

Nejvyssi vyska a cas jejtho dosazeni. Nejvyssi vysky hmotny bod dosdhne, kdyz v, = 0 (bod obratu).
Plat{

vy = —gt +vosina =0 (2.16)
odtud mame
b= 20 sin « (2.17)
)

a po dosazen{ do (2.14)

1
h =y = vt sina — igt%
2 .2 2 . 2
visin“a 1 v§sin® o
h=-2 —-g-2 2.18
P (218)
h:}v(%siHQa

2 g

Nejvétsi vysky se dosdhne pii vrhu svislém vzhiiru, kdy je a = 90° a pak h = v3/2g

e Dostrel (dolet), tj. horizontélni vzdalenost mezi mistem vypusténi a mistem doletu. Této vzdélenosti
hmotny bod doséhne, bude-li y v (2.14) rovno nule

1
Yy = vptsina — igt2 =0

. 2.19)
2vps (
ty = LlosSma 2%,
g
kde teseni ¢t = 0 (¢as vypusténi) neuvazujeme. Dosadime-li do prvn{ rovnice (2.14), méme
208 cos asin «
9 = Vgl cOSQX = ——m——
g (2.20)

2
UO .

Tro = — sin 2«
g

Nejvétsiho dostielu se dosdhne, kdyz o = 45°. Pfi vrhu v atmosféfe pristupuje k tihové sile jesté
odpor vzduchu. Ten m4 za nasledek, ze draha, kterou vrzené téleso opisuje, jiz neni parabola, ale klesa
strméji nez stoupd. Takové kiivky nazyvame balistické a nauku, kterd se jimi zabyva, vnéjsi balistikou.

2.3. Pohyb v nehomogennim gravitacnim poli - Keplerova tiloha

Vyseti{me nyni pohyb volného hmotného bodu o hmotnosti m v gravitaénim silovém poli (2.2). Uvedeny
vypocet plati opét obecné, my vsak budeme pro nazornost uvazovat pod hmotnym bodem M Slunce a
pod hmotnym bodem m nékterou z planet. Hovoiime pak o feSeni Keplerovy tlohy.

Pole popsané rovnici (2.2) je centralni silové pole. Centrélnim silovym polem nazyvdame kazdé pole,
kde silu Ize psat ve tvaru

—

F= f(r); (2.21)

Stied centralni sily je v pocdtku soustavy soufadné a velikost r polohového vektoru je radidlni
vzdéalenost. f(r) je libovolnd skaldrni funkce r. Pfi pohybu hmotného bodu v poli centralni sily je moment
sily vuci stfedu centralni sily nulovy, protoze

—
—

M:Fxﬁ:Fxf(r);:O (2.22)

podle (1.108) je pak db/dt = 0, tedy b = by = konst. a
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|50| = | x m¥| = rmvsina = konst. (2.23)

Podle pravidel o vektorovém souc¢inu musi vektory 7 a v lezet v roviné kolmé ke konstantnimu 507
pohyb v centralnim poli je tedy rovinny. Vyraz %rv sina z (2.23) mé v diferencidlnim piiblizeni vyznam
plochy opsané pruvodicem hmotného bodu za jednotku ¢éasu (17) a nazyvé se plosnou rychlosti. Plat{

b
Up = 5TV sina = ﬁ = konst. (2.24)

ds 1 dr . 1 )
= r—sina = irv sin o

T At 2 dt

Up

dS = 3|7 x dr] = irdrsina

Obrazek 17: Pohyb v centrdlnim poli.

Rovnice (2.24) je obsahem 2. Keplerova zdkona:

Plochy opsané pruvodic¢em planety za jednotku €asu jsou konstantni.

Hledani drahy hmotného bodu v gravitaénim poli si muzeme usnadnit pouzitim zakona zachovani
energie, nebot gravitaéni pole je konzervativni. Celkovd mechanickd energie Ej; hmotného bodu bude
konstantni, a protoze pohyb je rovinny, sta¢{ ndm k jeho popisu poldrni soufadnice r a ¢ (viz. rovnice
(III) v tvodu skript).

(Nésledujici odvozeni drdhy pohybu nebude vyzadovdno ke zkousce a vyklad I. Keplerova zdkona bude
vyzadovan pouze v piehledu).

Slozky rychlosti dostaneme derivovdnim ((III)) dle ¢asu

Vg = gcosg@ —r—gpsingo
dt dt (2.25)
dr . de
Uy = Esmgo + TE COs ¢
Pro konstantn{ vektor by z (2.23) déle plat{ (viz obr. 17)
d
by = mrusina = mr2d—<§ (2.26)
Pro celkovou mechanickou energii plati dle (1.97) a (2.8)
1 M
Evy=Ey=Ey+E, = imUQ _mme konst. (2.27)

Dale plati z (2.24)

dr) 2 de 2
2_,2 .2 _ (49T 2 [ d¥
VT = vy + vy (dt) +r <dt> (2.28)
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dt

a tedy
1 [(dr)2 e

E()=§m

Z rovnic (2.25) a (2.28) muzeme nyn{ urcit zévislosti

KAPITOLA 2. GRAVITACNI ZAKON

di 2 _ rmM
dt T
dr d
% a g Je

dt

ao by
dt — mr2?
dr _ [2Bp 20 b
dt m mr  m2r2

kde jsme zavedli « = kmM.

Pii feseni Keplerovy tlohy néds misto ¢asovych zavislosti r(t) a ¢(t) zajimé pouze dréha ¢(r). Vyuzijeme

vztahu
de

dr

Dosadime-li sem z (2.30) a (2.31), mdme

_dedt
T odt dr

1

d(p_ bo

dr mr? \/@ L 20 _
m mr m2r2

a polarni thel ¢ bude dan integralem z pravé strany dle proménné r. Jak se lze presvédcit derivovanim,

je vysledkem integrace funkce

( = arccos

zkratme nyni zlomek vyrazem %, kde bude

(p = arccos
2Eob?

Oznacme jesté nyni

(2.35) pak prejde na tvar

(konec nepovinného odvozeni)

b

bo _ am
—r b 4
a?m?

2mE0 + b2
0

1
= arccos - +k
€
P _
cos(p —k) =1L
(p—k) ="
p

"= 1+ ¢ecos(p —k)

(2.29)

(2.30)

(2.31)

(2.32)

(2.33)

(2.34)

(2.35)

(2.36)

(2.37)
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coz je polarni rovnice kuzelosecky. Zde veli¢ina r udava vzdalenost bodu na kuzelose¢ce od jednoho
ohniska a tihel (o —k) je thlem, ktery pruvodi¢ svird s osou kuzelosecky prochédzejici ohniskem. Pro uréen{
charakteru kuzelosecky je rozhodujici parametr . Plati

<1 ...elipsa
€ =1 ... parabola (2.38)
> 1 ... hyperbola
Podminka (2.38) znamend dle (2.36)
<0 .. elipsa
Ey =0 .. parabola (2.39)
>0 .. hyperbola

Omezime -li se na Ey < 0, je obsahem rovnice (2.37) 1. Kepleruv zdkon:
Planety obihaji kolem Slunce po elipsich, v jejichz jednom ohnisku lezi Slunce.

Je-li Ey = 0, neni draha hmotného bodu uzaviend a hmotny bod projde silovym polem pouze jednou.
Nejmensi velikost rychlosti, kterou musi hmotny bod ve vzdalenosti r od centrdlni hmoty mit, aby mohl
pole opustit, ziskdme z podminky

(2.40)

Dosadime-li sem hmotnost Zemé za M a polomér Zemé Ry za r, dostaneme 2. kosmickou rychlost
(rychlost k opusténi Zemé pii startu ze zemského povrchu). Jeji hodnota je ptiblizné 11,2 km/s.

Odvod'me (odvozeni opét nebude vyzadovano ke zkousce) na zavér jesté vztah mezi dobou obéhu hmotného
bodu a velikosti velké poloosy a tohoto pohybu. Soucin plo$né rychlosti a doby obéhu T musi byt roven
obsahu elipsy o poloosach a, b

Tv, = mab (2.41)
Dosadime-li sem z (2.24), mame
Tby = 2mmab (2.42)
Z teorie kuzelosecek vyplyva, ze v pripadé elipsy je parametr p roven %
Dosadime-li za p z (2.36), mame
a \3
b= bo (—) (2.43)
am
Dosadime nyn{ do (2.42) a rovnici upravime
a \3z
Tby = 2mmabg (—)
am
T =2rm?a?a ™2
T2 _ 47T2ma3 (244)
!
T2  47?

(konec nepovinného odvozeni)

Posledni rovnice vyjadiuje 3. Kepleruv zdkon:
Podil druhé mocniny obézné doby a tieti mocniny velké poloosy je konstanta. Pak pomér
druhych mocnin obéznych dob dvou planet je roven pomeéru tietich mocnin jejich velkych
poloos.

Ke 3. Keplerovu zakonu lze dojit elementarné pro kruhové drahy obéhu, uvédomime-li si, ze dostiedivou
silu, nutnou pro vznik rovnomeérného kruhového pohybu realizuje gravitacni sila (dikaz pfenechdvame
¢tenafi jako cviceni).
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Piepiseme-li posledni rovnici v (2.44) pro kruhovou dréhu a = r pomoci zndmych vztahu w = 27/T
av=uwr
2
v kM
Dosadime-li sem za r polomér Zemé Rz a za M jeji hmotnost Mz, dostaneme rychlost, jakou musi mit
hmotny bod, aby obihal kolem Zemé v jeji bezprostiedni blizkosti. Dostaneme tzv. I. kosmickou rychlost

KMZ

R, (2.46)

vy =

Jeji velikost je ptiblizné 7,9 km/s.



Kapitola 3
Kmity

Kmitavym pohybem (kmitdnim, oscilaci) nazgvame obecné takovy pohyb hmotného bodu nebo télesa,
pii némz bod nepiekro¢i koneénou vzdalenost od jisté rovnovazné polohy. Rovnovaznou polohu by bod
zaujal, kdyby byl v klidu. Je- li ¢asovy prubéh pravidelny, tj. opakuje-li se s periodou T', pak jej nazyvame
kmitavym periodickym pohybem. Nejjednodussim kmitavym pohybem je pohyb po tisecce. Pohybujici se
hmotny bod pak nazyvdme linearnim oscilatorem. Je-li pribéh pohybu popsdn harmonickou funkeci
(sin, cos), pak pohyb nazyvdme linedrnim harmonickym pohybem. Se zékladnimi vlastnostmi tohoto
pohybu jsme se sezndmili v rovnicich (1.28) a (1.29) a v rovnici (1.55) jsme ukézali, ze pusobici sila ma
smeér vychylky a mif{ proti ni.

Je-li kmitavy pohyb popsdn néjakou jinou periodickou funkci, mizeme ke kvalitativnimu rozboru
vyuzit Fourierovu analyzu. Fourier ukéazal, Zze kazdy periodicky pohyb lze zcela form&lné rozlozit na
nekone¢né mnoho harmonickych pohybu, jejichz frekvence jsou v poméru pfirozenych ¢isel

fiforfs:...=1:2:3:... (3.1)

Zde f se nazyva zakladni frekvence a je rovna frekvenci obecného periodického pohybu, frekvence f;
nazyvame vysSimi harmonickymi frekvencemi. Obracené lze fici, ze skladdnim harmonickych kmita
vznikne obecny periodicky pohyb.

V této kapitole se budeme zabyvat pouze linedrnim harmonickym oscilatorem a sklddanim harmo-
nickych kmiti.

3.1. Netlumené harmonické kmity
Polozme pocatek soustavy soufadné do rovnovazné polohy kmitavého pohybu a uvazujme kmitani ve

sméru osy x. Pak mé sila pusobici na hmotny bod o hmotnosti m konajici linedrni harmonicky pohyb
jednoduchy tvar

F=—kx (3.2)
a pohybové rovnice (1.61) se zredukuji na
d2
md—t;r = —kx
2 (3.3)
md—x + kx =
de?

(3.3) je homogenni linedrn{ diferencidln{ rovnice s konstantnimi koeficienty. Tyto rovnice maji obecné
feseni ve tvaru

z = CeM (3.4)

Integraéni konstanty uréime z pocatecnich podminek a A z tzv. charakteristické rovnice, kterou do-
staneme dosazenim (3.4) do (3.3)

31



32 KAPITOLA 3. KMITY

mON2eM + kCeM =0

m\N+k =0
ok (3.5)
m

k
Al = Ty —
m

Obecné Feseni (3.4) nabude tvaru linedrn{ kombinace
xr = Clei\/gt + Czeii\/%t (36)

Pro ndzornou interpretaci (3.6) vyuzijeme nyni Eulerova vztahu

et = cosx +isinz (vyuzivdme zdroven sudosti funkce cos a lichosti funkce sin).

z=C <cos«/kt+isinq/kt> + Oy (cos«/kt—isin«/kt>
m m m m

k . . k

= (C1 4+ Co)cosp| —t+1i(Ch — Co)sing/—t

m m

(3.7)

Oznac¢ime nyni

C1+0Cy=A sina
i(C1—Cy) =A cosa

| k [k
x = Asinacosy/ —t + Acosasing | —t (3.9)
m m

Tento vztah pfejde s vyuzitim sou¢tového vzorce
sin(a + ) = sina.cos § + cos asin f na rovnici obdobnou (1.28)

x = Asin (\/Et + a) (3.10)

Porovnanim (1.28) a (3.10) dostdvame pro tithlovou rychlost harmonického pohybu dilezity vztah (viz
t62 1.55).

dostaneme

k
=4A/— 3.11

w=/= (3.11)
Vlastnosti netlumeného linedrniho harmonického pohybu jsme jiz probrali v I. kapitole (rovnice (1.28),
(1.29), (1.33), (1.34) a (1.55)). Modelem netlumeného linedrniho harmonického oscildtoru je napt. pohyb
télesa upevnéného na pruziné po vodorovné roviné bez treni, ktery vznikne, vychylime-li téleso z rov-
novazné polohy (relaxovand pruzina) a poté uvolnime. Konstanta k v rovnici (3.11) se pak nazyvé tuhost

pruziny.

3.2. Energie harmonickych kmita

Vypocteme nyni celkovou mechanickou energii £ hmotného bodu, ktery kond harmonicky kmit podle
rovnice (1.28), tj. = Asin(wt + a) + xp. Rychlost pohybu byla ddna rovnici (1.29) jako dxz/dt =
Aw cos(wt 4+ a). Pak pro kinetickou energii hmotného bodu plat{

1, 1

E; = g’ = §mA2w2 cos?(wt + a) (3.12)

Potencialni energii hmotného bodu v misté = stanovime z rovnice (1.90) E, — E,, = —Ao, a piedpisu
pro silu (3.2).

Nulovou hladinu potencialni energie polozime pfitom do rovnovazné polohy hmotného bodu xg, tj.
E,, = 0. Bude pak
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By = —Agp = fk(ﬁ — xo)dg (3.13)

Zo

kde £ jsme oznadili integracni proménnou £ € (g, z) k odliSen{ od vychylky z. Vypoctem dostaneme

I 1 1
E, = [Qkéﬂ — [kxogly, = 5’“‘”2 - 5’“3 — kxox + kg = (3.14)
. 3.14

1 1
516(:62 — 2z30 + 75) = §k(x —20)?
Zavislost E,(z) je parabolickd, s vrcholem v bodé z = zg, kde E, = 0. Maxima nabyvé E, v bodech

maximélnich vychylek z = z¢ + A. Dosadime nyni za x — 2 z (1.28) a (3.11) do (3.14)

1 1
E, = §/<;A2 sin?(wt + a) = imwQAQ sin®(wt + a) (3.15)

Pro celkovou mechanickou energii pak dostaneme

|
E = By + Ep = gmw?A? [cos® (wt + a) + sin®(wt + o) (3.16)

Vsimneme si, ze rovnice (3.11) a (3.16) urcuji netlumeny linedrni harmonicky pohyb az na fidzovou
konstantu «, kterd se v téchto rovnicich nevyskytuje. Na obr. (18) je prubéh potencidlni a celkové me-
chanické energie hmotného bodu v zavislosti na vychylce . Vidime, ze v okamziku maximélni vychylky
xo = A je kinetickd energie nulova a potencidlni energie maximalni, zatimco v rovnovazné poloze xg je
tomu naopak. Vsimnéme si, ze jak celkova energie, tak i energie kinetickd a potencidlni jsou zavislé na
druhé mocniné amplitudy A.

Ly

ro— A X xo+ A X

Obrazek 18: Energie netlumeného linearniho harmonického kmitu.

3.3. Tlumené harmonické kmity

V redlnych podminkach se pfi kmitavém pohybu uplatni tc¢inek brzdicich sil a amplituda i frekvence
pohybu budou s ¢asem klesat. Hmotny bod bude konat tlumeny harmonicky pohyb. V nasem modelu
télesa na pruziné vznikne tlumeny harmonicky pohyb zavedenim nenulové teci sily mezi téleso a podlozku.
Redlnou tlumici silu mizeme ¢asto zavést vztahem

Fy= k5 (3.17)
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ktery dobie vystihuje experimentalni poznatek, ze sila odporujici pohybu télesa v kapalindch a plynech
je umeérnd rychlosti pohybu télesa a miFi proti jejimu smyslu. Pohybova rovnice pro netlumené kmity (3.3)

vvvvvv

2
md—x = —kx kvd—x
di? dt (3.18)
mdﬁ +kx+k dz _ 0
dt? vdt
Zavedeme nyni oznaceni
k
B
]2” (3.19)
20 = —
m

zde wy ziejmé odpovida frekvenci kmitl, kdyby nebyly tlumené, tj. kdyby d = 0. S timto oznac¢enim
prejde (3.18) do tvaru

d?z dx
— 4+ 25— +wiz =0 3.20
d> e = (3:20)
Tuto rovnici fesfme stejné jako rovnici (3.3), tj. polozime z = Ce’ a dosazenim do (3.20) ziskdme
charakteristickou rovnici

A 4200 +w2=0 3.21
0

jejiz koteny jsou dany predpisem

)\1’2 =—0 + A/ (52 — OJ% (322)

a obecné feseni bude mit tvar
a(t) = CreMt + Gy (3.23)

e jeli 62 —w? > 0, pak jsou A; 2 redlné a pohyb nebude harmonicky. Bude platit s oznacenim

D =4/0% —w} (3.24)
z(t) = Cre(70DIt 4 Cyel=0-D) (3.25)

Konkrétn{ prubéh funkce (3.25) je ovlivnén integraénimi konstantami, které je tfeba urcit z poc¢étecnich
podminek. Obecnym rysem z(t) je, ze v konetném ¢ase muze nabyt nulové hodnoty nejvyse jed-
nou. Anulovdnim vyrazu (3.25) dostaneme totiz podminku e?P* = —Cy/Cy, kterou lze splnit pii

t > 0 jen tehdy, kdyz Cy/C; < —1. Se vzrustajicim ¢asem konverguje z(t) obecné k nule, nebot § i
D jsou kladné a zfejmé § > D. Tlumendi je tedy tak velké, ze oscilator se po vychyleni z rovnovazné
polohy do ni vraci zpét, ale v koneéném ¢ase ji nedoséhne. Rikdme proto, ze oscildtor kong aperio-
dicky pohyb. Na obrazku 19 je uveden prubéh z(t) pro dvoji typickou volbu pocéteénich podminek
(plnd céra)

T = xo, v =0, pro t=0 (3.26a)
x =0, v = v, pro t=0 (3.26b)
e je-li 2 — w? = 0, dostaneme pouze jeden kofen charakteristické rovnice A = —4.

Funkce z(t) = C1e~% neni vSak tplnym fesenim rovnice (3.20). Bez ditkazu uvedeme, Ze v tomto
ptripadé ma 1iplné feSeni tvar

z(t) = Cre % + Cote 0 = (O + Cat)e™" (3.27)



3.3.. TLUMENE HARMONICKE KMITY 35

Vychylka

jak se lze ostatné presvédcit zpétnym dosazenim do (3.20). Prubéh funkce (3.27) je podobny prubéhu
(3.25) s tim, ze nulové polohy bude dosazeno opét nejvyse jednou a to v ¢ase t = —g—;. Této rovnici
lze pro ¢t > 0 vyhovét ponékud mékéi podminkou nez vyse, a to C1/Cy < 0. Rikdme, ze hmotny
bod kond mezni aperiodicky pohyb. Obecnou vlastnosti mezniho aperiodického pohybu je, ze
se vzrustajicim casem konverguje funkce z(t) k nule rychleji nez v piipadé aperiodického pohybu.
Prubéh z(t) pro poc¢dteéni podminky (3.26) je uveden rovnéz v obrazku 19.

—— aperiodicky pohyb
---- mezni aperiodicky pohyb

(a) Pti pocatecénich podminkéch (3.26a)
Obréazek 19: Prubéh z(t) pro ruzné trovné tlumeni a ruzné pocdtecni podminky.
Vysetifme nyni tento pohyb pro typickou volbu poédteénich podminek (3.26a), které odpovidaji
tomu, Zze v nulovém case udélime hmotnému bodu v rovnovazné poloze rychlost vg. Vypocteme

nejdifve rychlost z (3.27)

dx

E = [*5(01 + Ogt) + 02] 67615 (328)
a (3.26b) dosadime do (3.25) a (3.28)
Ci=0
' (3.29)
CQ = Vo
tedy pohyb (3.25) je ddn rovnici
x = vote % (3.30)

Odvodime nyni maximélni vychylku pohybu pii zadané rychlosti vy , tj. nalezneme extrém funkce
dané predpisem (3.30)

d
&y = voe (1 —0t) = 0

dt (3.31)

b = (kde t — oo neuvazujeme)

| =

dosadime-li tuto podminku do (3.30), méme

1 1 Vo
Tm = Vp=€ & = — 3.32
m 0 5 es ( )
Vyznam této rovnice spo¢iva v uréeni vy z vychylky z,,, zndme-1i tlumici konstantu ¢ (napf. uréenou
jinym pokusem). Typickou aplikaci je stanoveni rychlosti vy stfely o hmotnosti myg, letici podél osy
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x. Prodéla-li tato stiela dokonale nepruzny raz s télesem m, které muze konat tlumeny harmonicky
pohyb (zde specidlné v meznim aperiodickém stavu), bude dle zékona zachovani hybnosti (viz pristi
kapitola)

mgvs = (Mg + m)vg

MsVs (3.33)
vg = ————
ms +m
a vychylka bude
MsVs
= 3.34
* (ms + m)ed (3:34)

Uvedené vychylce se ika balisticka vychylka a metoda urcovani rychlosti z vychylek dostala
podle tohoto prikladu nazev balistickd metoda.

e je-li 2 — w2 < 0, budou kofeny charakteristické rovnice komplexn{

Ao = —6+ir/wd —62=—0+iw (3.35)

kde jsme zavedli oznaceni w = 4/w3 — 62. Obecné Fesen{ rovnice (3.20) bude mit tvar

T = 016(7§+iw)t + 026(7571'0‘;)75 _ efét (Cleiwt + C«Qefiwt) (336)

Upravime tento vztah uzitim Eulerova vztahu

T = e_ét(Cl coswt + iCy sinwt + Co coswt — iCo sin wt)

= e [(C + Cy) coswt + i(Cy — Cy)sinwt]  (3.37)

Nyni oznacime stejné jako v (3.8)
Cy1 +Cy = Asina a i(Cy — Cy) = Acosa a provedeme tpravu analogickou (3.9)

z = e %A (sinacoswt + cos asin wt) (3.38)
x = Ae O sin(wt + «) .

zde A a « jsou konstanty, které uréime z pocdteénich podminek. Rovnice (3.38) je formalné shodnéd
s (3.10), tlohu amplitudy zde vsak hraje vyraz Ae~%!, jehoz velikost se s Gasem zmensuje. Proto
tento pohyb nazyvime tlumenym harmonickym pohybem. Pribéh funkce z(t) pro tlumeny
harmonicky pohyb je znéazornén na obr. 20. Pomér dvou po sobé néasledujicich vychylek na stejnou
stranu bude zavedenim periody pohybu T'

Tim = A e % sin(wt; + )

Tom = A e 0t1+T) sin[(wt; + wT) + @] (3.39)
Tim _ o7
Tom

kde jsme vyuzili periodicity funkce sin pii zvySeni argumentu
o wT = 27. Veli¢ina

B =eT (3.40)
se nazyva utlumem kmita a jeji pfirozeny logaritmus

vy =1ne’T = 6T (3.41)

se nazyva logaritmicky dekrement ttlumu.
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— z(t)

< T
=l N N

! / \ /X 7 T/ T = ———————
% ___________-_\__‘—/— ——————
\>5 AT ha
- - Cas

Obrazek 20: Prubéh z(¢) pro tlumeny harmonicky kmit.

3.4. Vynucené harmonické kmity

Vysetiime nyni pfipad, kdy na hmotny bod kromé elastické sily F' = —kz a odporujici sily F,, = —k,v
pusobi jesté dalsi sila Fy, jejiz prubéh je ddn harmonickou funkci

Fy = FosinQt (3.42)

kde Fy je amplituda sily a Q je kruhova frekvence. Pohybova rovnice bude mit tvar

d?z

m@ =F+F,+Fyg=—kx — kyv+ FysinQt (3.43)

a po zavedené substituci analogicky (3.19), tj. w3 = k/m a 20 = k,/m piejde do tvaru

d2$ dx FO
— + 26— +wj = —sinQt 3.44
dt2 dt "7 m (3:44)
Pohybov4 rovnice (3.44) je nehomogenn{ diferencidlni rovnice 2. fadu s konstantnimi koeficienty, jejiz
obecné feSeni ma tvar

z(t) = zp(t) + zp(t) (3.45)

kde x1,(t) je obecné fedeni piisluiné rovnice bez pravé strany (homogenni rovnice) a x,(t) je jedno
(partikuldrni) fesenf rovnice (3.44). Resenf homogennf rovnice jsme jiz vysettovali (3.38), o partikuldrnim
FeSeni budeme predpokladat, ze obsahuje harmonickou funkci o stejné frekvenci (, jako m4 sfla FH. Obecné
Feseni rovnice (3.44) bude mit tvar

z(t) = Ae % sin(wt + a) + Bsin(Qt + ¢) (3.46)

Zde prvni ¢len popisuje prubéh tlumenych vlastnich kmitu oscildtoru s maximélni vychylkou A a kru-
hovou frekvenci w. Amplituda vlastnich kmitu klesa s ¢asem k nule a tedy po odeznéni tzv. prechodové
doby bude fesen{ rovnice (3.44) piedstavovat pouze druhy ¢len ve (3.46), tj.

x(t) = Bsin(Qt + ¢) (3.47)

Hovoiime pak o ustdleném (staciondrnim) feSeni pohybové rovnice (3.44) a kmity, které popisuje,
nazyvéme kmity nucenymi (vynucenymi). Zde B je amplituda nucenych kmiti, Q jejich kruhovéd
frekvence a ¢ je fazova konstanta, udavajici fazové posunuti vynucenych kmitt za periodickou vyvolavajici
silou. Dosadime nyni (3.47) do (3.44), abychom urcili B a ¢. Mame postupné
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d
d—f = QBcos(Qt + )
d2
= —Bsin(Qt + ) (3.48)

Fi
—2Bsin(Qt + ) + 200B cos(Q + @) + wiBsin(Q + @) = — sin Ot
m

Tuto rovnici upravime pomoci souc¢tovych vzorcu

B[(w§ — Q2) cosp — 26Qsin ¢ sin Q¢+
F
B [(wg — Q) sing + 26Q cos ¢| cos Ut = sinQt  (3.49)
m
Aby (3.47) bylo fesenim rovnice (3.44), musi byt rovnice (3.49) splnéna pro vSechna t. Protoze funkce

sin 2t a cos 2t jsou linearné nezavislé, musi se ¢iselné koeficienty stojici u téchto funkei na levé i pravé
strané sobé rovnat, tedy

F
B(wg — Q%) cosp — 26Qsin ] = EO

(3.50)
B[(wg — Q) sing + 26Qcos | = 0
Predpokldddme B # 0, pak z druhé rovnice (3.50) vypocitdme fazovou konstantu ¢.
(wg — Q2) tanp +26Q = 0
—2602 —20Q (3.51)
tan(p = W, Y = arctan m

Umocnime nyn{ obé rovnice (3.50) na druhou a secteme (1. ¢len 1. rovnice s 1. ¢lenem 2. rovnice atd.)

F2
B? [(w§ — 9%)? cos® p — 46Q(wi — Q) cos psin ¢ + 46°Q% sin” ¢| = m—oz
B? [(w§ — ©2)?sin® ¢ + 46Q(w§ — Q?) sinp cos p + 462°Q% cos® | = 0
F? (3.52)
B [(wf = 9%)* + 46707 = —
Fo
B — m
V(W2 —Q2)2 + 45202
Staciondrni feSenf rovnice (3.44) bude tedy mit tvar
Fo
™ . 2602
z(t) = \/(wg = Q;n)2 — sin (Qt + arctan RE] wg) (3.53)

Amplituda B ustaleného feseni (3.53) je pifmo tmérnd vyrazu Fy/m, tj. amplitudé nutici sily nor-
mované na jednotku hmotnosti. Déle je zfejmé, ze B podstatné zavisi na frekvenci 2. Budou-li wy a €
nabyvat blizkych hodnot, a é bude malé, muze B nabyvat znacné velikosti. Jev, kdy mald budici veli¢ina
zpusobi velkou odezvu jiné veli¢iny, nazyvame rezonanci. Najdeme nyni, pii jaké frekvenci €2 nabyva B
maximélni hodnoty. Pro takové € musi byt splnéna podminka extrému funkce B(Q), tj.

dB =22 8620 — 4(wf — 9%)Q]
dQ 2[(w? — Q2)2 + 45292]%

Opomineme-li moznosti 2; = 0 a 25 = 00, je nami hledany extrém po tpravé

(3.54)

46% —2(wi —Q2) =0
0F = wf — 262 (3.55)

O, =4 /wd =282, wy> V2
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wo Q

Obrazek 21: Rezonané¢ni kiivka amplitudy pro razné hodnoty koeficientu ttlumu 0 < dg < §; < 6o < d3.
Symbolem #* je oznacena kiivka spojujici maxima rezonanénich kiivek pro ruzna o.

kde jsme oznagcili €2, tzv. rezonancni frekvenci. €2, existuje pouze, pokud je tlumeni dostatecné malé,
aby vyraz pod odmocninou nabyval redlné hodnoty (pfipsand podminka). VSimneme si, Ze pfi nenulovém
tlumeni je obecné

Q, < wo (3.56)

Zavislost B()) se nazyvd rezonancni kiivkou amplitudy. M4 tvar znazornény na obr. 21 pro ruzné
hodnoty koeficientu utlumu §.

Rozborem fézového posunuti ¢ (3.51) se podrobnéji zabyvat nebudeme. Kvalitativné lze fici, ze v ob-
lasti rezonance se vychylka zpoZzd'uje o 7/2 za budici silou. Budici sfla Fy je tak pfiblizné ve fézi s rychlost{
a urychluje hmotny bod v nejvhodnéjsi fazi jeho pohybu.

3.5. Geometrické znazornéni harmonickych kmitt, komplexni
symbolika

Netlumené kmitani linearniho harmonického oscildtoru ve sméru osy x jsme popsali rovnici

x(t) = Asin(wt + ) (3.57)

kde A je amplituda kmitu, w kruhova frekvence kmitu a a je pocatecni faze kmitu. Tento harmonicky
pohyb lze vyhodné zndzornit v Gaussové roviné komplexnich ¢isel jako rotaci ¢asového vektoru (fizoru)
o velikosti dané amplitudou A uhlovou rychlosti w. K pfechodu do komplexni symboliky uzijeme Euleruv
vztah

@) — Acos(wt + @) + iAsin(wt + ) (3.58)
Obraz tohoto komplexniho ¢isla lze chépat jako koncovy bod vektoru, jehoz pocétek lezi v pruseciku
realné a imaginarni osy
Tento vektor oznacujeme jako ¢asovy vektor (fazor) pismenem se stiiskou, tedy
A = Aeiwtte) (3.59)
Vyraz (3.57) muzeme pak chapat jako imagindrni ¢dst (3.59), tj.

z(t) = Im{Ae' @it} (3.60)

Pozndmka: Netlumené kmiténi 1ze popsat rovnéz funkef z(t) = A cos(wt + a). V komplexni symbolice
bychom pak zapsali z(t) = Re{Aei(WHG)}_
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Im

wt + o

Obrazek 22: Znazornéni komplexniho ¢isla v Gaussové roviné.

3.6. Skladani kmitua

Pusobi-li na hmotny bod vice sil typu (3.2) najednou, kond bod slozity periodicky pohyb odpovidajici
superpozici kmitu vyvolanych jednotlivymi silami. Hovofime o skladdni kmitu. ZapiSeme nyni rovnici
(3.3) pro dvé ruzné vynucujici sily F;(t)

d? d
mﬁ + kvﬂ + kl’l = Fl(t)
m@—kkﬁﬂ—kx = Fy(t)
ez T de 2o

kde funkce z1(t) a x2(t) jsou fesenimi pro vynucujici sily Fi(t) a F(t). Sec¢teme-li obé rovnice

d? d
X1 + 1'2) + kva(xl + 1’2) + k(l’l + 1’2) = Fl(t) + Fg(t) (362)

Vidime, ze funkce (z1 + x2)(t) = z(t) Tesl rovnici pro silu Fy(t) + Fa(t) = F(¢). Tim je dokdzéno
tvodni tvrzeni, které nazyvame principem superpozice. Platnost principu superpozice je svazina
s linearitou diferencidlnich rovnic (3.61). Budou-li tyto rovnice nelinearni, napf. nahradime-li ¢len ka;
¢lenem kx? atd., ztrat{ princip superpozice platnost. Zde se budeme zabyvat pouze skldadanim linearnich
harmonickych kmiti a to nasledujicich parametri:

m e

e skladani stejnosmérnych kmitu se stejnou frekvenci
e skladéni stejnosmeérnych kmitu s ruznou frekvenci
e skladani navzajem kolmych kmita

Skladani stejnosmérnych kmitti se stejnou frekvenci

Uvazujme dva kmitavé pohyby

x1(t) = Ay sin(wt + aq)

xo(t) = Agsin(wt + ag) (3.63)

zde Ay # Az a aq # az. Slozeni obou pohybii mizeme jednoduse reprezentovat pomoci casovych
vektoru A; a A; v Gaussové roviné. Vyslednému kmitu bude dle principu superpozice pfifazen casovy
vektor
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A=A + A (3.64)

Situace v ¢ase t = 0 je zakreslena na obr. 23

A

Im

)

%] 8% ~ //

—
Re

Obréazek 23: Skladani stejnosmérnych kmitu stejné frekvence v Gaussové roviné.

Velikost vysledného vektoru A odpovida amplitudé vysledného kmitu a dle obr. 23 se uréi pomoci
kosinové véty.

A2 = A% + Ag — 2A1A2 COS[ﬂ' — (012 — 011)] = A% + A% + 2A1A2 COS(O&Q - Oél) (365)

Jsou-li kmity ve fazi, tj. as — a3 = 0, pak je vyslednd amplituda rovna souc¢tu amplitud A = A; + As.
Maji-li kmity opa¢nou fazi, tj. as — a3 = 7 , je vyslednd amplituda rovna rozdilu amplitud A = A; — A,.
Pro pocéteéni fazi a vysledného kmitu plati

Apsinag + Assinasg

t — 3.66
ano Aj cosay + Ascos ag ( )

kde v ¢itateli stoji prumét vysledného vektoru A na osu y a ve jmenovateli prumét A na osu .
Shrnuti: slozenim dvou stejnosmérnych harmonickych kmitta stejné frekvence vznikne harmonicky kmit
o stejné frekvenci, ktery je popsan funkei

z(t) = Asin(wt + «) (3.67)
kde A je dano rovnici (3.65) a « rovnici (3.66).

Skladani stejnosmérnych kmitu s ruznou frekvenci

Predpoklddejme dva diléi kmitavé pohyby o stejné amplitudé A, které zacneme vysetiovat v ¢ase, kdy
maji stejné fazové uhly «

x1(t) = Asin(wit + )

x2(t) = Asin(wat + ) (3.68)

Pouzijeme-li vzorec pro soucet sint dvou ruznych thla sin ¢ + siny = 2sin # cos %, dostaneme

dle principu superpozice

(w1 + wo)t

(w1 —wa)t .
1= w2)t i s

T =x1 + 2 = 2Acos + o] (3.69)
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Obrazek 24: Sklddédni stejnosmérnych kmittu s ruznymi frekvencemi.

Lisi-li se znacné wy a we, je vyraz (3.69) nepiehledny. Lze ukdzat, ze vysledné kmitan{ bude periodické
jen tehdy, bude-li pomér frekvenci obou diléich kmitu ddn pomeérem celych cisel Z—; Pti splnéni této
podminky bude vysledné kmitani popséano periodickou a obecné neharmonickou funkci, kterd se opakuje
po uplynuti nejkratsi doby, na kterou piipadd n; kmitu s periodou w; a ny kmitt s periodou wq (obr. 24)

Jsou-li vsak frekvence kmitu w; a wo blizké, pfitom budeme predpoklidat wy > ws, je frekvence
(w1 —w2)/2 podstatné nizsi nez frekvence (w1 +ws)/2. Pak na vyraz (3.69) lze pohlizet jako na harmonicky
kmit

(w1 + wa)t

x = a(t)sin[ 5

+ a] (3.70)
kde na misté amplitudy je ¢asové proménnd funkce

a(t) = 2Acos (w1 =)t

(3.71)

Vysledny pohyb je tedy harmonicky pohyb s frekvenci rovnou stfednf frekvenci kmitt x1(t) a z5(¢),
tj. (w1 + we)/2, a Casové proménnou amplitudou a(t) s frekvenci rovnou poloviéni hodnoté rozdilu w; a
wa, tj. (w1 —ws)/2. Tato situace je zndzornéna na obr. 25.

Vsimneme si, Ze obdlku kmitu tvoif funkce a(t) a —a(t). Odtud i z obr. 25 je pak zfejmé, ze frekvence
zmény amplitudy kmitu je jen w; — wy (nebof béhem jedné periody a(t) dojde ke dvéma periodickym
zménam amplitudy slozeného kmitu. Rikdme, ze slozenim dvou kmit blizké frekvence vznikaji rézy
o frekvenci dané rovnicemi



3.6.. SKLADANI KMITU 43
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Obrazek 25: Sklddani stejnosmérnych kmita blizkych frekvenci.

WR = W1 — W3
JTrR=1—f

Vznik razu lze pozorovat napt. pfi soucasném znéni dvou blizkych akustickych téni. Cim blizsi tony,
tim je frekvence rdzu nizsi. P rovnosti frekvence obou ténu rézy vymizi. Tohoto jevu se vyuziva pri
ladéni hudebnich néstroju.

(3.72)

Skladani dvou navzajem kolmych kmita

Ptredpokladejme nyni, ze hmotny bod kona harmonické kmity ve dvou navzdjem kolmych smérech. Tyto
kmity popiseme funkcemi

z(t) = Aj sinwt (3.73)
y(t) = Agsin(wt + «) (3.74)

Rovnici drdhy dostaneme, vylouc¢ime-li z obou rovnic ¢as t. Rovnici (3.74) rozepiseme dle souc¢tového
vzorce sin(wt + o) = sinwt cos a + coswt sin a a dosadime do ni za sinwt z prvnf rovnice

sinwt = z(t) , y(t) = Ay @cosoH—coswtsma
A1 Al

t t
y/<12) %1) cos a = coswt sin o

(3.75)
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Tuto rovnici umocnime na druhou a dosadime za cos? wt = 1 — sin® wt

vy ) o (1_$2(t)) 2 (3.76)

— o+ cos” a = s «
A2 A A, A2 A2

po zavérecné upravé dostaneme
2 2
y (t) L y(t)z(t) () o
pr -2 A, cos o + yy = sin“ « (3.77)

Toto je rovnice elipsy v pravouhlych soutradnicich, jejiz natoceni je dano fazovym rozdilem .
Uvazujme nyni, ze fazovy rozdil a = 0. Pak se rovnice (3.77) zjednodusi na

vt _y@)a(t)  22(t)

A2 T TTAA A2 =0
) =\ _, (3.78)
A, A
_ A2
y_Alx

coz je rovnice primky. Bude-li jesté A; = As, bude pfimka pulit 1. a 3. kvadrant kartézskych souradnic
(obr. 26a).
Bude-li @« = 7w a A; = Az , dostaneme obdobné piimku na ni kolmou (obr. 26e)

Yy=——"T=—2 (3.79)

a3 (3.80)
Y2 (t) + 2% (t) = A?

Vysledkem je pravotocivy rovnomérny kruhovy pohyb. Prepsani (3.73) a (3.74) vede v tomto ptipadé
k rovnicim pro rovnomérny pohyb po kruznici (1.30)

x(t) = Asinwt
T (3.81)

y(t) = Asin(wt + 2) = Acoswt

2A 2A 2A 2A 2A

HAZON

(a) (b) (c) (d) (e)

Obrazek 26: Sklidani dvou navzajem kolmych kmitu stejné amplitudy
a)a=0

b)0<a<7a <a<27

c)

d)

)

Qw\:lQ

<O[<7T3.7T<Oé<f

@

Bude-li fazovy rozdil a = 377', bude pohyb po kruznici levotocivy. Pro A; = Ay a fazové rozdily
0<a<Fa %” < «a < 2w vznikaji eliptické kmity dle obr. 26b a to pravotocivé pro prvni piipad a
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levotocivé pro druhy pifpad. Pro A1 = 43, § <a<manm <a < 37 yznikaji eliptické kmity dle obr.

2
26d, které jsou v prvnim piipadé ...

V obecném piipadé, kdy frekvence wy, wo kmitt (3.73) a (3.74) nejsou stejné, vznikne jejich slozenim
kiivka omezena na obdélnik, pro ktery plati

—Ai <z <A — Ay <y < Ay (382)

Budou-li frekvence wq, we v poméru celych ¢isel m a n, vzniknou slozenim kmitu kiivky charakte-
ristického tvaru, které nazyvame Lissajousovymi obrazci. Na obr. 27 jsou tyto obrazce nakresleny
pro hodnoty poméru m/n = 1/2,2/3 a ruzné hodnoty fazového rozdilu «. Vsimneme si, ze pomér poctu
mist, v kterych se na vzdjemné kolmych strandch Lissajoustv obrazec dotykd obdélnika (3.82), odpovidd
poméru m/n.

2A4

1/2 / >< \ 2A,
\ y

2A4

f s
A K

Obrazek 27: Lissajousovy obrazce.

2/3

2

24,
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Kapitola 4

Mechanika soustavy hmotnych bodu
a tuhého télesa

4.1. Popis soustavy hmotnych bodu a tuhého télesa

Soustavou hmotnych bodu rozumime vice hmotnych bodu, které mohou vzajemné interagovat. Oznacéime
jejich pocet N. Tuto soustavu uréime, zaddme-li hmotnosti bodu m; a jejich polohy ¥, kde i = 1,..., N.
Protoze kazdy polohovy vektor mé tfi soufadnice, bude poloha soustavy zaddna 3N soufadnicemi.
Pocet nezavislych souradnic, kterymi uréime jednoznaéné polohu néjakého hmotného objektu, nazyvame
poctem stupnua volnosti. Jsou-li polohové vektory 7; navzajem nezavislé, pak soustavu, kterd je jimi
uréena, nazveme volnou soustavou hmotnych bodu. Volna soustava hmotnych bodu méd 3N stupiia
volnosti.

Kromé volné soustavy hmotnych bodu zavadime ddle tuhou soustavu hmotnych boda. Ta se
vyznacuje neproménnymi vzdélenostmi mezi hmotnymi body. Vyberme v tuhé soustavé 3 hmotné body
mpg, My, My, Které nelezi v jedné primce a maji polohové vektory 7, 77, Tm. Vzdédlenosti téchto bodu jsou
pak pevné dany a plati pro né

di = | = 71l,  dim = [Tk — T, dim = |77 — T (4.1)

tedy

dr = (zk — 20)2 + (Y — ) + (2 — 21)2
dgm = \/(-rk - 33m)2 + (yk - ym)2 + (Zk - zm)Q (42)
dim = (@1 — Tm)? + W — Ym)? + (21 — 2m)?

9 soufadnic 3 bodu o hmotnostech my, m;, m,,, je tedy svdzano 3 rovnicemi, tj. pouze 6 soutradnic je
nezavislych. Z geometrického nézoru je vsak ziejmé, ze 3 hmotné body nelezici v jedné piimce, udévaji
polohu celé tuhé soustavy. Pocet stupiiti volnosti tuhé soustavy hmotnych bodi je 6.

Dosavadni vyklad rozsifime nyni zavedenim pojmu tuhého télesa. Pojem tuhého télesa vznikne
abstrakci realného télesa, kdy se zachovava tvar a rozlozeni hmoty redlného télesa, a predpoklada se, ze
vzdalenosti mezi jednotlivymi body télesa se neméni pii libovolnych sildch na téleso pusobicich. Zavedeni
tuhého télesa umoznuje zvladnout problémy, pti kterych nelze zanedbat nenulové rozméry redlnych téles
a dale pak problémy spojené s rotaci téles.

Tuhé téleso je urceno zadanim jeho hustoty jako funkce souradnic

p=p(F)#0 (4.3)
pritom hustota je definovana jako limitni podil
M dM
= lim — = — 4.4
P=VEy Vv —av (44)

Postupem analogickym (4.1) a (4.2) lze ukédzat, ze tuhé téleso m& 6 stupinu volnosti, podobné jako
tuhd soustava hmotnych bodi.
Déle definujeme hmotny stied tuhé soustavy hmotnych bodu polohovym vektorem

N -
- Zi:l mTy (4.5)
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Obrazek 28: Stanoveni polohy tuhého télesa.

Poloha hmotného stiedu zde nemusi splyvat s polohou nékterého z hmotnych bodu soustavy. Vyraz
ve jmenovateli odpovida celkové hmotnosti tuhé soustavy M.
Zobecnénim vyrazu (4.5) lze definovat hmotny stied i pro tuhé téleso

L §,7pdv

= (1.6)

V tuhém télese zpravidla hmotny stfed splyvéa s nékterym bodem télesa, typickou vyjimkou je duta
koule. Vyraz ve jmenovateli ma s prihlédnutim ke (4.4) opét vyznam hmotnosti tuhého télesa M.

Vidéli jsme nyni, Ze piechod od diskrétni soustavy hmotnych bodu ke spojitému tuhému télesu ¢inime
nahrazenim sou¢tu diskrétnich velicin m; a 7; integrdlem ze spojité proménnych velicin p(7) a 7. Tuto
analogii mezi (4.5) a (4.6) lze casto pouzit pii odvozeni zdvéru pro tuhé téleso. Vétsinu vypoctu lze
jednoduseji provést pro tuhou soustavu hmotnych bodu. Pomoci této analogie je 1ze pak zobecnit na
tuhé teéleso.

4.2. Kinematika tuhého télesa

Tuha soustava hmotnych bodu a tuhé téleso maji pouze 6 stupniu volnosti a jejich poloha je tedy
stanovena uddnim 6 soufadnic. Jednou z moznosti uddni polohy tuhého télesa je pouziti relaci (4.1)
vézanych podminkou (4.2), tedy udéni polohy ti{ bodu nelezicich v jedné pifmce. Tento postup se vsak
pro nepiehlednost nepouziva. Vhodnéjsi postup je udéni polohy jednoho bodu, déle osy prochazejici timto
bodem a natoceni télesa kolem této osy. Postup je znazornén na obr. 28.

Bod je oznacen A, osa o a natocen{ je uddno thlem ¢ mezi ptimkou pevnou v télese (plnd ¢éra) a
pifmkou pevnou v prostoru (¢drkované). Poloha bodu A je urcéena 3 udaji [z4,ya,24] & smér osy o je
uréen dvéma tdaji, napf. slozkami jednotkového vektoru v jejim sméru v = (vq, va,v3), kde slozky jsou
vazany podminkou v? + v3 + v3 = 1. Posledni, Sesty daj reprezentuje tthel natocen{ .

Vysetfime nyni pohyb tuhého télesa. Nejprve se budeme zabyvat specidlnim piipadem, kdy bod A
a osa o zachovavaji po celou dobu pohybu v télese i prostoru stdlou polohu. Jedinou ¢asové proménnou
veli¢inou je dhel ¢ a udanim jeho ¢asové zavislosti je pohyb urcen

¢ = p(t) (4.7)

Uvedeny pohyb se nazyva rotaci tuhého télesa kolem pevné osy. VsSechny body télesa maji
v kazdém okamziku stejnou thlovou rychlost a stejné tihlové zrychleni

de
dw d?%p
Tw T ae (4.9)

Pro kazdy bod rotujiciho télesa plati vSe, co bylo uvedeno pro kruhovy pohyb hmotného bodu.
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AL

Obrazek 29: Translace tuhého télesa.

Obréazek 30: Zavislost rychlosti bodu télesa na volbé vztazného bodu A.

Obecnéjsim pohybem tuhého télesa je pohyb, pii kterém pouze jeden jeho bod (napf. bod A z obr.
28) zachovdva v télese i prostoru stdlou polohu. Tento pohyb nazyvame rotaci tuhého télesa kolem
pevného bodu. Lze ukdazat, ze v kazdém okamziku lze toto otdceni popsat jako rotaci tuhého télesa
kolem pevné osy prochédzejici pevnym bodem. V prubéhu otdceni se zde obecné méni jak orientace osy
otaceni, tak i thlova rychlost. Podle Eulerovy véty je rychlost libovolného bodu otacejictho se télesa
déna i v tomto pripadé vzorcem

U= x7 (4.10)

Nakonec pohyb, pfi kterém maji véechny body tuhého télesa stejny vektor rychlosti 77 (t), nazyvameposuvnym,
postupnym nebo translaénim pohybem (obr. 29)

Podle Chaslesovy véty lze libovolny pohyb tuhého télesa slozit z posuvného pohybu a rotace ko-
lem pevného bodu. Rychlost ¢ libovolného bodu tuhého télesa 1ze urcit slozenim rychlosti v jednoho
libovolného bodu A télesa a rychlosti dané ota¢enim kolem tohoto bodu (4.10). Je tedy

T(t) = Tp(t) + & x 7 (4.11)

kde 7 je vektor vedeny z bodu A do bodu, jehoz rychlost ¢ ur¢ujeme. Je podstatné zjistit, jak zavisi
vyjadieni rychlosti ¥7(t) na volbé bodu A. K tomu zvolime v télese dva body: A s rychlosti vp(t) a A’
s rychlosti ¥/-(t) a ur¢ime rychlost bodu télesa oznaceného jako B (obr. 30).

Dle (4.11) muzeme psét pro rychlost bodu B pii vztaznych bodech A a A’

0(t) =or(t) + G x 7 (4.12a)
0(t) = Up(t) + ' x 7 (4.12b)

a déle muzeme vyjadrit rychlost o, bodu A’ pfi vztazném bodu A
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Tp(t) = Or(t) + @ x @ (4.13)

mezi vektory 7,7 a d plati pfitom

F=a+r1 (4.14)

Dosadime-li (4.14) do prvni rovnice (4.12), mame

0t) =tr(t)+d xad+d x 7 (4.15)

a porovnanim se (4.13) je déle

U(t) = Up(t) + & x 7 (4.16)

Srovndnim (4.16) a (4.12b) dostdvame dulezitou relaci

w=uw (4.17)

Shrnuti: Rovnice (1.64) je zékladni rovnici kinematiky tuhého télesa. Uhlové rychlost otaceni télesa
w nezavisi na volbé vztazného bodu, viéi kterému otdceni uvazujeme. Velikost posuvné rychlosti viak na
volbé vztazného bodu zavisi.

4.3. Dynamika tuhého télesa

Princip akce a reakce v soustavé hmotnych bodu

3. Newtonuv zdkon umoznuje prechod od dynamiky hmotného bodu k dynamice soustavy hmotnych
bodu a tuhého télesa. V mechanice soustavy hmotnych bodu rozlisujeme tzv. vnéjsi sily, tj. sily, které
maji puvod v bodech (télesech), které k dané soustavé nepocitdme, od sil vnit¥nich, kterymi na sebe
pusobi jednotlivé body vysetfované soustavy. Budeme-li napiiklad Sluneéni soustavu povazovat za sou-
stavu hmotnych bodi, budou gravitacni sily ptusobici mezi Sluncem a jednotlivymi planetami typickymi
vnitinimi silami soustavy.

Uvazujme nyni soustavu hmotnych bodu m;. Pusobi-li hmotny bod m; na hmotny bod ms silou Fis
bude hmotny bod ms na hmotny bod m; pusobit silou Fy tak, ze plati

Fio=—Fy tedy Fio+ Fy =0 (4.18)

Stejnd tvaha plati pro libovolnou dvojici hmotnych bodu, takze mame

(ﬁ12+ﬁ21)+(ﬁ13+ﬁ31)+(ﬁ14+ﬁ41)+...:0
Fhs + Fao) + (Foy + Fia) +... =0

(23 32) (_‘24 _’42) (419)
(F34+F43)+...:0
...=0

takze vyslednice vSech vnitinich sil soustavy je rovna nule. Sily ﬁij a ﬁji lezi navic vzdy
v jedné piimce, takze maji vzhledem k libovolnému bodu stejné rameno a jejich momenty se navzijem
rusi. Proto i vysledny moment vnitinich sil soustavy vzhledem k libovolnému bodu prostoru
je nulovy.

Vnitinf sily nemohou tedy zpusobit pohyb soustavy jako celku. K tomu je vzdy zapotiebi vnéjsich sil.

Véty o hybnosti a momentu hybnosti soustavy
Podle 2. Newtonova zdkona je ¢asovd zména hybnosti i-tého bodu soustavy dana rovnici

dpi
dt

= F (4.20)
kde }*?'Z je vyslednice v8ech vnitinich a vnéjsich sil, které na bod pusobi.

F = FD + P (4.21)

Takové rovnice muzeme postupné napsat pro N bodu soustavy a seéist
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N — N N
dp; S o
= YED LI ED (4.22)

i=1 d i=1 i=1

Vyslednice vsech vnitinich sil (1. ¢len na pravé strané (4.22)) je vsak dle (4.19) rovna nule, takze plati
s uvazenim p; = m;v;

d N dp al ~(E) =
= Y imity = — = > B = F®) (4.23)
dt &4 a4

kde P = vazl m;U; je celkova hybnost soustavy a F®) vyslednice vnéjsich sil. Dochdzime k formulaci
I. impulsové véty neboli véty o hybnosti soustavy:

Casova zména celkové hybnosti soustavy hmotnych bodi je rovna vysledné vnéjsi sile.

Ukdzeme nyni, ze celou soustavu hmotnych bodu v rovnici (4.23) muzeme nahradit jedingm bodem
a to hmotnym stfedem (4.5) s hmotnosti celé soustavy

N
M=>"m, (4.24)
i=1

Vyndasobime nyn{ rovnici (4.5) celkovou hmotnosti soustavy a derivujeme dle ¢asu

(4.25)
dFs & dii ol .
M— = i = U= ) pi=P
dt ; T ; v i;p
Dosadime-li nyni ze (4.25) do (4.23) za P méme
dP _ d df %7
'S S~ mag (4.26)

dt — dt dt dt?

kde jsme oznagcili dg zrychlen{ hmotného stfedu soustavy. Obsah rovnice (4.26) byvd oznacovéan jako
véta o pohybu hmotného stfedu soustavy. Slovné ji lze formulovat takto:

Hmotny stied soustavy se pohybuje jako hmotny bod, ktery ma celkovou hmotnost M
soustavy a na néjz pusobi vyslednice vnéjsich sil F®),

Zabyvejme se na tomto misté ndzornou interpretaci hmotného stfedu. Poloha hmotného stfedu v rov-
nici (4.5) je jednoznacéné urcena polohami jednotlivich bodt. Vzorec (4.5) odpovidd obecnému pravidlu
pro hledéni stfedni hodnoty veli¢in, jimz pfisuzujeme ruznou vahu, tj. rizné velky podil na vysetfovaném
jevu. Témito veli¢inami jsou v daném piipadé polohové vektory 7; hmotnych bodu soustavy a vahami
jejich hmotnosti m;. Poloha hmotného stfedu nezévisi na volbé pocdtku soustavy soufadnic (dikaz
prenechdvame posluchaci - Hordk, Krupka, Fyzika I, str. 136). Zméni-li se konfigurace soustavy ¢i tvar
tuhého télesa, zméni se i poloha hmotného stredu.
na soustavu. Na hmotné body soustavy pusobi soustava rovnobéznych sil, které viem bodum soustavy
udéluji stejné zrychleni. Nahradime je vyslednici, ktera urcuje celkovou tihu soustavy.

N
FE) =Y m;g = Mg (4.27)
i=1
Vysledny moment vnéjsich sil pak bude

N N N
ME =37 5 B = N7 omyg = Y mafi x § (4.28)
i=1 i=1 i=1
Dle definice hmotného stiedu (4.5) je vak
N
D imif x § = Mig x § = x Mg (4.29)
i=1

Vysledny moment tthovych sil pusobicich na soustavu hmotnych bodu (tuhé téleso) je roven momentu
tihy soustavy (télesa), predpokladdme-li, Ze tftha se nachdz{ v hmotném sttedu. Moment tihovych sil vuéi
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sil.
Pozndmka: Pojem tézisté lze zavést pouze v homogennim tihovém poli. Nehomogenni gravita¢ni pole
k pojmu tézisté nevede, vyslednice sil bude prochdzet jinym bodem, nez je hmotny stied (téziste).
Vysetfime nyni, jaky vliv na pohyb soustavy maji momenty sil pusobici na jednotlivé body. Zapiseme
rovnici (1.108) pro kazdy hmotny bod
db; -
— =M, 4.30
o= (430)
kde l_); je moment hybnosti vzhledem k libovolnému pevnému bodu a M; je moment vyslednice vsech
sil na bod pusobicich k témuz bodu. Do tohoto bodu polozime rovnéz pocatek souradného systému. Pak
M; = 7; x F; a s pomoci (4.21) mame déle

db;
dt

Secteme-li tyto rovnice pro vechny body soustavy (pii zachovéni pevného vztazného bodu, dostaneme

Noap N N
Yiq — M+ 3 i (4:52)

Jak jsme vSak ukdzali difve - (4.18), (4.19) a text - prvni ¢len na pravé strané (4.32) je nulovy.
Oznaé¢ime-li Zfil bi=ba Zfil Mi(E) — M dostaneme koneiné ze (4.32)

=7 x Fy = 7% x (B + F9Y =7, x FD 4 7 <« B = a0 4 p® (4.31)

db -
a-M

coz je II. impulsova véta neboli véta o momentu hybnosti soustavy:

Casova zména momentu hybnosti soustavy hmotnych boda vzhledem k libovolnému
pevnému bodu je rovna vyslednému momentu vnéjsich sil vzhledem k témuz bodu.

IT. impulsovéa véta je splnéna také tehdy, zvolime-li za vztazny bod hmotny stied soustavy, ktery
obecné neni pevny. Sily, které zpusobuji zrychleni hmotného stiedu, vsak v ném maji své pusobisté a
jejich moment vuéi nému je nulovy. Zrychleni hmotného stiedu do rovnice pro pusobeni celkového vnéjsiho
momentu nevstoupi. Vlastni pohyb hmotného stfedu nemd vliv na otdceni jednotlivych hmotnych bodu
kolem osy, kterd jim prochazi. Vyznam hmotného stiedu tak spoc¢ivd v tom, ze ¢ini z obou impulsovych
vét obecny zdkon pro pohyb soustavy bodu ¢i tuhého télesa.

Shrnut{: Hmotny stfed (t€zisté) soustavy se pohybuje jako hmotny bod, na ktery pusob{ vyslednice
viech vnéjsich sil a jehoz hmotnost je rovna celkové hmotnosti soustavy. Casovd zména momentu hybnosti
soustavy vzhledem ke hmotnému stfedu (tézisti) nebo vzhledem k libovolnému pevnému bodu je rovna
vyslednému vnéjsimu momentu vzhledem k témuz bodu.

Ukazali jsme, ze tuhd soustava bodu ¢ tuhé téleso maji 6 stupnu volnosti. Dvé vektorové rovnice
(4.23) a (4.33) piedstavuji 6 skaldrnich rovnic pro uréenf 6 funkei popisujicich plné pohybovy stav télesa.
Jsou obsazeny ve dvou vektorovych funkcich o7 (t) a &(¢). Bod A na obr. (28), ktery se pohybuje rychlost{
Up(t) a vuci kterému jsme uvazovali rotaci, jsme dosud volili libovolné. Vybereme-li za néj hmotny stied,
bude rovnice (4.26) jednou z jeho pohybovych rovnic. Pohybovou rovnici pro stanoveni druhé funkce ()
odvodime v dal§im vykladu.

Ve zvlastnim piipadé, kdy na soustavu nepusobi vnéjsi sily nebo kdy vyslednice vnéjsich sil je nulova,
je F® = 0 a M® = 0 Takovou soustavu nazyvame dynamicky izolovanou ¢&ili osamocenou
(uzavienou) a plati pro ni zdkony zachovani hybnosti a momentu hybnosti.

Celkova hybnost izolované soustavy je rovna vektorovému souc¢tu okamzitych hybnosti
jednotlivych hmotnych bodu soustavy a zustava stala co do sméru i velikosti. Neboli tézisté
izolované soustavy se pohybuje podle 1. Newtonova zdkona. Moment hybnosti osamocené
soustavy je roven vektorovému souc¢tu momentd hybnosti jednotlivych hmotnych bodu
vzhledem ke hmotnému stfedu ¢&i k libovolnému pevnému bodu a je staly co do sméru
i velikosti.

V kapitole o gravitacnim poli jsme ukézali, Ze moment hybnosti hmotného bodu pohybujictho se
v centrdlnim poli (2.23) je staly. Z tohoto hlediska je II. impulsové véta zobecnénim II. Keplerova zdkona a
centralni sily, tedy napf. gravita¢ni sily mezi kosmickymi objekty lze povazovat za vnitini sily, povazujeme-
li dotycné objekty za izolovanou soustavu.

(4.33)
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Energie soustavy hmotnych bodu a tuhého télesa
Pojmy kinetické a potencidlni energie hmotného bodu a prace vykonané na hmotny bod lze snadno
rozsitit na soustavu hmotnych bodu a tuhé téleso.

Kinetickou energii soustavy hmotnych bodu nazveme vyraz

N 1 )
By =), 5] (4.34)

tedy soucet kinetickych energii vSech hmotnych bodu soustavy. Podobné muzeme psét pro praci,
kterou vykonaji sily F' pfejdou-li body soustavy z polohy 1 do polohy 2.

N 2
A=Y f Fydr; (4.35)
i=1%1
kde integral v sumé znad¢i praci vykonanou na i-ty hmotny bod. Analogicky jako pro hmotny bod
plati pak
A= Ek2 - Ek1 (436)

Zmény kinetické energie ovliviiuji jak vnéjsi, tak i vnitini sily. Vnitini sily mohou vsak tak ucinit
pouze u volné soustavy hmotnych bodu. V tuhé soustavé hmotnych bodu a v tuhém télese vnitini sily
vzhledem k neproménnym vzdalenostem mezi body praci nekonaji. Jsou-li vngjsi i vnitin{ sily pusobici na
soustavu konzervativni, je praci A vykonanou na systém mozno vyjadiit jako ibytek potencidlni energie
mezi misty 1 a 2

E, —E,, = A (4.37)

Porovnanim (4.36) a (4.37) mame

Epl + Ekl = Ep2 + Ekg (438)

coz je zakon zachovani mechanické energie soustavy bodu ¢i tuhého télesa. Muzeme jej slovné formu-
lovat takto:

Jsou-li vnéjsi sily pusobici na téleso konzervativni, je soucet potencialni a kinetické ener-
gie soustavy bodu ¢i tuhého télesa konstantni.

Poznamka: Podle Konigovy véty lze kinetickou energii soustavy hmotnych bodu rozlozit na dva ¢leny

N
1 1

kde prvni ¢len predstavuje kinetickou energii hmotného bodu o hmotnosti celé soustavy M a rych-
losti hmotného stiedu vs a druhy ¢len kinetickou energii pohybu hmotnych bodu soustavy vuéi jejimu
hmotnému stiedu. Tento ¢len byva nazyvan vnitini kinetickou energii soustavy.

Rozebereme nyni{ ponékud dukladnéji vyraz (4.34) pro kinetickou energii.

. Soustava (téleso) konzi pouze posuvn‘y pohyb V tomto piipadé je rychlost vSech bodu a tedy i

51
Z 3™ vag (4.40)
nosti télesa.
e Soustava (téleso) se otaci kolem pevné osy. Otaci-li se téleso kolem pevné osy okamzitou thlovou

rychlosti w maji hmotné body vzdédlené r; od osy rotace U; = & x 75, jejiz velikost je v; = r;w.
Dosadime-li do (4.34), dostaneme

o 1 o 1 1,4
Ey, = Z imivf = Z imirfuﬂ = §w2 Z mir? (4.41)
i=1 i=1 i=1

protoze w je pro vSechny body télesa stejné. Soucet
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3

N
dimir} =J (4.42)
i=1

nazyvame moment setrvaénosti. Mame tedy

1
Ey, = §Jw2 (4.43)

Kineticka energie télesa rotujictho kolem pevné osy je rovna poloviénimu sou¢inu jeho momentu
setrvac¢nosti vzhledem k této ose a ¢tverce tithlové rychlosti.

e Soustava (téleso) kond obecny pohyb. Podle (4.10) a (4.11) lze obecny pohyb télesa v kazdém
okamziku nahradit posuvnym pohybem rychlosti v a rotaci ihlovou rychlosti w kolem osy prochéazejici

1 1
E) = in% + §J0w2 (4.44)

kde M je hmotnost télesa a Jy je moment setrvacnosti vzhledem k okamzité ose rotace jdouci

Moment setrva¢nosti
Prejdeme-li od tuhé soustavy hmotnych bodu k tuhému télesu, ¢ili spojitému rozlozeni hmoty, piejde
definice momentu setrva¢nosti (4.43) do integrélnfho tvaru

J =J r2dm (4.45)

kde r je vzdalenost elementu hmoty dm od osy rotace. Zavedenim hustoty télesa p lze vyraz(4.45)

pfepsat do tvaru
J = ”Jr2pdv (4.46)
1%

Je-li téleso homogenni, 1ze hustotu p jakozto konstantni veli¢inu postavit pied integral

J= pﬂfﬁdv (4.47)

\%

Volime-li za osu rotace osu z, budou vzddlenosti r = 1/22 + y? a vyraz (4.47) bude mit tvar

J = pfjf(xQ +y?)dV (4.48)
1%

Moment setrvacnosti lze také vyjadrit jako soucin hmotnosti télesa a ¢tverce jisté stfedni vzdalenosti
R, v niz by musela byt soustfedéna hmotnost télesa, aby moment setrva¢nosti byl roven momentu se-
trvacnosti télesa

J
= 2 = —
J=MR®> R (4.49)

Vzdalenost R se nazyva polomér setrvaénosti (gyraéni polomér) télesa pro danou osu.
Moment setrvacnosti zavisi na poloze rotacni osy vzhledem k télesu a na rozlozeni hmotnosti v télese.

télesa. Moment setrvacnosti vzhledem k ose jdouci bodem A rovnobézné s tézistni osou T' = Z (na obr.
31 jsou obé osy kolmé k ndkresné) bude

J = Jr’Qdm = ﬁ(a +2)? +y?ldm = J‘(a2 + 2azx + r%)dm (4.50)
Zde dle (4.6)

Jandm = 2ajxdm =0 (4.51)
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Obrazek 31: K odvozeni Steinerovy véty.

Obrazek 32: Vypocet momentu setrvacnosti valce vzhledem k ose symetrie.

J = a? Jdm + J?gdm = Ma® + Jo (4.52)

Obsahem vztahu (4.52) je Steinerova véta, kterd fika:

Moment setrvacnosti J télesa k libovolné ose je roven momentu setrvacnosti J, télesa
télesa M se ¢tvercem vzdalenosti a obou os.

Dusledkem Steinerovy véty je vyse uvedené tvrzeni J > Jj.

Priklad: Vypocet momentu setrva¢nosti homogenniho valce o hmotnosti M, vySce v a poloméru
podstavy R a rozbor valeni tohoto valce po naklonéné roviné.

Vélec rozdélime na valcové plochy elementdrni tloustky dr (obr. 32), které maji hmotnost

dm = pdV = p2nrdro (4.53)
kde hustotu vypocitame dle vztahu
M M
i 4.54
P=V ~ ZR% (4.54)

Dosadime-li ze (4.54) do (4.53), mdme
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Obrazek 33: Valeni vélce po naklonéné roviné.

M 2Mrdr
dm = 7TRQUZW“d?“v =~ (4.55)
Element hmotnosti dm mé moment setrvacnosti dJ, pro ktery plati dle (4.45)
2M r3dr

Uvéazime-li, ze proménnd r zde nabyva hodnot v intervalu {0, R), dostaneme J integraci

R
) 2Mr3dr onr [ g XM [ BooMRt 1,

J = Jr dm J =7 dr = 2 [4] =y = 2MR (4.57)

0 0

K vypoctu rozboru valeni po naklonéné roviné vyuzijeme zdkon zachovani mechanické energie. Sily
valivého tfeni totiz na rozdil od sil vle¢ného tfeni nekonaji praci (nedissipuji energii), protoze valec v misté
dotyku neklouze. Urceme nyni zrychleni hmotného stfedu, probiha-li valeni po naklonéné roviné, které
s horizontalni rovinou svird dhel a (obr. 33)

Na obr. 33. jsme vyznacili dvé polohy valce pti valeni, prvni ve vysce h a druhou v nulové vysce.
Zrychleni hmotného stfedu véalce bude konstantni, protoze na néj pusobi konstantni urychlujici sila.
Zacne-li valeni ve vySce h, bude tam valec mit potencidlni energii

E, = Mgh (4.58)
V nulové hladiné se tato potencidlni energie zmeéni na kinetickou energii, kterd bude dle (4.44)
Loro Lo o
Ey = 5 Mu§(t) + 5 Jw?(t) (4.59)

kde vg(t) je rychlost hmotného stfedu a w(t) thlova rychlost rotace. Valec pfitom probéhl drihu s,
pro kterou plati

h
sina = —, §=— (4.60)
sina
a to za Cas, pro ktery plati
1 2s
= —agt® t=q]— 4.61
s = gast’, a5 (4.61)
a zaroven dle (4.61) muzeme psat pro vs(t)
vs(t)
t= , vg(t) =tag = /2sas = (4.62)
as sina
Porovndme nyni (4.58) a (4.59) a dosadime za vg(t) za (4.62)
Mgh = 20() + 1728
gh = GMVG(1) + 57 35
(4.63)
2h 1 2h 1
Mgh = fMi —J
2 a3 et SR2

Po kréceni a upravé, kdy zatim nedosazujeme za J, mame pro ag
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M J
Mg = _ <
g (sina+RQSina>aS

Mg
as = 31 J
sin « R2sina

(4.64)

Vidime, ze zrychleni hmotného stiedu klesd s momentem setrvacnosti J. Dosadime-li nyni za moment
setrvacnosti ze (4.57), mdme kone¢né

M g g g 2
as = = = = —gsina 4.65
s IY; LMR? 1+1 3 39 (4.65)
sin o R2sin« sin av 2sina

Vidime, ze zrychleni hmotného stifedu je mensi nez pii klouzavém pohybu bez tfeni, kdy by dosdhlo
znamé hodnoty gsin a.

Resen{ izolované soustavy 2 hmotnych bodi - problém 2 téles

Ukazeme nyni, Ze pohyb izolované soustavy 2 hmotnych bodu m; a msy lze prevést na feSeni po-
hybu jednoho bodu v centralnim silovém poli. Pocatek soustavy soufadné polozime do hmotného stfedu
soustavy (obr. 34)

m2

=l

mi

Obrazek 34: Izolovana soustava 2 hmotnych bodu.

Podle definice hmotného stiedu plati

mars + mora =0 (466)
a dale zavedeme vektor 7
F=7 —Th (4.67)
ktery je s 71 a 7 rovnobézny (obr. 34) a muzeme psat (postupné s vyuzitim 7 = 7— 7y a 7 = 7 — )
S m . —m S
=2 F =L (4.68)
mi + Mo my + me

Pro rychlosti hmotnych boda plyne z (4.68)

- my —-mi
U = ————U, Ug=—""-0 (4.69)
my + me mi + me
kde v = ¥} — vh. Predpokldadame-li nyni, ze mezi body soustavy budou pusobit pouze konzervativni
sily, muzeme zapsat zdkon zachovani mechanické energie ve tvaru

Ey, + Ey, + E, = Ey = konst.

1 1
imlv% + imgvg +E, =Fy

(4.70)

a po dosazeni ze (4.68) za v? a v3 bude
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m2

Obrazek 35: K feseni problému dvou téles se vzdjemnym gravitaénim pusobenim (Keplerovy tlohy).

1 ms 5 1 m% 9

—-my——————=0"+ —Myg———=v° + B, = E

2 (my + mo)? 2" 2 (my + ma)? p— =0
lmlmz(ml + m2)
2 (my +mg)?

1 mm
Lz g, gy

v? + E, = Ey (4.71)

2mq + mo

Zakon zachovani momentu hybnosti v nasi soustavé muzeme zapsat ve tvaru

—

(771 X mlﬁl) + (’FQ X mgﬁg) = BO (472)
Dosadime-li sem 7z (4.68) a (4.69), méme
— i mao mimso —m N —Mm1Mmso B
0= mi1 + mo mi + Mo mi1 + mo mi1 + mo N
2 2
= 2 () 4 — AR (7 ) = (4.73)
(mq + mg)? (mq + mg)?
mimsz L, mimsa
= (Fx¥)=7x
mi + mo m1 + my

Z rovnic (4.71) a (4.73) je zFejmé, ze zdkony zachovani pro izolovanou soustavu dvou hmotnych bodu
lze prepsat tak, ze puvodni dva hmotné body nahradime jednim o tzv. redukované hmoté
m, = —AT2 (4.74)
mi + mo
Rovnice (4.71) a (4.73) lze pro centralni silova pole Fesit stejné jako jsme uéinili pii rozboru Keplerovy
dlohy (¢l. 2.3). Vysledkem je nalezen{ zavislosti r(¢) pro bod s redukovanou hmotou a z této zdvislosti
dostaneme dle rovnic (4.68) zavislosti r1 (@) a ro(p). Je-li zdvislost r(¢) rovnici kuzelosecky, jsou ziejmé
r1(p) a ro(p) také rovnicemi kuzelosecek. Z rovnice (4.66) ddle plyne, Ze rozméry kuzelosecek, po kterych
se pohybuji hmotné body m1, ms jsou v poméru ry/ro = ma/my. Dvé takové eliptické drahy uvddime na
obr. 35.
Pozndmka: Obdobny postup lze provést i pro jind centralni pole (elektrostatické pole, elastickd vazba
apod.).

Prehled tloh o razu téles

Pohybovy stav téles a hmotnych bodu se spojité méni s casem, takze souradnice jednotlivych elementu
télesa (¢i hmotnych bodu soustavy) jsou spojité a koneéné funkce ¢asu. Dojde-li viak béhem pohybu ke
kolizim téles ¢i hmotnych bodu, pozorujeme nghlé zmény co do sméru i velikosti. V mnoha piipadech plati,
ze vzajemné sily mezi télesy nabyvaji béhem kolize zna¢nych hodnot a pusobi po kratky ¢asovy interval
které mohou po interval At na kolidujici télesa pusobit, jsou ¢asto zanedbatelné, takze soustavu muzeme
pokladat za dynamicky izolovanou. V takové soustavé plati zakon zachovani hybnosti a zdkon zachovani
momentu hybnosti.
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mi1 + Mo
mq ma
o R ——
"(71 V2 UB

Obrazek 36: Dokonale nepruzny raz.

Rézy klasifikujeme na zdkladé srovnani hodnoty kinetické energie systému pied kolizi Ex 4 a kinetické
energie systému po kolizi Ex p. Jestlize se kinetickd energie neméni

Erxa = ExB (4.75)

hovoiime o dokonale pruzném razu. Naopak, jestlize je po rdzu kinetickd energie mensi (dojde
k jejf dissipaci), tedy

EKA < EKB (476)

jde o nepruzny raz. Dokonale nepruzny raz je takovy, po némz kolidujici télesa jsou spojend
(jedno uvizne v druhém). V piipadé dokonale nepruzného razu je dissipace kinetické energie maximéalni.
V naSem vykladu se budeme zabyvat nejjednodussimi typy razu. U jednobodovych stFfedovych rézia budou

Dokonale nepruzny jednorozmeérny raz

Téleso hmotnosti my se pohybuje rychlosti ¥; 4 a mé hybnost p 4, téleso hmotnosti mso se pohybuje
rychlosti 54 a méa hybnost ps4. Po dokonale nepruzném razu se obé spojend télesa mi + mo pohybuji
s rychlosti ¥5. Necht se pohyb déje pouze podél osy z, pak budou nenulové pouze z-ové slozky vektort
rychlosti a hybnosti a bude platit (obr. 36).

PA = P14 + P24 = M1V14 + M2V24

(4.77)
pB = (m1 +ma)vp
Podle zakona zachovani hybnosti musi byt pa = pp, tedy
vp = miv1A + Mavl24 (4.78)

mi + Mo
Piiklad: Balistické kyvadlo (obr. 37). Rozbor pokusu na zjisténi rychlosti strely. Méffme nejvétsi
thlovou vychylku ¢, které kyvadlo dosdhne po zdsahu stielou o hmotnosti m letici rychlost{ v;.
Rychlost soustavy stfela - kvadr po rdzu bude dle (4.78)

MsVs

e+ M (4.79)

VK =

kde M je hmotnost bloku kyvadla. Pfi dosazeni maximélni vychylky se kinetickd energie dand (4.79)
zméni na potencialni energii

miv:
—(ms+ M) m ;M)z = (ms + M)gh
L m2e? (4.80)
_ SSs — h
2 (ms + M)2 7
h vyjadiime podle obr. 37 jako
h=L-—Lcosp = L(1 —cosyp) (4.81)

kde L je délka zavésu, dosadime do (4.80) a vypocitdme vy



60 KAPITOLA 4. MECHANIKA SOUSTAVY HMOTNYCH BODU A TUHEHO TELESA

Obrazek 37: Pohyb balistického kyvadla po dokonale nepruzném razu se stielou.

Q%@Q —C Q*

V24 13
sfcuace pred razem (b) situace po razu

Obrazek 38: Pruzny jednorozmérny raz.

s+ M)?
v = (m +2 ) 2gL(1 — cos p)
TM (4.82)
s = s 2gL(1 — cos p)
ms

Pruzny jednorozmeérny raz
Chovani téles pred rdzem a po razu je zakresleno na obr. 38. Obdobné jako v ptredchozim piipadé
plati zdkon zachovani hybnosti, télesa se vSak pfi rdzu nespoji. Muzeme psat

M1V1A + M2V24 = M1V1B + M2V2B (4.83)
V rovnici (4.83) vystupuje 6 nezndmych. Musime znét 5 velic¢in k uréen{ Sesté.

Dokonale pruzny jednorozmeérny raz

Situace se zjednodusi v piipadé dokonale pruzného razu, pii kterém nedochézi k dissipaci energie
a plati tedy zdkon zachovani mechanické energie. Pak mame 2 vychozi rovnice, které dale upravujeme
(uvazujeme pouze z-ové slozky rychlosti)

miviA + MaU24 = M1V1B + M2U2B
1 2 1 2 1 2 1 2
~M1VI 4 + ZMaVi4 = M1V + sMalsp

2 2 2 2 (4.84)
ml(UlA - U1B) = mz(sz - U2A)

2 2 2 2
mi(vig — vip) = ma2(vzp — Vi)
Podélime-li druhou rovnici prvni, dostaneme

V1A + V1B = V24 + V2B (4.85)
V1A — V24 = —(vip — V2B) .
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Vidime, ze relativni rychlosti obou téles se zachovavaji, pfi razu vSak méni znaménko. Uvazujme nyni,
ze jedno z téles bylo pted srazkou v klidu, napt. va4 = 0. Pak z podminek (4.84) a (4.85) dostaneme

mivi4 = M1v1p + Mav2B

(4.86)
V14 + V1B = V2B
Dosadime-li za vo5 do prvniho vztahu, mame

mivia = MiV1B + Mav1A + Mov1B (4.87)

mip —m2
VB =UVig——— 4.88
1B ! mi + Mo ( )
MMy 2my (4.89)

Vo = Va4 | ———— =Vpg———— .
2B ! mi1 + mg ! mi1 + mgy

Uvazme nyni nékolik specidlnich piipadu relativnich hmotnosti kolidujicich téles:

a) my = mg, pak z (4.88) v1p = 0 a z (4.89) vop = v14. Téleso, které bylo puvodneé v klidu, se po rdzu
pohybuje rychlosti rovnou rychlosti druhého télesa pied razem, zatimco druhé téleso se zastavi.
Tento vysledek znal jiz Jan Marek z Marku v 17. stoleti.

b) my » ma, pak z (4.88) vip ~ v14 a z (4.89) vep ~ 2v14. Vetsi teleso pokracuje déle a ibytek jeho
rychlosti je maly. Mensi téleso odsko¢i s témétr dvojndsobnou rychlosti oproti puvodni rychlosti
vétsiho télesa.

c) mp < ma, pak z (4.88) vip & —v14 a z (4.89) vap ~ 0. Lehéf téleso se odrazi piiblizné s toutéz
rychlosti, jako byla jeho rychlost pfed rdzem, zatimco tézsi téleso zustava piiblizné v klidu.

Pozndmka k sikmym (dvourozmérnym rézum)

V piipadé, kdy rychlosti kolidujicich téles sviraji néjaky obecny thel, musime razy uvazovat jako
vicerozmérné. Pokud i zde zanedbame vlastni rota¢ni pohyb, muzeme aplikovat zékon zachovani hybnosti,
ale ve vektorové podobé

P1A + P24 = PiB + P2B (4.90)

odkud plyne, Ze se hybnost zachovava ve slozkdch p;,py,p.. Pii pruzném rézu télesa na pevnou sténu
se tak tihel dopadu musi rovnat ihlu odrazu.

Statika tuhého télesa

ZjednodusSeni prostorové soustavy sil

Pusobi-1i na téleso v témze bodé dveé stejné velké protismérné sily Fa-F (obr. 4.39a, rusi se navzijem,
jejich vyslednice je nulova a na pohyb télesa nemaji vliv.

Stejné je tomu, pusobi-li sily nikoli v jednom bodé, ale v jedné pifmce (téleso je dokonale tuhé), jak
je znazornéno na obr. 4.39b.

Sila je tedy v tuhém télese vektor vdzany na piimku (paprsek Slly) a muzeme ji ve sméru této piimky
libovolné posouvat. Takto muzeme slozit dvé ruznobézné sily F1 a F27 majici ruznd pusobisté v tuhém
télese (obr. 40).

Déle, pusobi-li sila F v bodé o polohovém vektoru 7 tuhého télesa (obr. 41), muzeme ji rovnobézné
posunout do libovolného bodu O tak, ze v tomto bodé prlpOJlme dvé stejné velké protismérné sily F al
—F (F F’ ), které jsou v rovnovaze. Vedle pienesené sily F’ pak zbyvaji dvé opacné orientované blly
—F a F, které se nerusi, ale tvoii dynamicky prvek, ktery nazyvame dvojici sil. Vypocteme moment této
dvojice vzhledem k libovolnému bodu O’

— —

M= xF)+ (@ x—F)=( —f)x F=FxF (4.91)

Vidime, ze moment dvojice sil nezdvisi na volbé vztazného bodu, ale pouze na vzdéalenosti ptisobist
jednotlivych sil. Je to tedy volny vektor, ktery muzeme pienést do libovolného mista v tuhém télese,
zachovame-li jeho velikost a orientaci v prostoru. Smér momentu dvojice sil ur¢ime jako obvykle dle
pravidla pravoto¢ivého Sroubu.

Silova dvojice vznikajici rovnobéznym posunutim sily v tuhém télese se jmenuje doplinkova
dvojice sil. V dokonale tuhém télese mtzeme kazdou silu posunout do libovolného bodu O,
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BTl

—

—F

(a) pusobeni stejné velkych pro- (b) preneseni sily v jejim
tismérnych sil v jednom bodé paprsku

Obrazek 39: Pusoben sil na dokonale tuhé téleso

Obrazek 40: Sklddani ruaznobéznych sil pusobicich na tuhé téleso.
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Obrazek 41: Posunuti sily F do bodu mimo jeji paprsek.

pripojime-li dopliikkovou dvojici sil, jejiz moment je co do sméru i velikosti roven momentu
ptvodni sily vzhledem k novému pusobisti O.

Piisobi-li na téleso soustava sil Fy,...,Fy v ruznych pusobistich, jejichZ poloha je vzhledem k libo-
volnému bodu O déna pruvodici 771, ..., 7y, muzeme tuto soustavu nahradit jedinou silou
N
R=)F (4.92)
i=1
pusobici v bodé O a doplikovou dvojici sil, pro jejiz moment plati
N N
M= M=) 7xF (4.93)
i=1 i=1

Rovnovaha tuhého télesa
Rikame, ze tuhé téleso je v rovnovaze, jestlize vyslednice vnéjsich sil pusobicich na téleso je rovna
nule, tj.

FE) — 0 (4.94)

a vysledny moment vnéjsich sil pusobicich na téleso je roven nule, t.j.

M® = (4.95)

V predchozim vykladu jsme vidéli, ze pusobeni vnéjsich sil ﬁi(E) v ruznych bodech télesa lze nahradit
vyslednici téchto sil pusobicich v néjakém bodé O a dopliikovou dvojici sil. Pokud bude tato vyslednice
nulovd, bude nulovy také jeji moment vuéi libovolnému vztaznému bodu O’. Moment vnéjsich sil bude
v tomto piipadé roven momentu doplikové dvojice sil, kterd vznikne pfenesenim vsech sil do bodu O.
Tento moment viak podle (4.91) nezdvisi na volbé vztazného bodu.

(a) stéld (stabilni)  (b) vratkd (labilni)  (c)volna (indiferentni)

Obrazek 42: Rovnovazna poloha tuhého télesa.
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Podminky rovnovahy tuhého télesa lze pak zformulovat do jediné véty.

Téleso je v rovnovaze, kdyz vyslednice vnéjsich sil F&®) pusobicich na téleso a moment
M vysledné dvojice sil jsou rovny nule.

Rozebereme nyni stru¢né na konkrétnim piikladu koule a misky ¢i vodorovné podlozky mozné rov-
novazné polohy télesa (obr. 42)

a) vychyleni vede ke vzrastu potencidlni energie a ndslednému samovolnému navratu do vychozi polohy
b) vychyleni vede k poklesu potencidlni energie a samovolnému vzdalovani od vychozi polohy
¢) vychyleni nemé vliv na potencidlni energii.

Pohybova rovnice pro otaceni télesa kolem pevné osy

Vyjdeme z druhé impulsové véty i—f =M , kde b je moment hybnosti télesa vzhledem k libovolnému
pevnému bodu a M je vysledny moment vnéjsich sil pisobicich na téleso vzhledem k témuz bodu. Necht
je timto bodem bod A na ose rotace (obr. 43)

Moment hybnosti nékterého bodu télesa, napi. B, je dan vektorovym soucinem

kde 7; je pruvodic¢ vedeny z bodu A do bodu B. Moment hybnosti je kolmy na rovinu tvofenou
vektory 7; a ¥U; a neni rovnobézny s osou rotace.

Rozlozime jej proto na slozky b;x a b;r, z nichz prvni je kolméa k ose rotace a druh4 je s osou rotace
rovnobéznd. Stejné rozlozime i moment vnéjsich sil. Druhou impulsovou vétu pak lze prepsat

B d. doh. dhs P
a:@Zbi:aZbiK_FaZiR:M:MK—i—MR (4.97)
i—1 i=1

Teleso otacejici se kolem pevné osy mé 1 stupen volnosti a zména jeho pohybového stavu zavisi pouze
v pifrastku da thlové rychlosti & (zrychleni nebo zpomaleni otdéeni). Zménu d muze zpusobit jen slozka
momentu Mg, kterd ma tyz smeér jako d&. Z druhé impulsové véty se uplatni pouze ¢ast

bin = Mg (4.98)

4
dt -

Obrazek 43: Rotace télesa kolem pevné osy.
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Tuto rovnici lze upravit dle obr. 43

|bir| = |bs| sina = |7 x m;T;|sina = (r;v;m;) sina = 72 sin? (a)mw = mriiw (4.99)
kde zfejmé plati v; = wr; sin . Protoze b;g a & jsou rovnobézné, plati také

bir = mird (4.100)

Dosadime nynf ze (4.99) do (4.98)

dsvy _d PSR B Y S T W
&mezézmiriwza Zmiri G| =Mp (4.101)
i i i=1

Vyraz v kulaté zdvorce predstavuje moment setrva¢nosti télesa vzhledem k ose rotace. Oznacime-li
jesté Mpr = M, mame konecné

d dw -
—Jd)=J—=J=M 4.102
” (J&)=J T Jé (4.102)
kde £ je ihlové zrychleni. Protoze osa rotace mé stdlou orientaci, 1ze psat skalarné
dw d2e
Je=J— =] =M 4.103
Tl T e (4.103)

Ze srovnani (4.102) s druhou impulsovou vétou (4.98) plyne, ze slozka momentu hybnosti do sméru
osy rotace je dana

b = J& (4.104)

Rovnice (4.102) a (4.103) jsou pohybovymi rovnicemi télesa pro otéceni kolem pevné osy. Pokud
dochédzi béhem otaceni ke zménam konfigurace soustavy hmotnych bodu ¢ ke zméndm tvaru tuhého
téles, plati ve tvaru

%(m) - M (4.105)

Pokud je takova soustava izolovand, je M = 0 a zakon zachovan{ momentu hybnosti ma tvar

J& = konst., Jw = konst. (4.106)

tedy v ruznych okamzicich

lel = JQ(JJQ (4107)

Pokles momentu setrva¢nosti vzhledem k pevné ose rotace vede k rustu thlové rychlosti, ¢ehoz
vyuzivaji napt. krasobruslari pii piruetéch.

Piiklad: Vratme se jesté jednou k valeni homogenniho vélce o poloméru podstavy R a hmotnosti M
po naklonéné roviné, svirajici s horizontaln{ rovinou dhel « (obr. 44) a nalezneme hmotné zrychleni ag
hmotného stfedu pomoci obou impulsovych vét. Dle véty o pohybu hmotného stfedu plati

Mig = F — F, (4.108)

kde F = M gsin « je urychlujici slozka tihy a F, je sila vyvoland valivym tfenim.
Protoze vsechny vektory lezi ve stejném sméru, 1ze vztah (4.108) zapsat i skaldrné

Mag = Mgsina — F; (4.109)

.
Nenulovy moment vi¢i hmotnému stfedu ma pouze sila valivého tfeni F}, druhd impulsova véta bude
mit tvar (skaldrné)

Je=J% — RR (4.110)
R
Resenfm soustavy rovnic (4.109) a (4.110) ziskdme opét vysledek (4.65) ag = 2gsina (pienechdvéme

posluchagi).

Fyzické a matematické kyvadlo
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Obrazek 44: Silové pusobeni pfi valeni po naklonéné roviné.

(a) fyzické (b) matematické

Obrazek 45: Kyvadlo

Fyzické kyvadlo je kazdé téleso otocné bez tfeni kolem vodorovné osy neprochéazejici tézistém. Je-

M = —mgasinp (4.111)

Moment zde pusobi proti vychylce, proto jej oznac¢ujeme zépornym znaménkem. Dle (4.103) bude

d2
Je = JF;'O = —mgasin ¢ (4.112)
cili )
d*¢ mga .
@ + 7 singp =0 (4.113)
Pro malé vychylky lze polozit sin ¢ ~ ¢ a oznacime-li ddle ™4¢ = w? = konst., dostaneme rovnici
d*y 2

kterd je shodna s diferencidlni rovnici netlumeného harmonického pohybu. Perioda kmitavého pohybu
kyvadla je pak
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2
T:—ﬂ-:27r J
w mga

(4.115)

a pulperioda (doba kyvu) ¢ini polovinu této hodnoty. Vsimneme si, ze perioda nezdvisi na maximéln{
vychylce z rovnovazné polohy.

Chyba vznikld nahrazenim skuteéného pohybu kyvadla harmonickym pohybem ¢ini pii maximélni
vychylce 1° asi 0,002%, pfi vychylce 5° asi 0,05%.

Matematickym kyvadlem nazyvame hmotny bod o hmotnosti m zavéseny na tuhém vlaknu délky
[, jehoz hmotnost je zanedbatelna (obr. 45b). Moment setrvaénosti matematického kyvadla je J = mi? a
perioda bude dle (4.115) s dosazenim a = {

2
7= omy | TE 2w\ﬁ (4.116)
mgl g

Délka [, zavésu matematického kyvadla, které kyva stejné jako fyzické kyvadlo, se nazyva redukovana
délka fyzického kyvadla. Lze ukazat, ze opatiime-li fyzické kyvadlo druhym bfitem ve vzdalenosti [,
od prvniho, takze obé osy kyvu jsou polozeny asymetricky vzhledem k tézisti ¢i symetricky se vzdalenosti
rovnou poloméru setrvac¢nosti R, bude kyvadlo kyvat kolem obou os se stejnou periodou. Takové kyvadlo
se nazyva reverzni a pouziva se k presnému méteni tthového zrychleni na zdkladé meéteni periody.

Poznamky k rotaci pevného bodu, hlavni osy setrva¢nosti (nebude vyzadovéno ke zkousce)

Podle Chaslesovy véty je mozno obecny pohyb rozlozit na translaéni pohyb bodu pevného v télese a
rotaci télesa kolem tohoto bodu. Pti okamzité ihlové rychlosti télesa & je okamzita rychlost ; nékterého
bodu télesa, ptislusejici jeho rotaénimu pohybu @; = & x 7, kde 7; je pruvodi¢ bodu vzhledem k pevnému
bodu v télese. Moment hybnosti tohoto bodu bude

b = T x mytl; = m;T; X (& X 7) (4.117)

a moment hybnosti celého télesa

N
b= m x (& x 7%) (4.118)

-,

vyuzitim vzorce pro slozeny vektorovy soucin @ x (b x &) = (@ - &b — (@ - b)@ dostaneme
N
b= > milr?a - (@ 7)) (4.119)

Vidime, Ze pouze prvni ze séitancu na pravé strané ma smér rovnobézny s 5, takze celkovy moment
hybnosti neni obecné rovnobézny s vektorem thlové rychlosti. Toto je pricina slozitého chovani tuhych
téles pii rotaci kolem pevného bodu. Navic jsou vSechny tii veli¢iny l_;, 7; a & ve (4.119) casové zavislé.

Rovnici (4.119 lze zjednodusit, vybereme-li k popisu rotace namisto laboratorni soustavy soustavu
spojenou s rotujicim télesem, takze jejich pocatky splyvaji (jsou umistény v bodé, vici némuz rotaci
uvazujeme). Pak budou polohové vektory 7; ¢asové neproménné a vektorovou rovnici (4.119) bude mozno
formalné zapsat jako

b=Ja (4.120)

kde J m4 charakter matice (z matematického hlediska jde o veli¢inu tenzorové povahy)

J=\Jp Jy Jy (4.121)
Jza; Jzy Jzz

Vyznam slozek matice je nasledujici: diagonalni ¢leny udavaji moment setrvacnosti vzhledem k piislusné
soufadné ose soustavy otacejici se s télesem. Cleny se smiSenymi indexy, pro které plati Jry = Jyz atd.
se nazyvaji deviaénimi momenty a souvisi s momenty odstiedivych sil, které pusobi na okamzitou osu
rotace télesa. Souradnou soustavu spjatou s télesem lze zvolit tak, aby deviaéni momenty byly rovny nule.
Soutadné osy takové soustavy splynou pak s vyznaénymi osami symetrie zkoumaného télesa a budeme
je nazyvat hlavnimi osami setrva¢nosti. Zname-li momenty setrvacnosti vzhledem k hlavnim osdm
setrvacnosti, muzeme snadno vypoc¢itat moment setrva¢nosti vuci libovolné ose prochazejici pocatkem
soustavy souradné.
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Obrazek 46: K vypoctu momentu setrva¢nosti.

Bude platit

J = Vidow + Vi Jyy + V2. (4.122)
kde v; jsou slozky jednotkového vektoru ve sméru osy.
Piiklad: Mame ur¢it moment setrvac¢nosti vzhledem k télesové thlopiicce homogenniho kvadru, zndme-li

hlavni momenty setrvacnosti Jyz, Jyy, J-» (obr. 46)
Soutadnice jednotkového vektoru ve sméru télesové thlopiicky jsou ziejmé

a

Va2 + b2 + 2

b
o 4123
YVa? 0?2 + 2 ( )
c

Va2 4+ b% + ¢?

Vyraz (4.122) pak davé pro vysledny moment setrvacnosti

Vyp =

vV, =

aJyy +bJyy +cJ.

J=

(4.124)



Kapitola 5

Mechanika kontinua

5.1. Zakladni pojmy mechaniky kontinua

Pro vysetfovani pohybu plynu, kapalin a pro vySetfovani mechanickych déju, pfi nichz se méni vzijemna
vzdélenost jednotlivych bodu pevné latky zavadime piedstavu spojitého prostiedi - kontinua. Struktura
pevnych latek neodpovida predstavé spojitého prostredi, presto lze makroskopicky popis pohybu kapalin
a plynt, stejné jako deformacéni chovani pevnych latek na zdkladé této piedstavy dobfe provést. V mecha-
nice kontinua pripisujeme charakteristické veli¢iny prostredi k jednotlivym geometrickym bodum. To je
matematickd abstrakce, kterd umozni vyuzit rozpracovanou teorii funkci vice proménnych. Z fyzikdlniho
hlediska chapeme veli¢iny jako prumérné hodnoty z tak velkého okoli bodu, aby se v tomto okoli jiz
neprojevovala nespojita struktura latky.

Sily v kontinuu, napéti a deformace

Sily v kontinuu lze podle jejich ptsobeni rozdélit na objemové a plosné. Objemové sily pusobi
soucasné na vsechny Cdstice (elementy) kontinua. Typickou objemovou silou je sila tthovd. Plosné sily
pusobi na povrch vySetfované ¢dsti kontinua a maji za nésledek obecné deformaci kontinua. P#i deformaci
kontinua dojde tedy ke zméné rovnovazné polohy ¢astic, coz ma za néasledek vznik sil mezi ¢asticemi, které
se snaz{ kontinuum vratit do puvodniho stavu. Deformace kontinua dosdhne kone¢ného stavu, kdyz sily
mezi ¢asticemi jsou schopny odoldvat vnéjsimu pusobeni. Deformované kontinuum se dostava do stavu
napjatosti. Charakterizujeme jej veli¢inou, kterd se nazyva napéti. Pojem napéti 1ze pochopit na zakladé
mysleného pokusu: vydélime v dokonale pruzném kontinuu malou oblast ohrani¢enou kulovou plochou.
Budeme-li nyni kontinuum napinat tahovou silou (pusobici v jednom sméru), pretvoii se koule obecné
v trojosy elipsoid. Kdybychom tento elipsoid vymali z kontinua, nabyl by ptivodniho tvaru. Tvar elipsoidu
bychom zachovali, pokud bychom na néj pusobili stejnymi silami, jako na néj pusobilo jeho okoli, kdyz byl
v kontinuu. Lze tak nahradit vnitini ptisobeni okoli na vySetfovanou ¢ast kontinua pusobenim vnéjsim,
které je mozno kvantitativné vyjadrit. Sily jsou rozdéleny po ploSe vysetifované ¢asti kontinua a podilem

dF
ds

ktery ma konecnou hodnotu, je vyjadieno napéti v pfislusném misté myslené plochy, kterd oddéluje
navzajem ruzné C¢asti kontinua v napjatém stavu. Z principu akce a reakce je ziejmé, ze sila, kterou
pusobi jedna ¢dst kontinua na druhou, je stejné velkd, ale opa¢né orientovana nez sila, kterou pusobi
druhd ¢ast na prvni. Obecné pusobi elementdrni sila dF v libovolném sméru vzhledem k normadle 7
ptislusného elementu plochy dS. Lze ji pak promitnout do normaly k elementu plochy dS a do te¢né
roviny k elementu plochy dS. Ziskdame tak normélovou silu dF, a tetnou silu dF, a podily

g =

(5.1)

. dF

On T; (52)
. _dF,
T=3g (5.3)

urcuji normalové napéti 7,, a tecné napéti 7. Normalové napéti ma charakter tahu nebo tlaku na
plosce dS dvou ¢ésti kontinua, které z obou stran k ploSce piiléhaji, zatimco tetné napéti zpusobuje
zménu tvaru jednotlivych elementii namahaného kontinua. Vratme se nyni k myslenému pokusu s kulovou
oblasti v kontinuu. Kdyby velikost normélového napéti byla na kulové ploSe vSude stejnd, zménil by se
pouze polomér kulové plochy, nikoli v8ak tvar. K prechodu v elipsoid je tfeba, aby normaélové napéti
v jednotlivych mistech plochy byla ruzné velikd a s tim piimo souvisi pfitomnost te¢nych napéti.

69
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Obrazek 47: Slozky tenzoru napéti.

Jednotkou napéti je pascal (Pa), tedy Nm~2. Ciselné udéva napéti silu piisobici na ploe jednot-
kového plosného obsahu.

Kolem kazdého bodu kontinua si muzeme predstavit malou oblast omezenou kulovou plochou, ktera se
premeéni v elipsoid, je-li téleso v napjatém stavu. 3 osy elipsoidu maji tu vlastnost, ze v jejich sméru jsou
sily, kterymi okoli na elipsoid ptisobi, kolmé k jeho povrchu. V téchto smérech existuji pouze normélova
napéti, zatimco v ostatnich smérech budou existovat napéti normélova i tec¢na. Tato t¥i normalova napéti
se nazyvaji hlavnimi napétimi (je zde analogie s hlavnimi momenty setrva¢nosti). Jedno z nich mé& ma-
ximalni velikost a jedno minimaln{ velikost. Hodnoty ostatnich norméalovych napéti lezi mezi nimi. Vy-
tknéme nyni v napjatém télese malou plosku, pak elementarni plosna sila dF i prislusné napéti dF /dS
budou obecné mit jinou orientaci, nez je normala 77 k této plosce. Pfedstavme si, Ze tato ploska lezi po-
stupné v rovindch soufadné soustavy xyz a provedme rozklad vektoru napéti na diléi napéti ve sméru os
soufadnic. VSechna napéti oznac¢ime znakem 7 se dvéma indexy, z nichz prvni udava smér osy souradnic,
v némz napét{ pusobf a druhy smér, k némuz je rovina, v niz napéti pusob{ kolméd (smér normaly 7 k této
roving). Situace je zndzornéna na obr. 47.

Tato napéti lze prehledné uspofadat v matici

T=|Tya Tyy Tyz (5.4)
Tz Tzy Tzz

Resme nynf otézku, zda lze pomoci téchto tidajii urcit vektor napéti nalezejici libovolné orientované
ploSce prochéazejici bodem P, vuci kterému jsme napéti 7,; (4,5 = z,y,2) urcili (bod P je pocatkem
soustavy soufadné v obr. 47). Nechf je touto ploskou sténa malého ¢tyfsténu (obr. 48), jehoz dalsi tti
stény lezi v rovinach soufadnic.

Na ¢tyfstén pusobi jednak plogné sily od okoli a jednak objemové sily imérné jeho hmotnosti. Obje-
mové sily jsou imérné souc¢inu AxAyAz, zatimco plosné sily souc¢inum AzAy, AxAz, AyAz. Budeme-li
CtyTstén zmensovat, lze objemové sily jakozto veli¢inu tfetiho fadu zanedbat oproti plosnym.

Pusobi-li nyni napjaté kontinum v plose AS na Ctyfstén silou AF,, budou v rovnovézném stavu jejl
slozky ve sméru os soufadnic stejné velké jako souCet opacné orientovanych sil, jimiz v pfislusném smeéru
pusobi obklopujici kontinuum, na ¢tyfstén v ostatnich ploskach AS,, AS,, AS,. Mame tedy

AFyp = Tpp ASy + ToyASy + 7. AS,
AFy, = TyaASy + TyyASy + 7y AS, (5.5)
AF,, = T ASy + ToyASy + 7., AS,
Plosky AS,, AS,, AS, muzeme vyjadiit pomoci plosky AS a vektoru normaly k ni
ASy = ASn,, AS, = ASn,, AS, = ASn, (5.6)

Dosadime (5.6) do (5.5) a podélenim AS dostaneme vyrazy pro napéti{ (vSimneme si opét analogie se
zapisem momentu setrvacnosti pti rotaci kolem pevného bodu

Ogn = TozNg + ToyTNy + TzzMz
Oyn = TyaNa + TyyNy + Ty:10z (5.7)

Ozn = TaxNg + TeyNy + T22Nz
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AS;

AS,

Obrazek 48: Ctyfstén k uréeni rovnovahy vnitinich sil.

Stav napjatosti kontinua je tak jednozna¢né popsan. Rovnici (5.7) lze s vyuzitim pravidla o ndsoben{
vektort matici zapsat jednoduse

Gn =T (5.8)

Matici 7 danou predpisem (5.8) nazyvdme tenzorem napéti. Z podminek rovnovihy néjaké casti
napjatého kontinua lze ukézat, ze tento tenzor je symetricky, tj. ze
Tay = Tyxs Taz = Tzxy Tyz = Tzy

Prejdéme nyni k vyjadieni deformace pti obecné napjatosti, kterd je v kazdém bodé kontinua urcena
vektorem posunuti 4. Je

=7 —7 (5.9)

kde 7 je pruvodi¢ oznacujici polohu vybraného mista v nenapjatém kontinuu a 7 pruvodi¢ téhoz mista
v kontinuu napjatém. Toto posunuti je zdvislé na soufadnicich, muze se od mista k mistu ménit (jinak
jde o pohyb celého kontinua). Postoupime-li podél osy = o element dx, zméni se posunut{ o du,. Takovou
deformaci ve sméru osy x oznacime €,, a piSeme pro ni

Oug
€ . (5.10)
Analogicky ziskdme vyrazy pro deformace ve sméru os y a z.
ou,
Eyy = Tyy
(5.10)
ou,
€22 =
0z

Zbyvé urcit deformace zptisobené smykovymi napétimi, napt e,, (obr. 49).
Obr. 49a ukazuje posunuti hranolu v dusledku tecné sily. Plati pro néj v, = u,/y = tanc, kde
index = vyznacuje, ze jde o posunuti ve sméru osy x a index y vyznacuje, ze normala k plosce, kde
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Obrazek 49: Deformace hranolu pri prostém smyku.

posunuti uvazujeme ma smér osy y. Deformace Ctverce v tyz kosoctverec lze dosahnout také posuvem
rovnobéznym s osou y (obr. 49b), pro ktery plati v,, = u,/xr = tana. Slozenim obou deformaci dojde
v8ak pouze k pootoceni hranolu jako celku o thel a. Bude-li tedy

Yyz = ~Vwy (5.11)

deformace nevznikne.

K deformaci dojde, slozime-li viak dva jednoduché smykové posuvy vy & vy (obr. 49d, e, f). Pfitom
nedojde k rotaci hranolu jako celku (ihlopticky étverce nezméni svou orientaci v prostoru). Tuto deformaci
nazyvame prostym smykem. Jedna z uhlopiicek se zkrati a druhd prodlouzi. Zména pravého thlu pii
deformaci je popsana thlem a. Pfi malych deformacich je tana ~ a, tedy agy = Yoy = Vyz @

Pomérna posunuti piislusnd smykovym posuvim v kolmych smérech lze psat

Oy
Yy =
Yy ay

(5.13)
ou,
Tyz = &EJ

Mistni zména pravého uhlu pii deformaci v roviné zy je pak vyjadiena vyrazem

1 (0uy  Ouy

0y nazyvame thlem smyku a pouzijeme pro néj oznaceni

Ozy = Egy (5.15)

(5.10) a (5.14) lze napsat souborné ve formeé

1 /0u; Ouy —
gij = 5 < Py + 62) ,j=x,1,2 (5.16)
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Polozme pocatek soustavy souradné do bodu P, ktery se pii deformaci posune o . Deformaci
nazyvame homogenni, jestlize slozky vektoru « jsou pifmo dmérné soufadnicim, napf. u, = €y Ci
Uy = QyaT = €y, . V piipadé homogenni deformace mame pro slozky vektoru posunuti dohromady

Uy = Egg® + Eqyl + €27
Uy = Eya + EyylY + Eyz2 (5.17)

Uy = ExzX + ExylY + €222
Soucinitele 1ze opét sepsat prehledné do matice

Exx Exy Exz
E=|Eyz Eyy Ey- (5.18)
Ezx E€zy Ezz

a 5.17 zapsat jako

U =er (5.19)

tedy vztah mezi vektorem posunuti @ a polohovym vektorem 7. Matice (5.19) je vyjaddienim tenzoru
malych deformaci a podle (5.14) je symetrickd, stejné jako matice tenzoru napéti. Zdiraznéme jesteé
jednou, ze celd tivaha byla provedena pouze pro malé deformace. Ty jsou tedy popsany v kazdém bodé 6
nezavislymi ¢iselnymi tudaji.

Zavislost deformace na ¢ase ziskdme derivaci tenzoru malych deformaci (5.16) dle ¢asu

6€ij . li é’ul i % . 1 é’zui n 62uj
ot 20t\0j o) 2\dtoj oo
1 (?Qui 82uj 1 ('}vi 6’1)]-
2(@&+mm)2<w*'m> (5:20)

kde jsme zaménili poradi derivovani a ¢asové derivace vektoru posunuti nahradili slozkami rychlosti.

Vyraz
1 %i 8vj
ij = 5 ((7;7 + i ) (5.21)

je rovnéz tenzorové povahy a nazyvame jej tenzorem rychlosti deformace.

Rovnice rovnovahy a pohybova rovnice kontinua

Na zékladé predchoziho vykladu lze zformulovat néasledujici zaveéry:
Rovnovéha kontinua nastane, bude-li vyslednice vSech vnéjsich sil (objemovych i plognych) pusobicich na
dané kontinuum nulové, tedy

Fy+F, =0 (5.22)

Je-li vyslednice téchto sil nenulova, bude mit element kontinua zrychleni @ a je mozno psat
F, + F, =ma (5.23)

Predstavime-li si nyni oblast v kontinuu, které bude mit objem V', bude uzaviend plochou S a hustota
kontinua bude p, muzeme rovnici (5.23) vyjddfit v integralnim tvaru

- . d?*a
plydV + {Pods = p@dV (5.24)
% S %

kde prvni ¢len na levé strané predstavuje celkovou objemovou silu (fv je intenzita, tj. objemova sila
na jednotku hmotnosti), druhy ¢len na levé strané je celkovd plosnd sila (je vyznaCena integrace pies
uzavienou plochu) a ¢len na pravé strané udava integralni soucet souc¢int hmotnosti a zrychleni vsech
elementu oblasti V.

Rovnice (5.24) je pohybovou rovnici kontinua v integralnim tvaru. Vyuziva se v mechanice tekutin.
V dalsim vykladu pojedndme oddélené o mechanice pevného kontinua (pevnych litek) a tekutého kontinua
(plynt a kapalin).
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,,,,,,,,,,,,,,,, v

Obrazek 50: Ty¢ ¢tvercového prufezu namédhand tahovou silou F.

5.2. Deformace pevnych latek a Hooketiv zakon

Ukolem nauky o deformaci pevnych latek (specidlné pruznosti-elasticité pevnych latek) je zjistit kvanti-
tativni vztah mezi deformacemi a napétimi, které v télesech budi vnéjsi sily.

Tah a tlak
Nejjednodussi je tzv. piimkova napjatost, pii které je ty¢ délky ¢ zatizena silou F' a prodlouzi se
o Al =/{ —{ (obr. 50)

Sila F' je kompenzovéna ptitomnosti tuhého zavésu a deformovand ty¢ je proto v klidu. Vsechny
Casti tyCe jsou naméhany stejnou silou a predpokladame-li, ze je ty¢ z homogenniho materialu, bude
prodlouzeni Af rovnomérné rozdéleno a mezi prodlouzenim a celkovou délkou tyc¢e bude pii konstantni
sile platit zfejma imérnost

Al~ ¢ (5.25)

Bude-li mit ty¢ vSude stejny prufez, bude vSude stejné i normélové napéti a vztah (5.2) bude mozno
vyjadrit v integralni formé

n = & 2
o S (5.26)

Souvislost mezi deformaci a napétim v télese popsal poprvé Hooke, ktery formuloval vysledek svého
pozorovani vétou:
Deformace je imérna napéti materidlu. Tato véta je znamy Hooketuv zakon, ktery plati ovsem
pro malé elastické deformace a malé napéti v télese. Poznamenejme zde, Ze elastickd (pruznd) deformace

vevs

deformace vede k trvalym tvarovym zménam. V piipadé ty¢e namahané tahem lze psat s pirihlédnutim
k (5.25)

d¢ = ktdo, (5.27)

kde k je latkovd konstanta charakterizujici deformovatelnost télesa. Integraci (5.27) ziskdme

VA On
s oo
y : (5.28)

In 7= ko, = 0 = tekon

Vidime, ze pti obecné deformaci neni deformace tmérna napéti, ale roste dle exponencialniho zakona.
U celé fady latek (kovy, keramiky) je viak konstanta k velmi mald, napi. pro ocel je 5.10712m2N~1. Ocel
pfitom odolavé trvalé deformaci do napéti asi 200 MPa (2.103 Nm~2). Exponent v (5.28) je pak mensf
nez 1073 a exponencielu lze nahradit prvnimi dvéma éleny Maclaurinova rozvoje

(koy,)?
2

ekon, =1+ ko, + +...~1+ ko, (529)
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Obrazek 51: Hranol podrobeny vsestrannému kolmému tlaku.

a mame tedy

' — 0= Al =Fklo, (5.30)
tedy linearni imeérnost mezi prodlouzenim tyce a normélovym napétim. Pomeér

AL

) i

(5.31)

udévd ciselné prodlouzeni tyce jednotkové délky a nazyvd se pomérné prodlouzeni. (5.30) pak
prejde do tvaru

e = koy (5.32)

Konstanta k se nazyva poddajnost a udava ¢iselné, o kolik se prodlouzi délkova jednotka pfi jednot-
kovém napéti. Protoze je k u vétSiny materidla spliujicich Hookeuv zdkon velmi mald, uziva se Castéji
jeji prevracené hodnoty 1/k = E, kterou nazyvame Youngtv modul neboli modul pruznosti v tahu.

Dalsim experimentdlnim poznatkem je, ze pii podélném namahéni tyce se prufez zmensuje se zatizenim
rovnéz dle Hookeova zdkona. ProdlouZeni tyce o Al = ¢ — { vede ke zkraceni strany piicného fezu
0 Aa = a — d a zavddime analogicky (5.30) pomérné piicné zkraceni

Aa a—ad

n=—=— (5.33)
a plati (analogicky (5.32))
n = kion (5.34)
kde k; je pticnd poddajnost. Dosazenim za o, z (5.32) mame rtuznd vyjadieni
n= k’l% =k Fe =ve = %5 = %Un (5.35)
m se nazyva Poissonova konstanta a v = % Poissonovo ¢islo. Poissonova konstanta udéava,

kolikrat je pomérné prodlouzeni vétsi nez pomeérné piicné zkrdceni. Tento pomér je pro ruzné materialy
ruzny a je tieba jej stanovit experimentdlné. Teoreticky lze stanovit pouze meze, v nichz Poissonova
konstanta musi lezet.

S vyuzitim (5.31) a (5.33) lze nakonec pro rozméry ¢ a a’ deformované tyce psét

z’=£(1+g)=e(1+%)
a’:a(l—n):a(l—%)

(5.36)

Vsechny dosud uvedené vztahy plati i pro namahani tlakem, zde je vSak £ < £ a a’ > a, tj. ty¢ se
pod tlakem zkracuje a jeji pficny prufez se zvétSuje. Aby veli¢iny €, n, o, podrzely kladné hodnoty i pro
piipad tlaku, redefinujeme (5.31) a (5.33)

e= -1/, n=(a —a)la (5.37)

Vysetifme jesté deformaci télesa, které je vystaveno vsestrannému kolmému tlaku (obr. 51).
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Kdyby tlak ptsobil jen v jednom sméru, napi. hrany ¢, hranol by se v tomto smeéru zkrétil a v ostatnich
prodlouzil. Protoze vSak tlak pusobi i ve smérech a, b, musime stejnou ivahu udélat i pro tyto sméry. Dle
(5.36) mdme

c:a =a(l+n) b:a =a(l+n) a:a =a(l—e¢)
W =b(1 + 1) W =b(1 — ) W =b(1 + 1) (5.38)
cd =c(l —¢) d =c(1+n) d =c(l+n)

Délka hran po deformaci bude

!
a

=a(l—e+2n)
b =b(1—¢e+2n) (5.39)
d=c(l—e+2n)
a objem po deformaci bude
V' =d'Vd =abe(l —e+2n) ~ V[1 —3(e —2n)] (5.40)

kde jsme zanedbali ¢leny druhého a vyssiho rfadu, protoze € a n jsou mald ¢isla. Pro relativni zménu
objemu vychéazi

V'—V_AV_ _ 1 2 _ 3(m —2)
% =7 = —3(e—2n)=-3 < - > Op = *WUTL (5.41)

Vidime, Ze ve shodé s Hookeovym zdkonem, je objemova deformace (pomérnd zména objemu) dmérnd
napéti o,. Vyraz
AV 1

S 5.42

gl Vo (5.42)

je definovan podilem relativniho ubytku objemu a tlaku, ktery tento tubytek zpusobuje, a nazyva se

objemova stlacitelnost. Jeji prevracend hodnota je pak novy modul pruznosti (analogicky zavedeni E
z rovnice (5.41), ktery se nazyvd objemovy modul pruznosti K. Z (5.41) plati

1 mE E
K= =3m— " 30— (5.43)

kde jsme polozili m = % Modul objemové pruznosti musi byt vzdy kladny (jinak by se objem
stlacovanim zvétsoval), a proto ze (5.43) vyplyvé, ze Poissonovo ¢&islo musi lezet v intervalu

1
O<wv< 3 (5.44)
Krajni hodnota v = % dava v = 0, tj. AV = 0, tedy téleso se chova jako nestlacitelné. Predpoklad
nestlacitelnosti se casto uziva v mechanice kapalin, ackoli kapaliny jsou vice stlacitelné nez pevné latky.

Pruznost ve smyku

Deformace prostym smykem byla jiz popsdna (obr. 49a a text). Zde piekreslime situaci pro hranol
o rozmérech a, b, ¢ a zopakujeme zdkladni vztahy. Teénd sila pusobi v roviné horni stény hranolu a zptsobi
posunuti hornf stény o u (obr. 52)

Prumérné posunuti bude

u

=5 (5.45)

a ma vyznam thlu v v obloukové miie, nebotf tany ~ v = % pro malé deformace. v se také nazyva
thel smyku nebo téz smykova deformace. Tetné napéti pusobi v ploSe velikosti S = ac a plati pro
neéj
B R
S ac

Pii smykové deformaci plati opét Hooketuv zékon, tedy rovnice (5.45) a (5.46) jsou svizany vyrazem

T

(5.46)

~v=kr nebo 7=Gy (5.47)
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Obrazek 52: Deformace hranolu prostym smykem

Material | E[Nm™2] v y[m2NT | GINm™?]
(Young) | (Poisson) | (stlacitelnost) | (smyk)

Hlintk | 7,2.10'0 0,34 1,3.10°1 2,7.1010
Med | 1,2.101 0,35 7,1.10712 4,6.1010
Zelezo | 2,1.101 0,28 6,3.10" 12 7,8.10%

Tabulka 5.1

Konstanta k se nazyvéd sou¢initel posunuti, castéji se uzivd jeji prevrdcend hodnota G = 1/k, kterd
se jmenuje modul pruznosti ve smyku.

Poznamka: Modul pruznosti ve smyku se také nazyva modul torze, protoze prosty smyk se vyskytuje
pri zkrucovani tyce kruhového prurezu silovou dvojici. Mezi tthlem zkrouceni ¢ a krouticim momentem
My, délkou tyce [ a polomérem tyce r plati iméra

o~ okt (5.48)

Odtud plyne, ze tenka dlouhd vldkna se i malou silou zna¢né zkrouti. Toho se vyuziva k méfeni malych
silovych momentu (torzni vahy).

Pozndmka: Lze odvodit nésledujici vztah mezi moduly G, E, Poissonovou konstantou m a Poissonovym
¢islem v
mE E

= 2(m+1) - 2(1 +v) (5.49)

Z nerovnosti (5.44) pak pro G plyne

E E
3 < G < 5 (5.50)

Na zavér uvadime v tabulce 5.1 elastické konstanty nékterych kovovych materidla

Zobecnéni Hookeova zakona (nebude pozadovéno ke zkousce)

Ukéazali jsme, ze pfi obecné napjatosti jsou napéti ¢i deformace v kazdém bodé kontinua popsana tenzory
napéti a deformace. Linedrni teorie pruznosti vychézejici z Hookeova zakona predpoklada, ze kazda slozka
tenzoru napéti je linearni funkci vSech slozek tenzoru deformace, tedy napft.

TI(E
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Dostaneme tak 6 rovnic, které lze zapsat

Tij = ZCijklEk:b iaj? k7l =T,Y,z (552)
k,l

Koeficienty Cjji; se nazyvaji elastické koeficienty a jsou slozkami tzv. tenzoru elastickych koefici-
entu, ktery je ¢tvrtého fadu.

Tenzor napéti a tenzor deformace jsou symetrické, tedy i tenzor elastickych koeficientu je symetricky a
to vindexech i a j, k a [. Obecné je tedy 36 nezavislych elastickych koeficientti. Pokud je téleso homogenni,
tj. jeho elastické vlastnosti jsou vSude stejné, ptislusi véem bodum télesa stejné elastické koeficienty, jinak
jsou funkci souradnic.

Rovnice (5.52) je zobecnény Hookeuv zdkon, a plati i pro anizotropni krystalické latky, které na
stejné velkd napéti razného sméru reaguji ruzné. Stupen anizotropie zavisi na krystalografické soustave
(kubickd soustava ma nizsi pocet nezavislych elastickych koeficientti nez trojklonnd).

Nejjednodussi je (5.52) pro homogenni izotropni téleso, kde vysta¢ime pouze se 2 nezdvislymi elas-
tickymi koeficienty, kterymi lze volit napt.

Cozyy = N\, Coyay = 21,  zérovenl Chrppy = Corgyy + Cayasy = A + 20 (5.53)

Tyto koeficienty se nazyvaji Lamého konstanty. Zaved me nyni tzv. invariant tenzoru deformace vzta-
hem
V=cpp +Eyy +€zz (5.54)

a dale tzv. Kroneckeriiv symbol §;; , kde 6;; = 1, kdyz i = j, a §;; = 0, kdyz i # j. Zobecnény Hooketv
zékon pro izotropni latky prejde pak do tvaru

Tij = M0 + 2pei; 4, =2,y,2
Toz = MEpg + Eyy + €22) + 2UEny

(5.55)
Toy = 2UE gy
atd.
Zavedeme-li jesté tzv. invariant tenzoru napéti vztahem
0 = Tog + Tyy + T2z (5.56)
muzeme z (5.55) vyjadrit
0= (3\+2u) (5.57)

Slozky €;; tenzoru deformace jsou pomérna prodlouzeni délkovych elementu, které pred deformaci
mély smér os soufadnic. Objem hranolku Az, Ay, Az se tedy pii malé deformaci zméni

AV = Az(1 + e40)Ay(1 + £4)Az(1 + £,,)
AV = AzAyAz (14 €45 + Eyy + €22) (5.58)
AV '~ AV + AV Y

¥ mé tedy vyznam pomérné zmény objemu pii malé deformaci

!
9 = M (5.59)
AV
a nazyva se objemova dilatace.
Ptisobi-li na téleso vSestranny kolmy tlak, jsou napéti 7;,; = —p tlaky pusobici na téleso. Invariant
tenzoru napéti je tedy roven
0=—-3p (5.60)

Pozndmka: Z rovnic (5.59) a (5.60) je zfejmé nezdvislost ¥ a 6 na volbé souradného systému. Proto se
nazyvajl invarianty. Objemovou stlacitelnost zavedenou vztahem (5.42) zde dostaneme

(5.61)

AV g (3)

AV p 0 ]

a modul objemové pruznosti



5.2.. DEFORMACE PEVNYCH LATEK A HOOKEUV ZAKON 79

__0 12, (5.62)

Vztah mezi Youngovym modulem E a Lamého konstantami dostaneme rozepsdnim vztahu (5.55) pro
prosty tah, napt.

Toz = MEga + Eyy + €22) + 21eyy (5.63)
pfitom pfiéné zkracen je n = —ezy = —e,.. Pro piiéné zkriceni plati dle (5.35) n = ey, takze je
Tyy = Meyy — 20eyy) + 2ueyy = €yy (5.64)
¥ vyjaddifme ze vztahu (5.43)
E
20=1— — 5.65
3K (5.65)
a za K dosadime z (5.62)
E
20=1— —— 5.66
3N+ 2u ( )
V (5.64) méme pak
E
Tyy = )\Eyy — (1 — M) Eyy + 2/,Lgyy = E&yy (567)
odkud méame upravou
E
E=A—14+—--—+2
MR
(5.68)
o HBA+ 2
A1

Vztah mezi modulem pruznosti ve smyku a Lamého koeficienty dostaneme, rozepiseme-li vyjadieni ten-
zoru malych deformaci pro namdhdn{ hranolu prostym smykem dle obr. 49a. Pak bude du,/dz = 0 a
tedy

1 (0Ouy  Ouy 1 Ouy,
I ) = 22 5.69
Say 2<6y+&x) 2 0y (5.69)
Tento diferencidlni podil odpovidd podilu u/b v (5.45), pro ktery plati
U Toy
- == 5.70
el (5.70)
Kombinaci (5.70) a (5.69) a (5.55) dostaneme
Tay = 2G5zy = 2,U5ry (571)
tedy
G=u
Nakonec kombinaci (5.66) a (5.68) vypocitame
A
= — 5.72
Y 200+ ) (5:72)

Shrnuti: Moduly E, G, K a Poissonovo ¢&islo v lze vyjadiit pomoci dvou Lamého konstant A a u, které
postacuji k urceni elastickych vlastnosti homogenniho izotropniho télesa. (konec nepovinné ¢asti)

Plastickd deformace

Budeme-li material, napf. ty¢ na obr. 50 zatézovat stale vétsi silou a zjistovat zdvislost prodlouzeni
na napéti, ukdze se, Ze linedrni zdvislost o(¢) dand Hookeovym zdkonem plati jen pro malé deformace.
V celém rozsahu deformaci az do pfetrzeni tyce zjistime pro typicky kovovy materidl zdvislost o(e) dle
obr. 53. Napéti o, je mezni napéti, které jesté spliiuje Hookeuv zdkon a nazyva se mezi imérnosti.
Pii dalsim zatézovani do meze pruznosti o zustava ty¢ jesté pruznd, zdvislost o(e) vsak jiz nespliuje
Hookeuv zékon. Pii zatézovani nad og zjistime po odtizeni trvalou plastickou deformaci. og je tedy
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Obrazek 53: Zavislost napéti na pomérném prodlouzeni pro kovové materidly. 1- smluvni napéti vztazené
na puvodni prufez, 2- skuteéné napéti bere v potaz zmény pruiezu v prubéhu deformace.

mezn{ napét{, které jesté nevyvold trvalou plastickou deformaci. Nazyvdme ho mez pruznosti (v tech-
nické praxi se nazyvd mez kluzu). Mez pruznosti se velmi $patné méif. Zavad{ se proto misto ni tzv.
smluvni mez kluzu o2, (oznacuje se téz R,0, 2) coz je napéti, které zptisobi trvalou plastickou deformaci
e =0,002 = 0,2%.

Dalsi zatézovani vyvold jiz plastickou deformaci a vyznamné mikrostrukturni zmény v materidlu (vznik
a pohyb strukturnich defektu). Mikrostrukturni zmény maji za nésledek zpevnéni materidlu, a proto
napéti nutné k deformaci stale stoupd. Zaroven klesa prufrez tycCe, coz ma za nasledek, ze skuteéné napéti,
vztazené k aktudlnimu prufezu je vys$si nez smluvni napéti, vztazené k po¢atecnimu prurezu. Maximalni
smluvn{ napéti, kterého v prubéhu deformace doséhneme, se nazyvé mez pevnosti o, (oznacuje se téz
R,, a Casto se nazyva pevnost v tahu). Pfi tomto napéti se ty¢ v nékterém misté zaskrti a posléze
pretrhne. Proto smluvni napéti pred lomem opét klesd. Trvald deformace ty¢e po lomu se nazyva taznost
ey (oznacuje se téz A).

Podobné se kovové materialy chovaji i pti deformaci tlakem, samoziejmé, pokud nedojde k ohybu.
Mez pruznosti v tlaku je obvykle velmi blizka mezi pruznosti v tahu. Meze pevnosti v tahu a tlaku se
vSak mohou vyznamné lisit.

5.3. Mechanika tekutin

Kapaliny a plyny, souborné nazyvané tekutiny se lisi od pevnych latek tim, ze jejich ¢astice nejsou vazany
k urc¢ité rovnovazné poloze, ale mohou ménit svou vzdjemnou polohu. Tekutiny snadno méni svij tvar,
popiipadé i objem. Nemuze se v nich tedy trvale udrzet teéné napéti, protoze to uvadi ¢astice tekutin do
vzédjemného pohybu. Rovnovazny stav tekutiny se tedy vyznacuje absenci tecnych napéti. Tekutiny nemaji
ani charakteristicky tvar, ale pfizpusobuji se tvaru nadoby. Kapaliny pfitom vytvaieji volnou hladinu,
kterd je kolma k vyslednici pusobicich sil. Pfi proudéni redlnych kapalin se uplatiiuji sily vnitiniho treni
mezi jednotlivymi vrstvami proudici kapaliny (souvisi s teénymi napétimi), které zpusobuji dissipaci
mechanické energie. V fadé ptipadu vystacime vsak se zjednoduSenou predstavou idedlni tekutiny,
ktera se pohybuje bez vnitiniho tfeni.

Rozdil mezi kapalinami a plyny se projevuje v reakci na vnéjsi tlak. Kapaliny jsou velmi mélo
stlacitelné, i kdyz zpravidla o néco vice nez pevné latky. Nejsou-li tlaky ptilis velké, 1ze kapaliny povazovat
za nestlacitelné (tento predpoklad zahrnujeme do pojmu idealni kapaliny. Jakmile vnéjsi tlak na kapalinu
povoli, nabude kapalina sviij puvodni objem, kapaliny jsou tedy dokonale pruzné. Naproti tomu plyny
jsou snadno stlacitelné, ¢ili jsou to latky, u nichz lze snadno zménit tvar i objem.



5.3.. MECHANIKA TEKUTIN 81
= —

N
\x\

I N
\ ~a. A
EN
- \\ - N\ h
N\
N N\ e
N\
N\
(a) Pole vektoru rychlosti (b) Proudnice proudici kapaliny

Obrazek 54

Kinematika tekutin

Naésledujici ivahy provedeme pro idedlni tekutiny, vysledek pak lze zobecnit i na pohyby skuteénych
tekutin. Pohyb tekutiny vySetfujeme vzhledem k soustavé soutfadnic, ktera je napt. pevné spojend s po-
trubim. Vzhledem k této soustavé ma kazdd ¢éstice tekutiny rychlost v. Vektor rychlosti lze v nékterém
okamziku v kazdém misté zndzornit (obr. 54a), dostaneme tak pole vektoru rychlosti tekutiny.

Takto znazornéné vektory jsou te¢nami ke kiivkam, které nazyvame proudnice, nebo proudové
¢ary (obr. 5.54b). Neni-li proudéni ustdlené (staciondrni), méni se obraz proudnic v kazdém okamziku.
Aby obraz proudnic predstavoval drahy, po nichz se ¢astice tekutiny pohybuji, musi byt proudéni sta-
ciondrn{ (proudnice se pak s ¢asem neménf). Proudnicemi zndzoriiujeme rovnéz velikost rychlosti v riznych
mistech. Pouzivame pfitom hustotu proudnic, tj. po¢et proudnic prochézejicich jednotkovou plochou kol-
mou ke sméru proudéni. Na obr. 5.54b prochézeji ploskou A 2 proudnice a ploskou B 1 proudnice. Rychlost
tekutiny v misté A bude dvojndsobnd oproti rychlosti v misté B.

Trubicovy ttvar, jehoz pldst je tvofen proudnicemi se nazyvd proudova trubice, a vnitfek ele-
mentarni proudové trubice proudové vlakno. Oznaéime-li S néktery pfi¢ny prifez proudové trubice a
maji-li ¢astice tekutiny vSude v misté prufezu S stejnou rychlost v, protece za element ¢asu dt tekutina,
jejiz hmotnost je dana vztahem

dm = pSvdt (5.73)
Podil
dm
— =Q,, = .74
" Q pSv (5.74)

definuje hmotnostni (prii)tok, s jednotkou kgs~!. Podélime-li Q,, hustotou tekutiny p, dostaneme
objemovy (pru)tok
_ Qm
P

Qv = Sv (5.75)

Neni-li v kazdém bodé zvoleného prutezu rychlost ¥ ¢dstic stejné, zavedeme elementarni toky d@,, a
dQy elementdrnimi prufezy dS. Elementarni prufez dS znacime jako vektor, protoze muze mit vzhledem
k vektoru ¥ obecné libovolnou orientaci (obr. 55). Vektorem d.S rozumime piedpis

dsS = 7ds (5.76)

kde 7 je jednotkovy vektor normaly k plose obsahu dS.
Pro element hmotnostniho toku dostaneme pak

d@,, = pﬁdg = pvdS cos « (5.77)

kde « je tihel mezi v a ds. Celkovy hmotnostni tok libovolnou plochou dostaneme pak integraci

Qm = ﬂde = Hpﬂ- as (5.78)
S S
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Obrazek 55: Tok tekutiny elementarni plochou ds.

Zabyvejme se nyni hmotnostnim tokem uzavienou plochou S, kterda omezuje objem tekutiny V' o hmot-

e [ o
\%

U uzaviené plochy orientujeme vektory normaél piislusné elementium plochy dS smérem kolmo ven.
Hmotnostni tok uzavienou plochou smérem ven se pak musi rovnat dbytku tekutiny v objemu V za

jednotku ¢asu, tedy —%. Mame pak
- dm op
dQ., = v-dS =——=— —dV 5.80
# @ # P dt JJJ ot (5.80)
s5(v) s5(v) 1%

kde jsme vyuzili zaménitelnost integrace dle prostorovych souradnic a ¢asové derivace.
Vztah (5.80) se nazyva rovnice kontinuity, pro koneénou ¢dst prostoru ¥V omezenou plochou S.
(5.80) lze upravit pomoci Gaussovy véty vektorové analyzy.

ﬁ p7-dS = ijdiv(pﬁ)dV (5.81)
|4

5(V)

kde divpt = % + 65# + %. Rovnaji-li se integraly v (5.81) a (5.80), musi se rovnat i integrandy
a mame kone¢né
dp
divpt = —— 5.82
p e (5.82)
To je rovnice kontinuity vyjadiena diferencidlné pro jednotlivd mista vyplnénd proudici tekutinou.

Je-li proudéni ustélené (tj. p # p(t)) a kapalina nestlac¢itelnd, (tj. p = konst., p # p(z,y, 2)), zjednodusi
se rovnice kontinuity na
pdivd =0 = divi' =0 (5.83)

Vy¢lenme nyni z proudici tekutiny proudovou trubici a protnéme ji uzavienou plochou S (obr. 56).
Pak do prostoru ohrani¢eného S vstupuji ¢astice tekutiny plochou S7 a vystupuji plochou S;. Bude tedy

# pv-dS = sz7~d§+ﬂpz7.d§= —ffpﬁ-dg" +ﬂpz7.d§
S1 So S1 S

S(V)
=—Qmy + Qmy, = 0= Qp, = Qm, = konst. (5.84)

kde vektor dS’ je opacné orientovan nez vektor ds.
Za, ustéleného proudéni je hmotnostni tok tekutiny libovolnym prufezem proudové trubice konstantni.
Jsou-li rychlost ¥ a hustota p v celém prufezu konstantni, lze rovnici kontinuity psat v jednoduchém tvaru

Qm = pSv = konst. (5.85)

a u nestlacitelné kapaliny je navic
Qv = Sv = konst. (5.86)

Hydrostatika a aerostatika
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Obrazek 56: K rovnici kontinuity.

Obrazek 57: Tlak v kapaliné zpusobeny vlastni tihou.

Budeme nejdiive studovat chovani tekutiny, které je v relativnim klidu, napf. vuéi nadobé. Silové
pusobeni v tekutiné lze pak charakterizovat tlakem. Tlak, kterym na sebe dvé ¢éasti kapaliny ptisobi na
plose styku téchto dvou ¢ésti se nazyva hydrostaticky, resp. u plynu aerostaticky. Jeho zdrojem muze
byt tize, setrvaéné sily ¢i vnéjsi sily pusobici na kapalinu napt. prostiednictvim pistu. Tento tlak podléhd
Pascalovu zakonu:

Pisobi-li na tekutinu vnéjsi tlak pouze v jednom sméru, pak uvniti tekutiny ptsobi
v kazdém misté stejné velky tlak a to ve vSech smérech.

Tento zdkon souvisi s nepfitomnosti teénych napéti v tekutiné za stavu rovnovahy. Znamena to, ze
pokud vydélime v tekutiné kulovou plochu a poté vystavime tekutinu silovému pusobeni, nevznikne z ku-
lové plochy elipsoid bud viibec anebo se rychle vrat{ do piivodniho tvaru (se zménénym polomérem
v piipadé stlacitelnosti). To ale znamend pfitomnost normélovych napéti, které maji vsude stejnou ve-
likost. Uvazujme nyni homogenni kapalinu v nddobé, kde hladina dosahuje vySe h a vypocitejme tlak,
kterym kapalina pusobi na dno nddoby v dusledku své tize (obr. 57).

Vydélme v kapaliné hranol o vySce h a podstavé S. Na dno nadoby pusobi tlakova sila rovna tize
kapaliny hranolu. Tato sila je

F = pghS (5.87)

a tlak bude tedy

F
3 .
P 5 pgh (5.88)

Hydrostaticky tlak je tedy timérny hustoté kapaliny a roste linearné s hloubkou pod povrchem kapaliny.
Nezavisi na prufezu svislého sloupce kapaliny ani na prufezu nadoby ¢i mnozstvi kapaliny v nadobeé.
V kazdé nadobé libovolného tvaru lze vytknout svisly sloupec kapaliny alespoii elementarniho prufezu.
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Obrazek 58: K objasnéni Archimédova zakona.

Kapalina obklopujici tento sloupec by mohla jeho tihu ovlivnit jen te¢nymi napétimi, ktera tam vsSak
za, podminek rovnovahy nemohou existovat. Proto je tlak ve vSech bodech kapaliny v téze vodorovné
roviné stejny. Tento vysledek se nazyvéa hydrostatické paradoxon. Vyuziva se v celé fadé technickych
aplikac{, napf. u hydraulickych lisu (pfenechdvdme posluchaci k rozmyslent).

Vysledky (5.87) a (5.88) se zfejmé nezmeéni, pokud v obr. (57) nahradime dno nadoby dalsi vrstvou
kapaliny. Stejné tak, uvazime-li, ze nddoba s kapalinou je vystavena pusobeni atmosférického tlaku s hod-
notou p4 u hladiny, bude vysledny tlak na dno nadoby dén souc¢tem atmosférického a hydrostatického
tlaku

P =pa+ pgh (5.89)

Poznamka: V plynech vznika rovnéz aerostaticky tlak, ktery je vSak pii béznych rozmérech nadob za-
nedbatelny proti vlastnimu tlaku plynu. Projevi se znatelné jen v ovzdusi, které obklopuje Zemi, ¢i jind
kosmicka télesa do znacné vysky.

Dulezitym dusledkem hydrostatického tlaku zpusobeného vlastni tihou kapaliny je Archimeduv
zakon.

Téleso je v tekutiné nadlehéovano silou, ktera se rovna tize tekutiny téhoz objemu, jako
je objem télesa (resp. jeho dilu) obklopeného tekutinou.

Uvazujeme hranol ponotfeny do tekutiny dle obr. 58. Vodorovné slozky hydrostatickych tlaku se
navzajem vyrovnavaji.

Na horni podstavec hranolu pusobi nazna¢enym smérem sila dana

Fy, = pAzAz (5.90)
Na spodni podstavu pusobi sila opa¢ného sméru dana
Fy = (p+ Ap)AzAz = pAxAz + pgAyAzAz = Fy + pgV (5.91)
Vyslednice obou sil mif{ vzhuru (nadlehcuje téleso) a je rovna vztlakové sile
F,. =F— F = pgV (5.92)

coz je ttha kapaliny zaujimajici objem hranolu. Zopakujme jesté, ze jednotkou tlaku je 1 pascal (Pa)
rozméru Nm ™ 2. Lze se setkat s dalsimi (nepovolenymi) jednotkami: 1 bar = 10° Pa, 1 technickd, atmosféra =
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Obrazek 59: Torricelliho pokus se rtuti.

0,9807.10° Pa = 1kilopond (kp)em ™2, 1torr = 133, 3 Pa.

Atmosféricky tlak
Ttihou ovzdusi vznikd u povrchu Zemé (¢i jiného kosmického télesa) aerostaticky tlak, ktery nazyvame
atmosférickym nebo barometrickym tlakem. Lze jej demonstrovat zndmym Torricelliho pokusem (obr. 59)

Atmosféricky tlak se ponékud méni se stavem ovzdusi a s nadmotskou vyskou. Jako normaélni at-
mosféricky tlak definujeme p,, = 1,01325.10% Pa = 1013, 25 hPa (hektopascal) = 760 torr = 1, 01325 bar =
1,0332kpem 2. PFi malych vyskovych rozdilech lze pokles atmosférického tlaku vypoéitat podobné jako
u kapalin za piedpokladu konstantni hustoty. Pii vyssich vyskovych rozdilech je tieba jiz vzit v potaz
pokles hustoty vzduchu s vyskou, ktery lze pfiblizné (za predpokladu stélé teploty) vyjadrit dle Boyle -
Mariotteova zdkona pro izotermicky déj p = (po/po)p, kde po a po jsou hustota a tlak vzduchu u zemského
povrchu. Ubytek tlaku dp s prirustkem vysky dy je tedy

Po
dp = —pgdy = — () pgdy
po (5.93)
dp __po
— = ——ygdy
p bo
Integrujeme-li v mezich py a p pro tlak a yy a y pro vysku od zemského povrchu,
P & y
P Po .
AR
o %o (5.94)
p Lo Po
In— =—g(y —yo) = ——gAh
Po Do Po
a tedy
PogAh
D = ppe o (5.95)

Tlak tedy klesd s vyskou dle exponencidlniho zdkona. Vztah (5.95) se nazyva barometrickd rovnice.
Pozndmka: Pti zméné vysky dochéazi vétsinou i k vyraznym zménam teploty. Do barometrické rovnice je
pak tieba jesté zapocitat teplotni roztaznost plynu.

Hydrodynamika (aerodynamika) idedlni tekutiny

Ukolem hydrodynamiky (resp. aerodynamiky) je nalézt vztahy mezi veli¢inami, které zpusobuji zmény
pohybového stavu tekutiny a veli¢cinami popisujicimi pohyb tekutiny. Tento vztah udava pohybova rov-
nice tekutiny, kterou jsme pro obecné kontinuum uvedli v (5.24) v integralnim tvaru. Tuto rovnici lze
prepsat i do diferencidlniho tvaru, ktery se nazyvéd Eulerova hydrodynamicka rovnice. Pfi feSeni
praktickych tloh vsak vychazime castéji z energetické bilance proudici tekutiny. Zména kinetické energie
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Obrazek 60: Proudéni kapaliny trubici

sledovaného mnozstvi tekutiny je rovna praci sil, které tuto zménu vyvolaly. Tento zavér vyuzijeme nyni
pro sestaveni zédkladni rovnice proudéni idedlni kapaliny. Na zédvér se zminime o zobecnéni tohoto postupu
na proudéni idedlntho plynu.

Bernoulliho rovnice

Mgjme trubici, kterd se svazuje a zuzuje ve sméru toku (obr. 60) a uvazujme Cdst kapaliny mezi
prufezy S1 a Ss.

Podle rovnice kontinuity tece kapalina v uzsi ¢asti trubice rychleji nez v Sirsi. Mezi prufezy S; a S
pusobi tedy na kapalinu néjaka sila, kterd muze vzniknout tim, ze v mistech S; a S5 jsou ruzné tlaky.
Zrychlujici sila bude mit smér toku, pokud v misté, kde je prufez &irsi a kapalina te¢e pomaleji, bude
vyssi tlak nez v uzsim misté. K vnéjsim sildm, které pusobi na ¢ast kapaliny mezi prutezy S; a So, patii
jednak tiha, jednak tlakové sily p|S; a p)Ss (¢drkou vyznacujeme skutecnost, ze se jednd o tlak v proudici
kapaling). Tlaky kolmé k pldsti trubice se navzdjem rusi. V dobé dt se zvolend ¢ast kapaliny (oblast I)
posune nahofe o ds; a dole o dss, takze bude mezi prutezy S] a S5 (oblast II). Proudéni povazujeme
za ustdlené. Prace vykonana tihovou silou bude takova, jako kdyby kapalina ptesla z prostoru mezi S;
a S} do prostoru mezi Sy a S5. Tato prace bude rovna dbytku potencidlni energie mezi obéma misty
a pro zvolenou hmotnost kapaliny dm rovna dmg(h; — he). Prace vykonand tlakovymi silami bude dle
obr. 60 p}Sids; — phSadss. Celkovd prace vngjsich sil bude rovna piirustku kinetické energie kapaliny
v prostorech mezi prutezy Sy, S] a S2, S%, kde kapalina m4 rychlosti v a vy

1
2

Pro nestlag¢itelnou kapalinu je objem elementu dm staly a roven S1ds; = Sadsy. Délime-li (5.96) timto
objemem, dostaneme

1
dmov3 — §dmvf = dmg(h1 — hy) + p} S1ds1 — p5Sadss (5.96)

1 1
ipvg + pghs + ph = ipvf + pghy + p} = konst. (5.97)

kde jsme na kazdou stranu pievedli ¢leny odpovidajici jednomu prufezu. Rovnice (5.97) vyjadiuje
zakon zachovani mechanické energie pro idealni kapaliny a nazyva se Bernoulliho rovnici. Je vztazena
k jednotkovému objemu kapaliny.

Vysetfme nyni proudéni idedlni kapaliny vodorovnou trubici proménného prufezu, kterd se ve sméru
toku zuzuje (obr. 61).

Podle rovnice kontinuity je vo > vy a dle (5.97) plyne pro rozdil tlaka

1 1
Ph =Py = 5pvs — 5pvi (5.98)
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Obrazek 61: Tok kapaliny vodorovnou trubici, kterd se zuzuje.

Vidime, ze ubytek tlaku v proudici kapaliné je roven piirustku pohybové energie kapaliny jednotkového
objemu. Pokles tlaku pii zvyseni rychlosti kapaliny byva nékdy oznacovan jako hydrodynamické pa-
radoxon. Bernoulliho rovnici 1ze pouZzit i na jeden a tyz prufez. Je-li kapalina v klidu, m& ve zvoleném
prifezu tlak p a élen 2pv? je nulovy. D4-li se do pohybu rychlosti v, bude dle (5.97) platit

1
’=p—§m€=p—p” (5.99)

Tlak v kapaliné klesne o hotnotu p”, kterou nazyvdme hydrodynamicky tlak.
Poznamka: u ideadlniho plynu se odvozeni Bernoulliho rovnice komplikuje faktem, ze ¢ast prace vnéjsich
sil se spotiebuje na stlaceni plynu. Prirustek kinetické energie je pak nizsi nez u kapalin.

Bernoulliho rovnice nachdzi mnozstvi aplikaci v technice (napt. vodomeéry, vodni vyvévy, ¢ konstrukce
kiidel letadel). Viz obr. 62, 63 a 64.

Obrazek 62: Venturiav vodomér. Prutok kapaliny se urci z rozdilu hy; — hg.

Proudéni redlné kapaliny

Proudéni idedlni kapaliny potrubim je charakterizovdno stejnou rychlosti proudéni ve vSsech mistech
prurezu (obr. 5.65a). Naproti tomu se vrstvy redlné kapaliny pohybuj{ proménnou rychlost{, kterd je
nejvyssi uprostied trubky a smérem ke sténé klesé az k nule (obr. 5.65b).

Zmeéna rychlosti ve sméru kolmém na smér rychlosti zpusobuje nizsi tieni, které jsme u idedlnich
kapalin neuvazovali. Vnitin{ tfeni ma za nésledek vznik teénych napéti. Vztah mezi tecnym napétim 7 a
zménou rychlosti proudéni ve sméru kolmém ke sméru proudéni y popsal Newton rovnici

T = nd—y (5.100)

kde konstanta imeérnosti se nazyva dynamicka viskozita. Kapaliny spliiujici vztah (5.100) nazyvame
newtonovskymi.
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¢erpaci prostor

— =
. ! U
1 %
— =

Obrazek 64: Obtékani kiidla vzduchem pii letu letadla. Podél horni strany kiidla je rychlost proudéni
vyrazné vyssi nez podél spodni strany. Vznikd tam proto dle Bernoulliho rovnice podtlak. Vyslednd sila
F pusobici na kiidla je déna vektorovym souctem dynamické vztlakové sily Fia odporové sily Fy.

Jednotkou dynamické viskozity je Pa.s. n zavisi velmi vyrazné na teploté dle empirického vztahu

Slw

n = Ae (5.101)
kde A, B jsou konstanty. Misto dynamické viskozity se nékdy uziva i tzv. kinematicka viskozita,
ktera je definovana jako

U
v=- 5.102
P (5.102)

Jejf jednotkou je m?s~!.

Pozndmka: Newtonuv vztah plati pro vétsinu kapalin. Nespliuji jej kapaliny, které obsahuji vétsi shluky
molekul (koloidni vztahy, emulze, suspenze apod.). Takové kapaliny nazyvame nenewtonovské. Typickym
piikladem je skrobovy maz.

A
A B A B /

(a) idedlni kapalina (b) realna kapalina

Obrazek 65: Rychlostni profil proudéni kapaliny potrubim.
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Obrazek 66: Vznik vira v proudici redlné kapaliné. Spodni ¢ast elementu se pohybuje rychleji nez horni
a ma proto snahu otacet se kolem osy kolmé k nékresné, jak naznaceno.

Zmeénu rychlosti proudéni v newtonovské kapaliné lze matematicky charakterizovat pomoci cirkulace
vektoru rychlosti. Vlozime do proudici kapaliny uzavienou kiivku ABC D, jak je znézornéno na obr. 65
a) i b). Cirkulaci vektoru rychlosti ¥ rozumime kiivkovy integrdl po uzaviené kiivce ABCD

B D A
jﬁﬁ-df:[ ﬁ-dﬂfﬁ-dﬂf 6~dF+J 7 d (5.103)
A B C D

kde dr je element posunuti. Pro tseky BC' a DA jsou vektory v a dr navzajem kolmé, tedy piislusné
integraly jsou nulové. Pro idedlni kapalinu je nulovy i soucet zbylych dvou integrali, protoze rychlost
proudéni je vsude stejna. Tedy pro idealni kapalinu plati

ffﬁ-df: 0 (5.104)
Pro realnou kapalinu je soucet zbylych dvou integralu v (5.103) nenulovy a plat{ tedy
@T-df;é 0 (5.105)

Je-li cirkulace vektoru rychlosti nenulové, vytvareji se v proudici kapaliné viry. Vznik viru je dusledkem
piftomnosti silovych dvojic v proudici redlné kapaliné (obr. 66).

Podle intenzity vytvafeni viru lze proudéni rozdélit na lamindrni, prechodové a turbulentni.

Pti lamindrnim proudéni se diky malé rychlosti a pfitomnosti vnitiniho tfeni viry znatelné nerozvinou
a kapalina se nepromichava. Profil proudéni je parabolicky, jak naznaceno na obr. 66.

Laminarni proudéni se muze udrzet pouze do jisté stfedni rychlosti proudéni. Pii zvySeni rychlosti
proudéni nad tuto mez dochéazi ke vzniku prechodového a posléze turbulentniho proudéni. Turbulentni
proudéni se vyznacuje znatelnymi viry a dochézi k promichdvani kapaliny. Rychlost ¢astic kapaliny se
nepravidelné meéni a rychlostni profil neni parabolicky (obr. 67)

sz

Obrazek 67: Rychlostni profil pro turbulentni proudéni. Zmény rychlosti podél pti¢ného fezu potrubim
nejsou tak vyrazné, jako pro laminarni proudéni.




90 KAPITOLA 5. MECHANIKA KONTINUA

Laminarni proudéni potrubim
Rozebereme proudéni kapaliny potrubim o poloméru r a délce Al (obr. 68)

Obrazek 68: K rozboru laminarniho proudéni potrubim.

Proudéni uvazujeme ve sméru osy x a jeho rychlost se méni v pfiéném pruiezu od nuly pfi sténé potrubi
do maximélni hodnoty uprostied. Na kapalinu pusobi tlakové sily a sily vnitiniho tfeni. Uvazujme element
kapaliny ve tvaru valce o poloméru y a délce Al. Vysledna tlakové sila na tento védlec pusobi ve sméru
proudén{ a je rovna (po délce potrubi dochdzi k poklesu tlaku v dusledku vnitiniho tfeni)

F, = my?(p) — ph) = 7y Ap/ (5.106)

Proti tlakové sile pusobi sila vnitiniho tieni, jejiz velikost je ddna souc¢inem te¢ného napéti a povrchu
stény valcového elementu

F, = 2nyAlr (5.107)

Pfi ustdleném laminarnim proudéni se obé sily vyrovnaji
12 Ap' = F, = 2nyAlr (5.108)

Za 7 dosadime z Newtonova zdkona (5.100) s uvdzenim faktu, ze v nasem piipadé rychlost v s rostouci

hodnotou y klesa, tedy 7 = —ng—z. Dostaneme postupné

d
Tyt Ap = —27ryAl77d—Z

Ap'
dv = _2Alnydy (5.109)

Ap o,
v _74Alny +C

Velikost integraéni konstanty uréime z podminky, ze rychlost je nulovéd u stény potrubi (y = r)

Ap'
= 5.110
ANy (5.110)
Dostavame pak kvadratickou zavislost rychlosti na y - soufadnici
Ap' oo

tedy rychlostni profil je parabolicky. Objemovy prutok ¢ potrubim vypocitame integraci prutoku
elementarnimi plochami dS ve tvaru mezikruzi o poloméru y a tloustce dy, kolmych na smér proudéni.
Plati
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Ap" 2
- — — A1
dQ = vdS 1Al ( y?) 2mydy (5.112)
Vysledny objemovy prutok ziskdame integraci
( Ay, o orAp [r2y? w41l wAY
= | — — 2mydy = - = =—— A1
=] 1am (r® = y7) 2mydy Al |2 4, sAlp (5.113)
0

Vztah (5.113) je nazyvin Hagen-Poiseuillovym zdkonem a plati pouze pro lamindrni proudéni
kapaliny. Pomoci objemového prutoku se zavadi tzv. stfedni rychlost proudéni, coz je rychlost, jakou by
musela kapalina proudit v celém potrubi prumeéru d, aby se dosdhlo stejného prutoku jako v (5.113)

4Q

7= 2=
wd?

(5.114)

Bezrozmérna kritéria toku

K popisu turbulentniho proudéni je tfeba uzit empirické vztahy, které byly ziskany zobecnénim velkého
poc¢tu méreni. Hydromechanické déje se ¢asto studuji na zmenSenych modelech redlnych zafizeni. Aby
bylo mozno takto ziskané vysledky pfenést na original, musi model a origindl spliiovat kritéria geometrické
a hydromechanické podrobnosti. K dosazeni hydromechanické podobnosti navrhl Reynolds kritérium cha-
rakterizované bezrozmérnym parametrem - tzv. Reynoldsovym ¢&islem. Dalsim dulezitym bezrozmérnym
parametrem je soucinitel vnitiniho tfeni. Oba parametry obsahuji snadno méfitelné veli¢iny charakte-
rizujici proudéni: sttedni rychlost ¥ (5.114), dynamickd viskozita n a pokles tlaku zpusobeny vnitinim
tfenfm vztazeny na jednotku délky potrubi Ap’/Al.

Reynoldsovo ¢islo je definovéano jako veli¢ina imérna poméru stfedni hodnoty kinetické energie ob-
jemové jednotky kapaliny a prace potiebné na premahani vnitiniho tfeni ve stejném objemu, které je
rovno piimo te¢nému napéti. Dosadime-li za j—: prumérnou hodnotu zmény rychlosti od stény potrubi ke

stiedu o/r = 27?, bude dotyény pomér

1, -2 -

5PV 1 pod

o = 1 (5.115)

Uk n

Reynoldsovo ¢islo se pak definuje bez ¢iselného soucinitele jako
vd
Re = ¢ (5.116)

n

Je ziejmé, ze se vzrustajici stfedni rychlosti proudéni hodnota Reynoldsova ¢isla stoupa. Je-li tedy
rychlost proudéni mald, prevladne vliv vnitiniho tfeni, viry se podstatné nerozvinou. Hodnota Re bude
mald. Se vzrustajici rychlosti poroste intenzita tvorby vira a lamindrni proudéni se zméni v turbulentni.
Dojde k tomu pfi urcité kritické hodnoté Rey,, kterd se pro dany systém urcuje experimentélné (typickd
hodnota Rey, ~ 1000). Re > Rey, indikuje turbulentni proudéni. Nakonec hodnoty Re — oo indikuji
potencidlové (nevirové) proudéni kapaliny bez vnitiniho tfeni.

Soucinitel vnitiniho tfeni A se pouziva k vyjadreni ztraty mechanické energie pii proudéni kapaliny
primym potrubim a je definovan vztahem

Ap’ Ap’
a4 _27d (5.117)
Ek pl}2

kde E;, = % pv? je stiedni kineticks energie objemové jednotky kapaliny. Pouzitim Hagen-Poiseuillova

zdkona lze najit nédsledujici vztah mezi A a Re (odvozeni prenechdvédme posluchaci)

64
A\ =

= = (5.118)

Shrnuti: Charakterizace jednotlivych typu proudéni bezrozmérnymi parametry

Proudéni idealni kapaliny | A =0 | Re — o

Turbulentni proudéni A malé | Re > Rey,

Laminarni proudéni A velké | Re < Rey,
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Stokesuv zakon

Pohybuje-li se téleso v tekutine, klade tekutina jeho pohybu odpor, ktery
je pri pomalé rychlosti umérny jeji velikosti. Pro kouli poloméru r pohy-
bujici se pomalu rychlosti v v neohraniceném prostiedi tekutiny, ktera kouli
laminarné obtéka, odvodil Stokes odporovou silu

F = 6mnro (5.119)

Pri volném padu koule ve viskozni kapaliné bude jeji rychlost vzrustat
az do chvile, nez odporova sila (5.119) vyrovna silu tthovou. Koule dosahne
mezni rychlosti v,,, pro kterou bude ziejmé platit

V(s —p)g = 6mnru, (5.120)

kde V' je objem koule, s jeji hustota a p hustota kapaliny. Dosazenim za
objem koule dostaneme
_2gr°(s—p)
= §T
Mezni rychlost klesa s druhou mocninou poloméru koule. Prikladem je

(5.121)

Um

velmi malda rychlost sedimentace drobnych céstecek v suspenzich. Volného
padu kulicek znamého poloméru a hustoty lze rovnéz vyuzit k méreni dy-
namické viskozity.

Poznamka: Vysettit velikost odporovych sil pusobicich na téleso libovolného
tvaru pri ruznych rychlostech pohybu vuéi tekutému prostredi je ovSem
velmi slozity ukol, ktery je tfeba casto Tesit experimentalné.



Kapitola 6

Vinéni

Pojem vInéni je kazdému dobfe znam z bézného zivota. Jde o sifeni rozru-
chu, ktery vznikne, uvedeme-li napt. element kontinua do kmitavého po-
hybu. Prostrednictvim elastickych vazeb mezi elementy kontinua se pak
kmitavy pohyb a jeho energie §ifi prostorem (pohyb elementu kontinua
vSak zustava omezen na pohyb kolem rovnovazné polohy). Vytvari se tak
postupné vinéni. Vinéni muzeme rozdélit na mechanické, jehoz typickym
prikladem je zvuk, a elektromagnetické, které vznika pfti zrychleném po-
hybu nabitych ¢astic nebo pti zménach elektronové struktury latek. Rozdil
mezi obéma druhy vinéni spoc¢iva v tom, ze Siteni mechanického vlnéni
je vazano na hmotné prostredi, zatimco elektromagnetické vinéni se muze
sitit hmotnym prostiredim i vakuem.

V tomto vykladu se budeme zabyvat pouze mechanickym vinénim, i
kdyz matematicky popis je obdobny i pro elektromagnetické vlnéni, jez
bude predmétem elektfiny, magnetismu a optiky.

6.1. Zakladni pojmy vilnéni

Mechanické vlnéni Sifici se trojrozmérnym kontinuem muzeme rozdélit
podle vztahu sméru, ve kterém kmitaji castice kontinua, a sméru, ve kterém
se rozruch §ifi, na pfic¢né (transverzalni) a podélné (longitudinalni).
Vznik ptitného vinéni lze demonstrovat na pokusu s lanem (obr. 69 a),
kde je nositelem prenosu elastickda deformace lana. Element lana P kon&
pohyb ve sméru kolmém na Siteni viny, ale ve sméru totozném se Sitenim
viny se nepfemistuje. U podélného vInéni konaji ¢astice kontinua kmitavy
pohyb ve sméru $ffeni, aniz by se pfitom premistovaly. Sifeni podélného
vinéni Ize demonstrovat na pokusu s pruzinou, kde se siii oblast lokalniho
stlaceni a prodlouzeni (obr. 69 b).
Pozndmka: Sifen{ piicného vinéni je omezeno na pevné latky, protoze vyzaduje
pritomnost tecnych napéti. Ta se v kapalinach a plynech nemohou tr-
vale udrzet, proto se v nich pficné vinéni rychle utlumi. Podélné vinéni
je podminéno pritomnosti normalovych napéti a muze se Sifit vSemi druhy

93
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e —_—
(a) pticné vinéni sitici se la- (b) podélné  vInéni

nem vV pruziné

Obrazek 69: K oznacuje kompresni oblast, R relaxa¢ni oblast.

prostiedi.

Pokud zdroj vInéni (kmitajici ¢astice kontinua) kond harmonicky po-
hyb, oznac¢ime vzniklé vinéni jako harmonické vlnéni. Frekvence har-
monického kmitu bude i frekvenci harmonického vinéni. V dalsim vykladu
se budeme zabyvat pouze harmonickym vIinénim. Rychlost, s jakou se roz-
ruch s§it{ prostredim, oznacujeme jako rychlost siteni vinéni neboli fazovou
rychlost. Zavisi na druhu prostredi. Minimalni vzdalenost mezi dvéma
body, které pfi Sifeni vinéni kmitaji ve stejné fazi oznacujeme jako vinovou
délku \. Zavisi rovnéz na druhu prostiedi.

Polozme nyni pocatek souradného systému do zdroje pricného harmo-
nického vlnéni a uvazujme jednorozmeérné vinéni, sitici se ve sméru osy .
Vychylky ¢astic budou ve sméru kolmém na smér osy x a oznacime je u.
Zdroj v pocatku bude konat harmonicky pohyb, pro jehoz vychylku plati

up(t) = Asinwt (6.1)

Rozruch se bude §itit podél osy x fazovou rychlosti v, takze do néjakého
bodu P o soutadnici x dorazi za ¢as 7 = x/v. Znamenda to, ze vychylka
u(x,t) v bodé P bude stejnd jako vychylka zdroje v ¢ase t — 7 =t — z/v.
Bude tedy platit

u(z,t) = ug (t — %) = Asinw (t — f) (6.2)

v
Harmonické vinéni je tedy popsano harmonickou funkei souradnic a ¢asu.
Nazyvame ji vlnovou funkci. Vyznam velicin vystupujicich ve vlnové
funkci je ztejmy z obr. 70, ktery zachycuje harmonické vIinéni ve dvou
ruznych ¢asech t a t’ a ¢asovy prubéh vychylky bodu = = .
Vlnova funkce (6.2) popisuje postupné harmonické vinéni sitici se v kladném
smeéru osy x. VInéni sitici se v zaporném smeéru osy x bude popsano vinovou
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—A** [ T

(b)

Obréazek 70: Harmonické vinéni ve dvou riuznych casech ¢ > t a ¢asovy prubéh vychylky bodu
o soufadnici x = A.
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funkei .
u(x,t) = Asinw <t + ;) (6.3)

Vinovou funkci Ize rovnéz vyjadrit pomoci vinové délky A. Podle definice
vinové délky je v mistech x a x — A stejna vychylka

u(x — A\ t) = u(x,t)

Asinw Gﬁ”) ~ Asinw (1= %) (6.4)

(% (%

a stejna rychlost pohybu ¢astic

I
ot|, , ot (6.5)
=\ T '
chosw(t— ) = Awcosw <t——>
v v

Aby obé podminky byly splnény, musi se argumenty goniometrickych
funkei lisit o 27, tedy

w(t—x;)\)zw(t—%>+27 (6.6)

odkud dostaneme néasledujici vztahy mezi vinovou délkou, fazovou rych-
losti, periodou a frekvenci

A
Z=T XN=ul, v=\f (6.7)
v

VlInovou funkci Ize pak zapsat ve tvaru

t x
t) = Asin2n | = — — 0.8
u(z,t) sin 27 ( T A) (6.8)
Konecéné zavadime tzv. vinové ¢islo k vztahem
27
k= — 6.9
) (6.9)

S nim prejde vinova funkce do tvaru
u(x,t) = Asin(wt — kx) (6.10)

Poznamka: Jestlize u priéného vinéni lezi vychylky vsech ¢astic ve stejné ro-
viné, hovorime o linedrni nebo rovinné polarizaci. Pokud jednotlivé castice
kmitaji v ruznych smérech (mohou opisovat napt. Lissajousovy obrazce

s ur¢itym fazovym zpozdénim), hovoiime o nepolarizovaném vinéni. Specidlnim
pripadem je, kdyz vychylky u se ve vSech rovinach rovnomeérné otaceji a
¢astice pritom opisuji kruznici nebo elipsu, hovotime o kruhoveé nebo elip-
ticky polarizovaném vInéni.
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u

Obrazek 71: Podélné harmonické vinéni.

U podélného harmonického vinéni se harmonicka vychylka uskuteciuje
ve sméru Siteni. Obraz podélného vinéni lze ziskat, sklopime-li pri¢né kmi-
tajici body do sméru sifeni (obr. 71). Jednotlivé body linearni fady se pak
stifdave zhustuji a zieduji.

6.2. Vlnova rovnice

Vlnové funkce (6.8) je fesenim tzv. vinové rovnice, kterou nyni nalezneme.
Zderivujeme vlnovou funkci dvakrat dle souradnice a dvakrat dle casu.

Bude
0% 472 t T
o~ Az sinm (f - x)
) ) (6.11)
ou_ At o (T
o — S MMET A Ty

Porovnanim téchto vztahu ziskdme tzv. vlnovou rovnici pro vlnéni
Sitici se ve sméru osy x
Pu T?0%u 1% (6.12)
or?2 A2 ot?2 2 ot? '
Tento postup lze zobecnit na vinovou funkci popisujici iteni v prostoru
a dostaneme obecnou vlnovou rovnici
v Pu Pu 1P

Ox? i Oy? * 022 2ot (6.13)

Lze ukazat, ze vlnovou rovnici splnuji nejen harmonické funkce typu
(6.2), ale libovolné funkce argumentu (¢ — %) a(t + %) Plati pritom, ze
kazda funkce splnujici vinovou rovnici popisuje vinéni.



98 KAPITOLA 6. VLNENI
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Obrazek 72: Vykon pfenaseny harmonickym vinénim v napnuté struné.
6.3. Vykon prenasSeny vinénim a intenzita vinéni

Odvozeni vykonu prenaseného vinéni v linearni fadé provedeme na piikladu
vlny prochazejici napnutou strunou (obr. 72)
Element dm vlnici se struny kona linearni harmonické kmity s energii

1 1
dFE = §dmw2A2 = §pldxw2A2 (6.14)

kde p; je linedrni hustota struny a dx jeji délkovy element. Vykon ziskdame
jako energii prenesenou za jednotku ¢asu elementem struny

= i—f = %pw%‘ﬁi—j = %pwoﬂAQ (6.15)

Lze ukézat, ze vykon kazdého harmonického vinéni zavisi na veli¢inach
v,w a A stejné jako v (6.15).

Intenzitou vInéni rozumime vykon vinéni pfeneseny jednotkovou plo-

chou kolmou ke sméru siteni. Odvodime ji na piikladu podélného har-

monického vlnéni sifictho se vzduchovym sloupcem prutfezu S. Vychylka

objemového elementu ve sméru Siteni je

t T

w(z,t) = Asin2r <? - X) (6.16)

Energii elementu plynu, ktery kona harmonicky pohyb vyjadiime ob-
dobné jako v (6.14)

1 1
dF = §dmw2A2 = §deajw2A2 (6.17)
a intenzita bude
1dE 1 dr 1
[=—— = —pwA’— = —pow’ A® 6.18
Sar 2™ @ T 2™ (6.18)
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Vidime, zZe intenzita je zavisla na v,w a A stejnym zpusobem jako
v (6.15), pouze linedarni hustota je zde nahrazena objemovou hustotou.
Jednotkou intenzity vlnénif je Wm ™2

Intenzita vinéni se nékdy udava jako hladina intenzity B vztazena k re-
feren¢éni Intenzitée I

I
B =log (6.19)
0

Protoze log% = log 1 = 0, je hladina vztazné intenzity rovna 0. Hladina

intenzity zvuku B se uddva v decibelech (dB) a plati

I
B =10log — (6.20)
Iy

kde se za referencni intenzitu povazuje konvenéni prahova hodnota slysSitelnosti
dand hodnotou Iy = 10~>Wm 2 pii frekvenci 1 kHz.

6.4. Interference vln v primé radé, stojaté vinéni

Pti zmince o kruhové nebo elipticky polarizovaném vlnéni jsme popsali
viny, které vznikaji, pokud element kontinua kona slozené harmonické kmity.
Napr. pri kruhové polarizaci konéd element dva nezavislé, navzajem kolmé
harmonické kmity, jejichz slozenim (superpozici) vznikaji kmity kruhové.
Lze to chapat tak, ze se v bodové tadé siti dvé nezavislé viny popsané
vychylkami uy(z,t) a wus(x,t), jejichz slozenim dle principu superpozice
vznikne vysledna vlna

u(z,t) = ui(x,t) + ug(z,t) (6.21)

Skladani vln, jez se soucasné Siti ve stejné radé, nazyvame interferenci.
Budeme se nadale zabyvat interferenci vin stejné vlnové délky a tedy i
stejné periody, pritom pujde vzdy o dvé viny piicné nebo dvé viny podélné.
Vychylky vysledné viny dostaneme algebrickym souc¢tem obou dil¢ich vychylek.
Protoze slozenim dvou harmonickych kmitt vznikne harmonicky kmit,
vznikne i slozenim dvou harmonickych vin harmonicka vlna. Pro charak-
ter vysledné viny bude rozhodujici fazové posunuti, stejné jako tomu bylo
u slozenych kmitu. Uvazujme dvé interferujici viny

uy(z,t) = A;psin [w (t — E) + 901]

us(a, ) = Agsin |w (£ = 2) + o] (6.22)
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i@l

uy(z,t)

I

us(x, t)

L2

Obrazek 73: Interference vin stejné vinové délky.

Fazovymi posunutimi ¢; # @9 vznikne mezi obéma vinami drahovy
rozdil d = x9 — x1 znazornény na obr. 73. Drahovym rozdilem rozumime
pritom vzdalenost dvou bodu, jejichz kmity probihaji se stejnou fazi.

Pti postupu obou vin se body x1 a x5 pohybuji smérem nahoru. Jejich
faze je tedy rovna 0,27, 4w, ... a plati

w(t—ﬂ>+g01=0,27r,...
v

(6.23)
w(t—@) + oy = 0,27, ...
v
Odecteme-li obé rovnice, dostaneme
w 2 2T
— o = (19 — = —d=—d 24
Y2 — ¥1 3 (22 — 1) T b\ (6.24)

pritom muzeme k vyrazu na pravé strané pripocitat libovolny nésobek
27. Podle pravidel o skladani kmitu se kmity bodu x1 a x9 nejvice zesili,
budou- li kmitat ve fazi, tj. oo — @1 = 0,27, 47, ... Tomu prislusi drahovy
rozdil

2
%d=0,2w,...:>d=...,—A,O,A,QA,...:J_rzif% (6.25)

kde k je celé ¢islo. Amplituda vinéni bude v tomto pripadé dana souctem
A; + Ay, Kmity bodu z; a x9 se maximalné zeslabi, pokud bude fazové
posunuti w9 — @1 = 7,3, 57 ... tedy drahovy rozdil bude
1.1.3.5 A
d—xg—l'l—...—§>\,§)\,§)\,§>\,...—i(2]€—1)§ (626)
Zde se vysledna amplituda rovna rozdilu obou amplitud A = A; — As,.
Jsou-li A1 a Ay stejné, vinéni se interferenci zcela zrusi.
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Dalsi dulezity pripad interference nastane, siti-li se obé vlny bodovou
fadou v navzajem opacnych smeérech. Polozme pocatek souradnice x do
mista, kde se v case t = 0 proti sobé postupujici viny se stejnou amplitudou
A setkaji tak, ze mezi kmity bodu z nebude zadny fazovy posun. Pak budou
jednotlivé viny popsany rovnicemi

u; = Asin 27 (% — %)

t
Uy = Asin 27 (T + %)

kde prvni vlna postupuje napravo a druha nalevo. Vysledna vina bude
urcena souctem obou vychylek. S pouzitim souc¢tovych vzorctu bude platit

(6.27)

) t x t . T
U = up + us = Asin 277? cos2m— — A cos2m—sin 2n—+

A T A

' t x t . x
+ A sin QWT Ccos 27TX + Acos QWT sin 27TX (6.28)

t
u = 2A cos 27r§ sin 27TT

Ve vsech mistech bodové rady vzniknou harmonické kmity se stejnou
fazi, ale proménnou amplitudou, které zavisi na souradnici x podle vztahu

A, = 2A cos 27r§ (6.29)

Amplituda bude nejvétsi v mistech, pro které plati cos 27§ = +1, tedy

A 20 3
r=0+=—+t— +— ...

2°7 2 2
Tato mista nazyvame kmitnami k. Mezi nimi lezi mista, tzv.uzly u,

kde jsou body trvale v klidu. Plati pro n¢ cos 27§ = 0, tedy

. A n 3\ n 59
T=d, kst

Takto vzniklé vInéni nazyvame stojatym pricnym vlnénim. Jeho
¢asovy prubéh je vyobrazen na obr. 74.

Podobné jako u priéného vinéni vznikne stojaté vinéniiu vinéni podélného.
Pozndmka: Stojaté vinéni neprendsi zadnou energii, protoze obé viny, které
ho vytvareji, prenaseji stejnou energii, ale kazda opacnym smérem.

Dulezitost stojatého vInéni spociva ve skutecnosti, ze toto vinéni vznikd
v linearnich utvarech odrazem postupnych vin na konci utvaru. Na pevném
konci se vlna odrazi s obrdcenou fazi, nebot konec nemuze kmitat a jeho

(6.30)

(6.31)

reakci vznikne sila, ktera zméni vychylku posledniho bodu v opacnou a vina
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t=T/4 t=T/2 t=3T/4
A A A TS AN
N O [N T TN

(a) vlnéni postupujici v zdporném smeéru osy

u

b /N 1\/\?/\/\/\/
N\/\V\\V N

(b) vlnéni postupujici v kladném sméru osy z

/2

u k
u u
u u u * . U
Y
vx

(c) stojaté vlnéni vzniklé superpozici a) a b)
Obrézek 74: Casovy pritbéh stojatého vinéni

se §ifi zpét. Postupujici a odrazené vinéni vytvari stojaté vinéni, které ma
na pevném konci uzel.

Na volném konci bodové rady se posledni bod vychyli a zpétnym pusobenim
na predchozi bod jej vychyli ve stejném smyslu. Vlna se odrazi se stejnou
fazi a vytvori s postupujici vinou stojaté vinéni, které ma na konci kmitnu.
Ma- li bodova rada oba konce pevné, mohou na ni vzniknout jen takové
stojaté viny, které maji na obou koncich uzly. Na délce [ bodové rady musi
byt celistvy pocet pulvln, tedy

An
N = [, n=1223,... (6.32)
Bodova rada tedy muze chvét s frekvencemi
v n
= — = — 6.33
TN 2 (6.33)
Tyto frekvence nazyvame vlastnimi frekvencemi. Zakladni frekvence

bude v; = /\11 = 5 a pii nf se na fadé vytvor{ jedind pulvlna. Frekvence

v, vyssich harmonickych jsou celistvym nasobkem zakladni frekvence, tedy
Vp = nuy.

Stejny vysledek dostaneme u bodové rady s obéma konci volnymi. Na
obou koncich budou kmitny a uprostied uzel.

Bude-li jeden konec tfady pevny a druhy volny, bude na jednom konci
uzel a na druhém kmitna. Na bodovou fadu se rozlozi lichy pocet ¢tvrtvin.
Pti zakladni frekvenci pripadne na délku [ jedna c¢tvrtvina, takze vinova
délka A\ = 4l a v; = . Pro vyssi harmonické plati (2n — 1)%” =1a

Vp=v=02n—-1)F=02n—- 11y
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(a) obakonce pevné

(b) oba konce volné

(c) jeden konec pevny a jeden volny

Obrazek 75: Chvéni bodové fady pii zakladni frekvenci

Srovnanim vsech tii pripadu uvadime v obr. 75.

Popsanym zpusobem mohou pticné chvét struny a podélné tenké tyce a
vzduchové sloupce. Kromé zakladniho chvéni vznikaji vzdy i vyssi harmo-
nické, o jejichz poc¢tu a amplitudé rozhoduje zptsob rozechvéni. Toho se
vyuziva u hudebnich nastroju.

6.5. Siteni vin v prostoru

Podstatu vlnéni jsme vylozili na modelu bodové rady. Smér bodové rady
byl i smérem Sifeni vinéni. Obecné se smér Siteni vin charakterizuje tzv.
paprskem. Bodova tada predstavuje jediny paprsek. V trojrozmérném
prostoru je vlnéni charakterizovano vzdy svazkem paprsku. V prostoru,
jimz se vinéni Siti, 1ze vést tzv. vilnoplochy, v jejichz bodech maji kmity
vlnéni vzdy stejnou fazi. Ve svazku rovnobéznych paprsku jsou vinoplochy
roviny kolmé ke sméru siteni viny, hovorime pak o rovinné viné. Obecné
mohou mit vlnoplochy i jiny tvar, elementarni ¢ast vlnoplochy lze vsSak
vzdy povazovat za rovinnou a kolmou k paprsku, ktery ji prochazi.

VlInoplocha je obecné v kazdém bodé kolma k paprsku, ktery
jim prochazi.

Prostorové vinéni si také muzeme predstavit jako postup jednotlivych
vlnoploch fazovou rychlosti v. Rovinna vlna se muze §itit v obecném smeéru,
ktery je charakterizovan jednotkovym vektorem 77 kolmym k vlnoplocham.
Poloha jednotlivych bodu na zvoleném paprsku je 7. Skalarni soucin 7 -
n = s predstavuje prumeét pruvodice do sméru paprsku, tedy vzdalenost



104 KAPITOLA 6. VLNENI

vinoplochy od vInoplochy prochéazejici pravé pocatkem soustavy souradné.
Harmonickou rovinnou vlnu lze popsat pomoci vzdalenosti s

u(s,t) = Asinw (t — S) = Asin (cut — %ﬁ : F) (6.34)

Podil % je vlnové cislo a vektor

S

k=2q 6.35
7 (6.35)

bude charakterizovat rovnéz smeér siteni vinéni prostorem. Nazyvame jej
vinovym vektorem. Harmonicka rovinna vina pak bude popsana vzta-

hem
u(F,t) = Asin(wt — k - 7) (6.36)

Uvazujme nyni zdroj vlnéni jako malou pulsujici kouli (¢i bodovy zdroj
vlnéni) v izotropnim prostiedi nepohlcujicim energii. VInéni se bude sitit
do vSech sméru fazovou rychlosti v a za ¢as t dospéje do vzdéalenosti r = vt,
tedy na povrch koule o poloméru r Vznika kulova vlna. Energie prenasend
vlnénim se v tomto pifpadé rozdéluje na stale vétsi plochy 4772, Na plosnou
jednotku kulové plochy piipada dle (6.14) energie imérna

EFE~—~— 6.37
-~ 5 (6.37)

tedy amplituda kmiti na vlnoplochach klesa jako é se vzdalenosti od
zdroje. Pro pulsujici kouli o poloméru ry a pro harmonické kmity jejich
bodu na povrchu ve sméru pruvodice a s amplitudou A bude kulova vina
popsana rovnici

u(r,t) = rod sin w <t i TO) (6.38)

r v
u bodového zdroje v misté r = 0 to bude

u(r,t) = %f (t - %) (6.39)

Kolem bodového zdroje si lze predstavit libovolné malé vinoplochy, které
v limitnim pripadé nazveme elementarnimi vinoplochami. Na myslence
elementarnich vinoploch zalozil Huygens svuj slavny princip mechanismu
Siteni vinéni prostorem:

VlInéni se Siti prostorem tak, ze vSechny body, do nichz vinéni
dospéje, se stavaji bodovymi zdroji elementarniho vlnéni, které
se kolem kazdého bodu rozsiti na elementarni vinoplochy. Nova
vysledna vinoplocha je obalkou vsech elementarnich vinoploch ve
smeéru, v némz se vlnéni Siri.

Huygensuv princip podrobné rozvedl Fresnel, ktery ukazal, ze elementarni
vlnéni od jednotlivych bodu se navzijem interferenci zesiluji pouze na
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vnéjsi obalce prislusnych elementérnich vinoploch, zatimco vSude jinde se
interferenci rusi.

Rychlost elastickych vin v latkach

Urceni rychlosti vin v ruznych latkach je obecné dosti slozita tloha. Zde
uvedeme pouze nékolik vysledku.

Rozkmitame-li napjatou strunu v nékterém miste, siti se strunou pricné
viny fazovou rychlosti

o
Vst = A |— 6.40
t p (6.40)

kde o je tahové napéti struny a p jeji hustota.
Rychlost siteni podélnych vin v tyci je dana vzorcem

E
Ve = A | — 6.41
ty P ( )

kde E je Younguv modul a p hustota tyce.
Rychlost siteni podélnych vin v kapalinach a plynech

K
iy = 4| (6.42)

kde K je modul objemové pruznosti a p je hustota kapaliny ¢i plynu.
Rychlost priénych a podélnych vin v pevnych latkach

=

¢
p
—1
K

3m
0 A= 6.44
Upod pm+1 ( )

kde G je modul pruznosti ve smyku, K modul objemové pruznosti a
m Poissonova konstanta. Rychlost podélnych vin je asi dvakrat vétsi nez
rychlost vin priénych.

(6.43)

6.6. Dopplerav jev

Doppleruv jev (Doppleruv princip) se tyka zavislosti frekvence vinéni na
vzajemné rychlosti zdroje a ptijimace vinéni. Obecné jej 1ze charakterizovat
takto:

Jestlize se zdroj vinéni a pozorovatel pohybuji, pak pri vzajemném
priblizovani je frekvence prijimaného vinéni vyssi a pri vzdalovani
naopak nizsi. Rozebereme dva vyznacné pripady:
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(a) z pohybujiciho se zdroje (b) z klidného zdroje

Obrazek 76: Siteni vin

1. Zdroj se pohybuje vzhledem ke klidnému pozorovateli v klidném prostredi
(obr. 6.76a)

Je-li rychlost zdroje w = konst., pak se vlnoplochy smérem k pozo-
rovateli zhustuji. Vlnoplocha 1 byla vysldna z mista Z;, vlnoplocha 2
po periodé T' z mista Zy vzdaleného o w1, vinoplocha 3 po dalsi pe-
riodé T' z mista Z3, jehoz vzdalenost od Zy je w1 atd. Vlnova délka je
tak smérem k pozorovateli o A\ = w1 kratsi. Protoze fazova rychlost
vlnéni se neméni, piijima pozorovatel vinéni s frekvenci
v v v v
TA-AN A—wT -z Y (6.45)

V—wWw

Vy

N

kterd je vyssi nez frekvence v, kterou by pozorovatel ptijimal z klidného
zdroje. Pokud se bude zdroj od pozorovatele vzdalovat (nahradime
w — —w), dostaneme z (6.45)

v (6.46)

kde v, < v.

2. Pozorovatel se pohybuje ve sméru iteni vin od zdroje rychlosti u (obr. 6.76b).
Zdroj i prostiedi jsou v klidu, cili v pevném bodeé je frekvence v = §,
nicméné viuci pozorovateli ma vinéni rychlost v — u, takze registruje
jen

]/p — — v (647)

vin za sekundu. v, je tedy mensi nez v. Pokud se zdroj a pozorovatel
vzdaluji, bude v, zfejmé vetsi nez v.
Pohybuji-li se zdroj i pozorovatel, dostaneme kombinaci (6.46) a (6.47)
v—u v—u v—u

P TNTAN T A—wl  v—w (6.48)
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Kdyby se stejnym smérem pohybovalo i prostiedi, kterym se vlnéni Siii,
napt. rychlosti v, museli bychom za rychlost v dosadit rychlost v+ v. Z rov-
nic (6.45) a (6.46) je ziejmé, ze zména frekvence neni stejnd, pohybuje-li
se v klidném prostiedi stejné rychle zdroj k pozorovateli nebo obracené
pozorovatel ke zdroji. Ke zméné frekvence ziejmé nedochazi, pokud se po-
zorovatel i zdroj pohybuji stejnym smérem stejnou rychlosti u = w, takze
se jejich vzajemna vzdalenost neméni. Pak se pohybuji oba stejné i vzhle-
dem k prostiedi a naopak, pokud se prostiedi bude pohybovat stejné rychle
vzhledem k pozorovateli i zdroji, nebude se ménit frekvence prijimaného
vlnéni. Proto napt. vitr neméni frekvenci hudebnich ténu z nepohybujicich
se hudebnich nastroju.
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Kapitola 7

Zaklady specialni teorie relativity

Jak jsme uvedli jiz v Uvodu k této prednasce, klasickou mechaniku nelze
pouzit pfi popisu déju, které probihaji pti rychlostech blizkych rychlosti
elektromagnetického vinéni, specialné svétla (¢ = 3.10%ms™1). V této kapi-
tole podame zaklady Einsteinovy specialni teorie relativity, ktera umoznuje
obecnéjsi popis pohybu v inercidlnich soustavach bez ohledu na velikost
rychlosti.

7.1. Postulaty specialni teorie relativity

Specidlni teorie relativity je zalozena na dvou postulatech:

1. postulat: Fyzikalni zakony plati ve vSech inercidlnich systémech a
vsechny inercidlni systémy jsou rovnocenné.

Jde o zobecnéni Galileova principu relativity na vSechny fyzikéalni zékony.
Tento postulat hovori pouze o zachovani fyzikalnich zakonu, nikoli o za-
chovani hodnot veli¢cin v jednotlivych inercidlnich systémech. Napt. pri
pruzné srazce zustava zachovana celkova hybnost, ale hodnota hybnosti je
v ruznych systémech ruzna. Podobny zavér plati i pro prostorové souradnice
a cas.

2. postulat: Rychlost elektromagnetického vinéni ve vakuu c je ve vSech
smérech a ve vSech inercidlnich systémech stejnd (invariantni). Nekdy se
dodava, ze nezavisi na vzajemné rychlosti zdroje a pozorovatele. Tento po-
stulat vychéazi ze zobecnéni vysledku nékterych experimentu provadénych
na konci minulého stoleti, poté, co se ukazala neudrzitelnost predstavy
tzv. éteru, jako prostiedi pro Sifeni elektromagnetického vinéni. Pozdéji byl
prokazan jesté dalsimi experimenty. Silnym argumentem pro tento postulat
je rovnéz Maxwellova teorie elektromagnetismu, z niz lze obdrzet vinovou
rovnici pro siteni elektromagnetickych vin. Z této rovnice vychazi pro rych-
lost siteni vztah ¢ = 1/,/Eofto, kde €y a g jsou permitivita a permeabilita
vakua, tedy veliciny nezavislé na volbé souradného systému. Vsimnéme
si, ze z hlediska tohoto postulatu neplati klasické pravidlo o skladani rych-

109
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losti, které tak ziustava omezeno na rychlosti podstatné nizsi nez je rychlost
elektromagnetického vinéni.

7.2. Lorentzova transformace

Uvazujme dva inercidlni systémy S a S’, které splyvaly v ¢ase t = 0 a které
se viici sobé pohybuji rychlosti v ve sméru osy x = 2. Necht je v case t = 0
vyslan ze spolecného pocatku elektromagneticky puls. V obou systémech
se zacne §itit kulova vina a body, kam vlna dorazi v soustavée S a v ni
plynoucim ¢ase t vytvoii kulovou plochu o poloméru ct. V soustavé S’ se
podobné za c¢as t’ vytvoii kulova vlnoplocha o poloméru ct’. Pro obé bude
platit:

Soustava S : 2 4+ y* + 2% = *t?

7.1
Soustava S’ : 2% 4y + 2% = 2t (7.1)

Pro tyto podminky lze nalézt linearni transformaci zachovavajici in-
variantnost Maxwellovych rovnic elektromagnetického pole. Protoze tuto
transformaci poprvé odvodil Lorentz, nazyva se Lorentzovou transfor-
maci. Jeji fyzikalni zduvodnéni vsak podal teprve Einstein.

o+t
xr = =
2
/
y frd
L (7.2)
t'+ 5o
= =
2
nebo zpétné
,  w—ot
xr = =
)
/
y e
Y (7.3
t— %o
! 2
t = =

7, Lorentzovy transformace plyne, ze cas t v soustavé S plyne odlisné
nez ¢as t' v soustavé S’. Navic jej nelze oddélit od soutradnic (napft. ¢/
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z&visi nejen na t, ale také na soutadnici z), jako tomu bylo v Newtonové
absolutnim prostoru. O ¢asu a prostorovych souradnicich budeme nadale
hovorit jako o ¢tyfrozmérném c¢asoprostoru. Dale je ziejmé, ze bude-li rych-
lost pohybu soustav v mald ve srovnani s rychlosti elektromagnetického
vinéni, prejdou vyrazy 4/1 — z—j priblizné v 1 a Z—; v 0, a Lorentzova trans-
formace prejde v transformaci Galileovu.

7.3. Zakladni pojmy teorie relativity

V tomto odstavci zavedeme nékolik pojmu diulezitych pro dalsi vyklad.

Kazdému bodu prostoru pripiSeme v inercialnim systému tfi prosto-
rové soufadnice (polohovy vektor). Kazdému bodu prostoru je zapotiebi
rovnéz pripsat cas. To lze s ohledem na Lorentzovu transformaci uéinit
nasledujicicim myslenkovym pokusem: umistime do kazdého bodu systému
pozorovatele s hodinami a v case ¢ = 0 vysleme elektromagneticky puls.
Pozorovatelé v bodech o vzdalenosti r od pocatku souradného systému
detekuji prichod elektromagnetické viny v case t = = a na tuto hodnotu
naridi své hodiny.

Udalosti v teorii relativity rozumime déj, kterému lze pripsat tfi prosto-
rové soutfadnice a ¢as na lokdlnich hodinach, tedy ¢tyfi souradnice (z,y, z,t)
v ¢asoprostoru. Tyto souradnice zavisi na soustave, v niz je udalost popsana.
Necht jsou ve vyse zavedenych souradnych systémech S a S’ dvé uddlosti
popsany soutradnicemi (z1,¥1,21,t1) a (X2, Yo, 22, t2), resp. (1, v, 21, 1)) a
(xh, Yh, 25, th). Vyjadiime-li vztahy mezi ne¢arkovanymi a ¢arkovanymi soufadnicemi
pomoci Lorentzovy transformace (7.2) resp. (7.3), dostaneme pro rozdily
T9 — X1, resp. xhH — x} atd.

(7.4)

resp.
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Ayl — Ax — vAt

Ay = Ay

AZ = Az (7.5)
N At — %Ax

Dvé udalosti definujeme jako soucasné, jestlize je rozdil jejich casovych
soufadnic nulovy (a piitom se lis{ v prostorovych soufadnicich). Necht jsou
dvé udalosti soucasné v systému S, pak plati

At =0 (7.6)

ale v systému S’ plati
At = ——— (7.7)
a udalosti nejsou soucasné.

7.4. Kinematické disledky Lorentzovy transformace

Dilatace casu

Ukazuje se, ze délka ¢asového intervalu mezi dvéma udalostmi zavisi
v relativistické mechanice na souradném systému, ve kterém ji meéiime.
Uvazme tedy opét dva soufadné systémy S a S’ a provedme nésledujici
myslenkovy pokus. Se soustavou S’ je pevné spojen zdroj svétla a zrcadlo
(obr. 77a). V soustavé S oznacéime jako udélost 1 vyslani svételného pulsu
smérem k zrcadlu a jako udélost 2 prijem odrazené¢ho pulsu.

Cas obou udélost{ méffme stejnymi hodinami a mezi obéma udélostmi
ubéhne v soustavé S’ tzv. vlastni ¢asovy interval

2D

V systému S méiime ¢as udalosti 1 a 2 ruznymi hodinami, protoze k nim
dochézi v ruznych mistech prostoru (obr. 77b). Dostaneme ptitom

2L
_C

1
L? = (§vm)2 + D? (7.10)

At (7.9)



7.4.. KINEMATICKE DUSLEDKY LORENTZOVY TRANSFORMACE 113

g’ Zrcadlo IS Zrcadlo
L L
D D
1.9 2
Zdro] Zdroj D Zdroj
(a) pozorovani v soustavé (b) pozorovani v soustavé S
S/

Obrazek 77: Dilatace casu

Dosadime-li ze (7.8) a (7.9) za D a L do (7.10), dostaneme

1 1 1
ZC2At2 = Z’UzAtz + ZC2At2 (711)
At
At = —= — A Al
-5

C

kde v = 1/4/1 — z—j je tzv. Lorentzuv faktor. Protoze v > 1, je zfejmé
At > Aty. Vlastni casovy interval je tak kratsi, nez casovy interval méreny
ruznymi hodinami v jiném inercialnim systému. Tento jev oznac¢ujeme jako
dilataci ¢asu. Vztah (7.11) plyne piimo ze vztahu (7.6) uvézime-li, ze
Az’ = 0.
Kontrakce délek

Uvazujme opét dva soufadné systémy S a S’. Se soufadnym systémem
S’ necht je pevné spojena ty¢ lezici ve sméru osy x (obr. 78). V systému
S’ je tyc v klidu a jeji délka bude

Az’ =xh, — ] = Ly (7.12)
coz je tzv. vlastni délka. Vzhledem k systému S se ty¢ pohybuje a jeji

délku je tfeba stanovit jako rozdil prostorovych souradnic koncovych bodu
tyce v tomtéz okamziku. Ze vztahu (7.7) dostaneme s uvazenim At = 0

A
Ao’ = —=2 — L, (7.13)

Oznacime-li Az = L, bude
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Y )
th # t t =t
t th 131 to
(T (TR
) xh T To
4 '’ 2 x

(a) (b)

Obrazek 78: Kontrakce délek. a) méfeni délky v soustavé S’, b) méfeni délky v soustavé S, vuci které
se ty¢ pohybuje.

2
L = L 1—”—2:@ (7.14)
¢ gl
Délka pohybujici se tyce je tak mensi, nez vlastni délka tyce Ly. Tento
jev nazyvame kontrakci délky.
Transformace rychlosti (skladéni rychlosti)
Uvazujme opét soufadné systémy S a S’ a téleso, které se pohybuje
rychlosti @ vici soustavé S a rychlosti W viei soustave 97, Plati

u —_— d_x
Tdt
dy

_ 9 7.15
u —_— %
Tdt

resp.

,da’
u —_—
oo dt
d /

= d_yt (7.16)
u, = e
Fdt

Dosadime sem z transformacnich vztahu, které plati i pro elementy
dz,dy, atd. a mame

da’ +vdt’

/
\V1-% da’ + vdt 5 B &+ u+v (7.17)
dt'+%da’ / v 1.0 1 v da! vul, )
622 dt +02d$ - 1+C—2@ 1—|— 02
-4

C

u.%':
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obdobné dostaneme

uac - 1 Vg

2

2

v

Uy/. -2

Uy =

) v/
1+ CQ'”

2

v

p Uy. - C_2
U/y - 1 _ Vug

a vztahy pro u, a u} jsou obdobné jako pro u, a uj.
Poznamka: pro malé rychlosti lze cleny

o, ”0122” a g—s zanedbat proti 1 a vztahy (7.17) prejdou v klasickou trans-

formaci rychlosti.

7.5. Relativisticka dynamika

Zakon zachovani hybnosti a energie v izolovanych systémech pri popisu
v libovolné inercidlni soustavé soufadné (I. postuldt) vede k relativistické
modifikaci téchto veli¢in.

Uvazujme opét soutradné soustavy S a S’. Se soustavou S’ je spjato téleso,
které ma hmotnost my, tzv. klidovou hmotnost. Bez dukazu uvedeme, zZe
hmotnost tohoto télesa mérend v soustavé S bude

m= 10 Mg > My (7.18)

kde m je tzv. relativistickd hmotnost vétsi nez hmotnost klidova. Relati-
vistickd hybnost télesa (vzhledem k soustaveé S) je pak definovéana vztahem

=l (7.19)

Fop_ 4 mov 2

Ze vztahu (7.18) a (7.19) je zfejmé, ze m a p by dosdhly nekonecné
velkych hodnot v piipadé v = ¢. Nekonecné velkd hodnota hybnosti nemuze
vSak byt dusledkem pusobeni konecéné sily v konecném c¢ase. Odtud plyne,
ze télesa s nenulovou klidovou hmotnosti nemohou dosahnout rychlosti

svétla.
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Relativistickou kinetickou energii ziskdme jako drahovy integral sily

S dp J dp dv J dp.. .-
I F . — — = —_— = — 21
3 J dr J % dz T dx dT}UdU (7.21)
=0 v=0 v=0 0

kde jsme pro jednoduchost ztotoznili smér rychlosti v s osou = a inte-
graéni proménnou oznacili 0. Ze vztahu (7.19) plyne

dp d mo mo
_d _ = (7.22)
dv dov v% B C% 3 /# B c%
a po dosazeni do (7.21) mame
movdo moc® " moc? 9
Fy=|———m=|—/—| =—F—— — myc¢ (7.23)
0

~23 52 U2
0\/1_2—2 \/1_0_2 ’\/1_c_2

Druhy ¢len v (7.23) predstavuje rychlostné nezévislou konstantu, kte-
rou nazyvame klidovou energii. Soucet klidové a kinetické energie mé
vyznam celkové relativistické energie

E = Ep +my® = ———c" = mc (7.24)

coz je vSeobecné znamy princip ekvivalence hmoty a energie.
Poznamka: Doppleruv princip probrany v predchozi kapitole plati i pro
svétlo ¢i elektromagnetické vinéni obecné, je vSak tieba uvazit 2. postulat,
tedy ze se Sifi ve vsech inercidlnich systémech ve vakuu stejnou rychlosti c
a nepotirebuje ke svému sifeni hmotné prostiedi. I nejvétsi znamé rychlosti
nebeskych téles jsou vsak malé ve srovnani s rychlosti svétla, tedy £ nebo
u

2 « 1 a pak vzorce (6.45) a (6.46) vedou ke stejnému vysledku. Je totiz
z (6.45)

v. ¢ :c(c+w)wc(c+w):c+w (7.95)

z c—w c?—w? c

coz odpovida vztahu (6.47) modifikovanému pro priblizovani pozorova-
tele ke klidnému zdroji. Prakticky lze tedy zjistovat jen relativni pohyby
nebeskych téles vzhledem k Zemi.



