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Kapitola 1

Vznik kvantové fyziky

Do zhruba prvni poloviny devatenactého stoleti se popis fyzikal-
nich déjt délil na dvé velké skupiny. Na jedné strané byl s pomoci
Newtonovych rovnic pripadné dalstho odpovidajiciho teoretic-
kého aparatu popisovan pohyb c¢astic. Na strané druhé se popis
fyzikalnich d&ju zaméroval na viny at uz v mechanice kontinua,
teorii kmitd strun ¢i elektromagnetického vinéni (Maxwellovy
rovnice, 1855). Tyto dvé charakteristiky hmoty, jeji ¢asticové a
vlnové vlastnosti, se zdaly byt navzajem neslucitelné.

Jak dnes vime, jednim z charakteristickych ryst mikrosvéta je
jista diskrétnost ¢i kvantovani fyzikalnich veli¢in. Tyto vlastnosti
se projevovaly uz tehdy napiiklad v chemii, kde se predpokla-
dala existence zékladnich kamenti hmoty — atomi (diskrétnost
hmoty). Dalsim takovym projevem byla ¢arové spektra atomi a
molekul (napfiklad Balmerova serie atomu vodiku, 1885), ktera
ukazovala na diskrétnost energie atomt.

V devadesatych letech 19. stoleti se pak zacaly objevovat nové
jevy, které se nedaly vysvétlit v ramci klasické fyziky (viz napf.
ptrehledny ¢lanek [5] nebo skripta [30]). Jako ptiklad si uvedme
Rontgenovo zafeni (1895), radioaktivitu (Becquerel, 1896) a ob-
jev elektronu (Thomson, 1897).
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Soucasné s témito objevy doslo i k prudkému rozvoji experi-
mentalnich technik. Jako pfiklad uvadime rentgenovou difrakci
(Laue, 1912), mlznou komoru (Wilson 1912) ¢ ioniza¢ni Geiger-
Miillertiv pocitac¢ (Geiger, 1913).

Tato tzv. krize klasické fyziky se zacala jesté jasnéji projevo-
vat zacatkem 20. stoleti. Jak znamo, pti pokusech objasnit spek-
trum absolutné cerného télesa, kde klasicka fyzika zcela selhala,
prisel Planck v roce 1900 k zavéru, ze pozorované spektrum lze
objasnit pouze za predpokladu, ze absolutné cerné téleso a elek-
tromagnetické zareni, s nimz je v rovnovaze, si vymeénuji energii
v jakychsi davkach ¢i kvantech, ktera jsou rovna hv

E =hv =hw. (1.1)

Zde h = 6,6262 x 1073* Js je konstanta nazjvand Planckovou
konstantou, i = h/(27) = 1,05459 x 1073* Js je odvozena Planc-
kova konstanta ¢asto pouzivana v kvantové fyzice, v je frekvence
elektromagnetického zareni a w = 27v je odpovidajici kruhova
frekvence. Tento poznatek opét naznacuje, ze elektromagnetické
zéfeni ma kromé vinovych vlastnosti i vlastnosti ¢asticové (kor-
puskuldrni). Zminéna kvanta elektromagnetického zafeni se na-
zyvaji fotony. Dnes je znamo, Ze i zafeni kosmického pozadi o
teploté 2,7 K presné spliiuje rozdélovaci zakon nalezeny Planc-
kem.

Dal$im vyznamnym krokem byla teorie fotoefektu (Einstein,
1905), ktery se podafilo Einsteinovi objasnit, kdyz predpokladal,
7e dopadajici foton m4 energii danou vztahem a jeho impulz
je roven

p = Ik, (1.2)

kde k je vinovy vektor dopadajiciho elektromagnetického zareni
o velikosti k£ = 2w /A. A je vlnova délka souvisejici s frekvenci f
vztahem A\ f = ¢, kde c oznacuje rychlost svétla. Opét vidime, ze
elektromagnetickému vilnéni se kromé energie kvanta hw pripi-
suje i hybnost (impulz) fik, tj. dalsi korpuskularni vlastnost. Za
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teorii fotoefektu dostal Einstein Nobelovu cenu. Dalsim vyznam-
nym piispévkem Einsteina v této oblasti byla teorie specifickych
tepel (Einstein, 1907). Vyuzitim pfedpokladu, Ze energie kmitt
krystali je rovna F, = nhw, kde n je celé cislo, se Einsteinovi
podarilo objasnit nizkoteplotni chovani specifickych tepel, které
je ve sporu s ekviparti¢nim teorémem znamym z termodynamiky
a statistické fyziky.

Thomsontiv model atomu z konce 19. stoleti predpokladal,
ze kladny naboj je v atomu spojité€ rozprostfen v kouli o ur-
¢itém poloméru a v tomto kladném naboji se pohybuji tehdy
jiz zndmé elektrony. Vyznamnym krokem k dalsimu pochopeni
struktury atomu byly experimenty Rutherfora (1911), pfi kte-
rych byl zkouman rozptyl o ¢astic na atomech. Ukézalo se, ze
experimentalni vysledky lze objasnit jediné za predpokladu, ze
cely kladny naboj je soustfedén v bodovém jadru atomu. To tedy
vedlo k tzv. planetarnimu modelu atomu, neumoznovalo to vsak
objasnit stabilitu atomti. Podle klasické fyziky museji elektrony
obihajici jadro diky svému nenulovému zrychleni vyzafovat elek-
tromagnetické zafeni a ztracet energii. Za pomeérné kratkou dobu
radoveé ps by tak muselo dojit k vyzareni energie elektront a ko-
lapsu atomii. To se samoziejmé nepozoruje a atomy a molekuly
jsou v zakladnim stavu stabilni.

Urcity pokrok v tomto sméru znamenala Bohrova kvantova
teorie (1913). Podle Bohrovy teorie je tieba z pohybi ¢astice
moznych podle klasické fyziky vybrat jen pohyby spliiujici kvan-
tovaci podminku (Wilson, 1915)

jl{pdq = nh, (1.3)

kde p a ¢ jsou kanonicky sdruzeny impulz a soutadnice a n je celé
¢islo. Integral se zde provadi ptes cyklicky pohyb ve fazovém pro-
storu. V pripadé vice nez jednoho stupné volnosti se tato pod-
minka aplikuje na kazdy pohyb zvlast. Druhym piedpokladem v
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Bohrové teorii je, ze takto vybrané trajektorie jsou stabilni staci-
onarni stavy, ve kterych nedochazi ke kolapsu zminénému vyse.
Tretim postulatem je v Bohrové teorii vzorec, podle kterého se
pocita frekvence w,,, vyzareného ¢i absorbovaného elektromag-
netického zareni

Em - En

= — 1.4
Wmn h ( )

E,, a E, jsou zde energie vychoziho a kone¢ného stavu pii uvazo-
vaném prechodu. Tento vzorec vyjadiuje zakon zachovani ener-
gie. Pro atom vodiku dostal Bohr energie

Ry
En:—ﬁ,n:LQ,..., (15)
kde 1 Ry=1, 097373 x 10~*m~" je Rydbergova konstanta. Tento
vysledek je v souladu s tzv. Ritzovym kombina¢nim principem,
podle néhoz lze experimentalné pozorované frekvence prechodi

v atomech popsat s pomoci vzorce

A B
Vinn = - (1.6)

Tom2 ¥
kde A a B jsou konstanty. Existence enrgetickych hladin byla
pozdéji potvrzena experimenty Francka a Hertze. Bohuzel, Bo-
diku nebo vodiku podobny ion s pouze jednim elektronem.

Stimulovana emise, jejiz existenci predpovédél Einstein v r.
1917, umoznila v Sedesatych letech 20. stoleti objev laseru.

Comptoniv jev (1923), pfi némz byl zkouméan rozptyl rent-
genovych paprski na elektronech, byl diikazem realné existence
svételnych kvant s energii fiw a impulzem hw/c.

Neuspokojiva situace s Bohrovou teorii pretrvavala az do
roku 1925, kdy Heisenberg béhem pobytu na ostrové Helgolandu
vymyslel teorii, ktera se stala znadmou jako tzv. maticovd kvan-
tovd mechanika. Jeho myslenkovy postup lze popsat zhruba
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takto. Diskrétni stavy v atomech jsou, jak je vidét z predcha-
zejicitho vykladu, cislovany jednim indexem m. Pfi procesech,
kdy dochazi k prechodiim mezi témito stavy, je tfeba, jako v
pripadé wy,.,, pouzit dva indexy. To naznacuje, ze funkce jako je
napt. p a g v klasické fyzice, je tieba v kvantové mechanice na-
hradit maticemi p,,, a ¢mn,. To znamena, ze napf. energie dana
pro klasicky jednorozmérny konzervativni systém Hamiltonovou

funkei
P
H=—+YV, (1.7)

2m
kde V' je potencial, se v Heisenbergové kvantové mechanice stane
také matici (nekone¢ného radu)

2
Hypp = Wy (1.8)

2m

Néasobeni matic neni na rozdil od funkci pouzivanych v klasické
fyzice komutativni a tudiz pro matice neplati gp = pq. Hei-
senberg ukazal, ze kvantova analogie klasické Poissonovy zavorky
je umérna komutatoru matic ¢ a p

ap — pq = [q. ) (1.9)

a pozadoval, aby ztistaly zachovany formalni vlastnosti klasic-
kyrch Poissonovych zavorek i v kvantové mechanice. Tak se Hei-
senberg (1925) dostal k predpokladu

qp — pq = ic, (1.10)

kde c je konstanta a ¢ a p jsou matice. Re$enim harmonického
oscilatoru (Born a Jordan, 1925) a atomu vodiku (Pauli, 1926)
a pozadavkem, aby se vysledky shodovaly s jiz znamymi teore-
tickymi i experimentalnimi vysledky lze ukéazat, ze ¢ = h. Stacio-
narni energie urcoval Heisenberg tak, ze s pomoci vhodné trans-
formace prevedl matici H do diagonéalniho tvaru. Vlastni ¢isla na



12 Vznik kvantové fyziky

diagonale této matice pak udavaji jednotlivé stacionarni energie
odpovidajicich stacionarnich stavi. Pii prechodu mezi témito
stacionarnimi stavy dochazi k absorpci ¢i emisi kvanta svétla s
frekvenci podle rovnice (|1.4)).

Nedostatkem Heisenbergovy maticové formulace kvantové me-
chaniky je zna¢nd obtiznost hledani transformaci, prevadéjicich
matice nekonec¢ného fadu na diagonalni tvar. Tento problém byl
prekonan s pomoci tzv. vinovée kvantove mechaniky pochazejici
od Schrodingera.

V roce 1924 prisel de Broglie se zajimavou myslenkou, ze
korpuskularné-vinové vlastnosti a vztahy a dosud po-
uzivané pro elekromagnetické zareni lze prenést i na volny elek-
tron. Tato myslenka byla skvéle potvrzena pfi experimentalnim
studie rozptylu elektronti na krystalech niklu (Davisson a Ger-
mer, 1926). Nebylo samoziejmé pfili§ jasné, jaky je vyznam
frekvence w, vlnového vektoru k ¢i vinové délky A pro elektron,
nicméné to znamenalo korpuskularné-vinovy pristup jak k fotonu
tak i dalsi castici elektronu.

Této myslenky, za niz dostal de Broglie Nobelovu cenu, se
chopil Schrodinger a zavedl obecnéji i pro elektron v potencia-
lovém poli vinovou funkci, pro niz odvodil Schriodingerovu rov-
nici diskutovanou nize (1926). V serii ¢lankd pak nalezl nejen
feSeni Schrodingerovy rovnice pro nékolik zakladnich tloh kvan-
tové mechaniky jako je atom vodiku nebo Zeemaniv a Starktv
jev, ale ukazal i ekvivalenci maticové a vlnové kvantové me-
chaniky (1926). Schrodingerova formulace kvantové mechaniky
se ukézala z hlediska feSeni praktickych tiloh vhodnéjsi nez Hei-
senbergova formulace a az na nékteré vyjimky je dnes vSeobecné
pouzivana k feseni kvantové-mechanickjch problémil. Schrodin-
ger vyvinul rovnéz poruchovou teorii.

Problémem Schrodingerovy teorie zlistavala interpretace vl-
nové funkce. Tato otazka byla vyfesena Bornem v roce 1926,
ktery zavedl tzv. pravdépodobnostni interpretaci kvantové me-



Vznik kvantové fyziky 13

chaniky. Pfestoze se o této otazce a dalsich dodnes vedou diskuse,
prevazujici vétsina fyziku se kloni k této interpretaci.

Kvantovani elektromagnetického pole, tj. pole s nekone¢nym
poctem stupnt volnosti, bylo provedeno Diracem (1927). Rov-
néz v roce 1927 zavedl Pauli do vlnové rovnice spin objeveny
Uhlenbeckem a Goudsmitem (1925). Obecnou formulaci kvan-
tové mechaniky bez ohledu na jeji konkrétni matematickou re-
prezentaci zavedl Dirac v roce 1930. Rovnéz Dirac zavedl re-
lativistickou rovnici pro elektron zahrnujici spin a predpovédél
existenci pozitronu (1928), pozdéji (1933) objeveného Anderso-
nem a Neddermeyerem v kosmickém zareni. Néasledovaly dalsi
zajimavé kroky v rozvoji a aplikacich kvantové teorie, které vsak
nevybocuji zasadnim zptisobem z nastinéného ptistupu a presa-
huji mimo ramec tvodu do kvantové mechaniky. Proto se zde
jimi nebudeme zabyvat a odkazujeme ¢tenare na jiné ucebnice
kvantové mechaniky.
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Kapitola 2

Zakladni postulaty a
formalni schéma kvantové
mechaniky

2.1 Popis stavu castice

2.1.1 Vlnova funkce

Interpretace experimentalnich poznatki, které v prvni ¢tvrtiné
20. stoleti prispély ke vzniku kvantové teorie, vyustily v poznani,
ze formulace nové teorie pro popis vlastnosti a chovani mikrosko-
pickych ¢astic se neobejde bez matematického aparatu podstatné
odlisného od aparatu klasické mechaniky. Tato skutecnost se do-
tyka jiz tak zakladni otazky kazdé fyzikalni teorie, jakou je popis
stavli studovanych systémii. Kvantitativni popis jejich vlastnosti
a chovani se totiz neobejde bez pfesného popisu stavu systému
v daném okamziku i ¢asové posloupnosti stavii. V zajmu snad-
néjsiho porozumeéni zvlastnostem aparatu kvantové mechaniky
se nejprve omezime na popis chovani jediné castice a pozdéji
probereme zobecnéni vykladu i na mnohacasticové systémy.

15
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V ramci klasické mechaniky je stav jedné castice dostatecné
popsan, uvedeme-li v daném okamziku jeji polohu pomoci polo-
hového vektoru r = (z,y, 2), jeji hybnost p = (ps, py, p.) a sily
pusobici na ¢astici. Jeji pohyb potom urcuji pohybové rovnice
klasické mechaniky. Pti vzniku kvantové mechaniky se ukazalo,
7e nelze tento zplisob popisu stavu prevzit ani za predpokladu, ze
by pohyb c¢astice urcovaly odlisné pohybové zakony pro urceni
¢asovych zavislosti r(t) a p(t) . Piekdzkou se stal prekvapivy
fakt, ze polohu r a hybnost p mikrocéastice viibec nelze méte-
nim soucasné urcit, jak by vyzadoval piresny popis stavu pomoci
nich. Nové poznatky o nezvykljch charakteristikach mikrosvéta
- kvantovani fyzikalnich veli¢in, statistické povaze nékterych vy-
roki kvantové mechaniky a zejména o vlnové povaze castic -
nakonec vyustily do nového zptisobu popisu stavu c¢astice. Misto
urceni stavu céstice Sesti Cisly @, y, 2, ps, Dy, p. byl navrzen a za-
veden popis jejiho stavu pomoci specialni spojité funkce. Nejprve
o tom vyslovime nasledujici postulat.

Postulat o popisu kvantového stavu

Stav castice v casovém okamziku ¢ je v kvantové mechanice
uplné popsan komplexni funkei ¢ (r,t) redlnych proménnych z,
y a z, kterd musi byt spojitd a musi mit spojité vsechny prvni
parcialni derivace podle soufadnic x, y a z a ¢asu t. Tato funkce
se nazyva vinovd funkce.

Pfipojme k tomuto postulatu nékolik poznamek. Polohovy
vektor r zde neznamena polohu c¢astice, ale jeho tfi slozky z, vy, z
jsou spolu s casem proménnymi ve vlnové funkci . Vyrok, ze ¢
uplné popisuje stav znamena, ze z vinové funkce je po jejim ur-
¢eni mozné pomoci jednoznac¢ného algoritmu vypocitat libovol-
nou vlastnost ¢astice v ptislusném stavu. Pozadavky na spojitost
funkce v a jejich parcialnich derivaci jsou neoddélitelnou soucasti
postulétu a vynechéni byt i jediného z nich by znamenalo ztratu
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platnosti teorie. Naproti tomu zminka o komplexnim charakteru
vlnové funkce 1) znamend, Ze obecné je sice ¥ komplexni, ale
mize byt a casto i byva redlna. Co fyzikalné znamenaji oba pfi-
pady, zjistime v dalsim vykladu.

2.1.2 Statisticka interpretace vlnové funkce

Vlnova funkce v sice slouzi k tplnému popisu stavu castice,
avsak jeji hodnoty nemaji konkrétni fyzikalni vyznam. Interpre-
tace vlnové funkce byla odvozena z experimentalnich pozorovani
a ma statisticky charakter. Z vinové funkce odvozena veli¢ina

p(F 1) = [Y(F,1)]” (2.1)

totiz znamené hustotu pravdépodobnosti polohy cdstice, tj. hus-
totu pravdépodobnosti, zZe se ¢astice v daném casovém okamziku
t nachazi v misté r. Znamena to, ze

dP = p(r,t)dV = |y (r,t)[2dV (2.2)

je dil¢i pravdépodobnost, ze se ¢astice nachéazi (byla by mé-
fenim zjisténa) ve velmi malém okoli bodu r o objemu dV. V
souvislosti s se vlnové funkci téz nékdy rika amplituda prav-
dépodobnosti. Na zakladé predchozich dvou vzorcu je pfirozené
pozadovat, aby thrnna pravdépodobnost, Ze se Castice nachézi
kdekoliv v prostoru, byla rovna jedné, tj. aby byla splnéna pod-
minka

[l npav =1, (2.3)

kde integracni symbol bez mezi zde neznamena neurcity integral,
ale zastupuje tfirozmérnou integraci pres cely prostor. Tento
zpusob oznacovani integrace pres cely prostor budeme pouzi-
vat 1 v dal$im textu, nebude-li feceno jinak. Pokud provedeme
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integraci veli¢iny (2.1 pfes kone¢ny objem symbolicky oznaceny
znakem (), vypocitame pravdépodobnost

PQ:/Qw(r,t)PdV, (2.4)

ze se Castice nachéazi uvnitt objemu 2. Vyraz 1 — P pak pocho-
pitelné znamend pravdépodobnost nalezeni ¢astice vné objemu
Q.

Vztahu se 1ika normovaci podminka a o vlnové funkce,
které ji splnuji, nazyvame normované vinové funkce. K otézce
normovani vlnové funkce se jesté vratime v dalsim vykladu.

Z normovaci podminky Ize mimo jiné zjistit fyzikalni
rozmér vlnové funkce 1. Je evidentni, Ze veli¢ina [¢) (T, t)|? ma
rozmér prevraceného objemu, takze samotnéa funkce 1 se méri
v jednotkédch m™3/2 (avsak v piipadé jednorozmérného pohybu
v m~/? a v pfipadé dvourozmérného pohybu v m™!).

2.1.3 Princip superpozice stavi

Vétsina fyzikalnich obortt ma linearni charakter, to znamenéa ze
jejich zakladni rovnice, pfipadné soustavy rovnic, jsou linear-
nimi diferencidlnimi rovnicemi a Ze i fada dalSich vztahd ma
linearni povahu. Tato skutec¢nost vyplyva z experimentalnich po-
zorovani a je obvykle vyjadiena formulaci principt superpozice
(skladani) urcitych fyzikalnich veli¢in. V klasické mechanice se
skladaji naptiklad rychlosti téles a sily na né pusobici, skladaji
se amplitudy elektromagnetickych vin, akustickych signali nebo
vln na hladin€ vody. V kvantové mechanice se ukazalo, predevsim
rozborem experimentid dokladajicich vlnovou povahu castic, ze
je tfeba skladat vlnové funkce (amplitudy pravdépodobnosti).
Tomu potom v kvantové mechanice odpovida tzv. princip super-
pozice stavi. Nejprve zde uvedeme jeho formulaci.
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Princip superpozice stavi

1. Jestlize se kvantovy systém mtiize nachazet ve stavu popsa-
ném vlnovou funkci v; a jestlize se také mize nachéazet ve
stavu popsaném vlnovou funkci 1), potom je principialné
realizovatelny i kazdy stav, jehoz vlnova funkce ¢ ma tvar

Y = 11 + catha, (2.5)

kde ¢; a cg jsou libovolna komplexni c¢isla.

2. VInova funkce v a jeji libovolny nasobek Ay, kde A je li-
bovolné nenulové komplexni ¢islo popisuji tentyz stav.

Princip superpozice velmi podstatné ovliviiuje zakladni rysy
matematického aparatu kvantové mechaniky a s jeho disledky se
budeme setkavat v celém dalsim vykladu. PredevSim umoznuje
nalézt odpovéd na otézku, jaky je charakter mnoziny vSech moz-
nych vlnovych funkci ¢ popisujicich vSechny stavy pevné zvole-
ného kvantového objektu. Ukazuje se na zakladé rovnice , ze
tato mnozina je z matematického hlediska linedrnim prostorem.
Budeme tento prostor nazyvat stavovym prostorem a oznacovat
symbolem V. K tomu je ale zapotiebi zdtraznit dvé fakta:

e stavovy prostor V musi z matematickych divodia obsaho-
vat nulovy prvek ¢ = 0, kterému vSak (jako jedinému)
neodpovida zadny realny stav,

e stavovy prostor V musi jakozto linearni prostor obsaho-
vat i funkce v, které nesplituji normovaci podminku ([2.3);
mezi vSemi funkcemi tvaru Ay popisujicimi podle bodu 2.
principu superpozice tentyz stav vSak lze vzdy vybrat (sta-
novenim hodnoty parametru A\) normované vlnové funkce.
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Je ucelné zavést v prostoru V skaldrni soucin (1)1, 12) uspo-
fadané dvojice funkci v; a 1y predpisem

(Wr,vz) = [wivaav. (2.6

Pomoci skalarniho soucinu lze napriklad zapsat normovaci pod-
minku (2.3) ve tvaru vzorce

(Y, ) =1 (2.7)

nebo v pripadé platnosti rovnice

(Y1,12) =0 (2.8)

nazyvat funkce 1 a ¥y ortogondlnimi vinovymi funkcemi. Orto-
gonalni vinové funkce 1 a 19, které jsou navic obé normované,
tj. pro néz plati (¢1,v1) = (¥2,19) = 1, nazyvame ortonormal-
nimi funkcems.

Symbolu skalarniho souc¢inu budeme casto pouzivat pfi od-
vozovani nékterych vztaht jako zkratky za integraly majici tvar
pravé strany rovnice a tim prispivat k prehlednéjsimu po-
pisu provadénych matematickych operaci. Bude proto uzite¢né
pripomenout nékteré vlastnosti skaldrniho soucinu (¢1, ¥s):

o (Y, c1th1 + cathe) = c1(¥, 1) + c2(¥,¢2),
o (U, 0) =(p,9)",
o (¥,¥) 20,

e (V,¥)=0=¢=0.

Je treba dat pozor na pravidlo, které je disledkem spojenim
prvni a druhé z uvedenych vlastnosti: (c;91+cotha, V) = ¢ (Y1, ¢)+
c3 (19, 1). Platnost vSech uvedenych pravidel lze snadno ovéfit
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piimo pomoci definice . V dalsim textu je budeme velmi
casto pouzivat.

Vratme se znovu k otdzce normovani vinovych funkei. V dal-
sim vykladu se postupné presvédcime, ze vétsina rovnic kvantové
mechaniky, z nichz se vlnové funkce pocitaji, ma takovy charak-
ter, ze urcuji sva feSeni az na libovolny multiplikativni faktor,
tj. spolu s feSenim ¢ maji rovnéz feSeni A\, A # 0. Z prin-
cipu superpozice vyplynulo, ze vSechna tato feSeni, mezi nimiz
jsou vlnové funkce normované i nenormované, znamenaji tentyz
stav, takze uvedend nejednoznacnost feseni ptislusnych rovnic
neni podstatna pro urceni stavu castice. Naproti tomu zaroven
uvidime, ze vSechny vypocetni postupy vedouci od vypocitané
vlnové funkce k urceni vlastnosti kvantového systému vyzaduji
dosadit do vypoctu normovanou vlnovou funkci. Jestlize tedy zis-
kame vypoctem pro popis urcitého stavu castice vlnovou funkci
Unenorm, Nebude pravdépodobné splinovat normovaci podminku,
ale je mozné najit funkci ¥,orm = Apenorm popisujici tentyz
stav a zaroven spliiujici normovaci podminku. Pro urceni A musi
ziejmé platit

]‘ = (¢no7‘ma ,QZ}TLOT’m) = A*A(wnenorm Y wnenorm)a
takze pro A vychéazi
A2 = ! ~ - ! ¢

(wnenorm ) wnenorm) (wnenorm ) wnenorm)l/2

Parametr n ve vysledku pro A je fyzikalné nepodstatny a diky
tomu se (bez ijmy na obecnosti) vétsinou voli vysledek ve tvaru
kladného realného cisla

1
(¢nenorm ) ¢nenorm)1/2 ‘7

kterému se 1ikd normovaci faktor. Pravé popsana procedura ve-
douci od Yyenorm K Unorm s€ nazyva normovdni vinove funkce.

A=
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Vratme se nyni znovu k principu superpozice, konkrétné ke
vzorci . Je namisteé si polozit otazku, jaky je smysl komplex-
nich konstant ¢; a ¢y v linearni kombinaci ¢ + co1)9. Spravnou
odpovéd mize naznacit nasledujici tivaha: Budeme-li predpoklé-
dat, Ze vlnové funkce 1; a 15 jsou normované neboli ze plati
(1,11) = (¥a,%9) = 1 a navic vzdjemné ortogonalni, tj. Ze
(11,12) = 0 a budeme-li pozadovat aby i funkce ¢ byla normo-
vand, snadno zjistime, ze

1= (Y,¢) = (11 + catha, 10y + cothy) =
crer(Wr, Y1) + caca (2, ¥a) + cica(hn, ta) + e1ch (2, ¥r).

a po dosazeni vysSe uvedenych predpokladi odtud vyjde pod-
minka
|C1‘2 + |CQ|2 = 1.

To lze interpretovat tak, ze systém v kvantovém stavu ¢ se
s pravdépodobnosti |c;|? naléza ve stavu 1, a s pravdépodob-
nosti |cs|? ve stavu 1h,. K lepsimu pochopeni této nepiilis jasné
véty je mozné uvést nasledujici priklad: Dejme tomu, ze vlnova
funkce 1), popisuje stav castice, ktery je charakteristicky tim,
Ze pri méfeni veliciny F' se ziska jeji pfesna hodnota Fi, tj. Ze
pri libovolném poctu opakovanych métreni vzdy vyjde £} a ze ve
stavu 19 méa velicina F' v tomtéz smyslu presnou hodnotu Fj.
Potom plati, Ze uvedeme-li ¢astici do stavu ¢ = c111 + cot)s,
dostaneme pii mnohokrat opakovaném méfeni velic¢iny F' stii-
davé pouze hodnoty F; a F; (zadné jiné) a jejich ¢etnosti budou
shodné s &isly |c1]? a |ea?

Neni obtizné zobecnit uvedené zavéry na pripad Sirsi kombi-
nace vlnovych funkci typu

I zde je v vlnovou funkci nového stavu, v némz jsou za piedpo-
kladu splnéni normovacich podminek pro vSechny funkce v i1, a
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za predpokladu vzajemné ortogonality funkei 1, pfitomny s va-
hami |c,|? typické rysy jednotlivich stavii 1,. Podobnou inter-
pretaci miizeme prisoudit stavu ur¢enému vzorcem i tehdy,
jestlize funkce 1, nejsou vzajemné ortogonalni, avsak statistické
vahy zastoupeni dil¢ich stavii v, v ¢ jsou v tomto piipadé dany

vvvvvv

rovny |c,|*.

2.2 Fyzikalni veli¢iny v kvantové me-
chanice

2.2.1 Pojem operatoru

V predchozim oddilu jsme se vénovali popisu stavu mikrocastice
a bylo pritom zdiraznéno, ze prechod od popisu mechanického
chovani makroskopickych téles ke studiu chovani mikrocéstic je
spojen s podstatnou revizi zpisobu popisu stavi ¢astic (vlnové
funkce misto soutfadnic a hybnosti, statisticka interpretace vinové
funkce, princip superpozice stavii ¢astic). Nyni pfejdeme k otaz-
kam, jak jsou v kvantové mechanice chapany fyzikalni veli¢iny a
i zde uvidime, ze matematicky aparat nutny k jejich popisu je
pritom i otazky, zda jsou fyzikalni velic¢iny zavedené a pouzivané
v klasické mechanice pouzitelné i k popisu mikrosvéta a v jaké
mife je zapotiebi zavadét veli¢iny nové.

V klasické mechanice vystupuje kazda fyzikalni veli¢ina ob-
vykle jako funkce, jejiz ¢iselné hodnoty ptimo koresponduji s hod-
notami naméfenymi pro ni v experimentu. V kvantové mecha-
nice se vSak ukéazalo, Ze pro praci s fyzikdlnimi veli¢cinami je
nezbytné rovnéz sdhnout po komplikovanéjsich matematickych
pojmech. Fyzikalni velic¢iny v ni vystupuji jako operatory jistého
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typu definované na stavovém prostoru V), jehoz prvky jsou vlnové
funkce v, a to navzdory tomu, ze i pfi méfeni fyzikalnich veli¢in
vztahujicich se k mikrocasticim maji vysledky charakter cisel.
Pred vykladem zptisobu vyuziti operatort pro popis fyzikalnich
veli¢in se nejprve stru¢né zamérime na pojem operatoru.

Pod operatorem o definovanym na stavovém prostoru )V ro-
zumime matematicky objekt, ktery kazdému prvku ¢ z V jedno-
znacné prifadi jiny (piipadné i tentyz) prvek ¢ z V. Tuto operaci
budeme zapisovat takto:

0=0¢, YeV,peV.

Uvedme nékolik konkrétnich pfipadt operatort (pro jedno-
duchost se zatim omezime na pfipad jediné castice, kdy ma
funkce v pouze proménné xi, x, a x3:

. . . P
Vrp =39, Qu=u?, Dup=1"
T
S e o . Py Py 0%
Ky =v¢*, Xw=wv, Ly= 017 + or - ik A1(2.10)

7 velmi bohaté nabidky matematickych operatori jsou pro
pouziti v kvantové mechanice vyznamné operatory, kterym ii-
kame linearni a hermitovské. Operator @ je linearnt, jestlize pro
libovolné dvé komplexni ¢isla ¢; a co a libovolné dvé funkce
a Yy z V spliiuje rovnost

@(Cﬂ/)l + 0277/12) = 61@’(/)1 + 02@¢2. (211)

_ Z operatort (2.10) jsou napiiklad linearnimi operatory M,
D,, X a L. Operator O je hermitovsky, pokud pro libovolné dvé
funkce ¥ a ¢ z V plati

A A A

(¢, OY) = (Op, ) = (1, Op)". (2.12)
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Dtilezité charakteristiky operatoru O pouzivané v kvantové
mechanice souvisi s rovnici

OY = \ip, (2.13)

jejimz feSenim se urci neznamé funkce 1) a neznama cisla \. Zpra-
vidla je to diferencidlni rovnice (je-li O diferenciélni operétor,
tj. obsahuje-li derivace). Rovnice ma nejcastéji netrivi-
alni feSeni (¢» #Z 0) pouze pro nékteré hodnoty parametru A.
Kazdéa hodnota A, pro kterou ma nenulové feseni, se na-
zyvé vlastni islo (té7 vlastni hodnota) operatoru O a piisluiné
feseni v se nazyva vlastni funkce operatoru ©. Charakter mno-
ziny vsSech vlastnich ¢isel A\ i mnoziny vSech vlastnich funkei v
ovSem podstatné zaviseji na typu operatoru 0.

Nebudeme zde provadét rozbor rovnice z uplné obec-
ného hlediska, ale zizime dalsi vyklad pouze na pripady, kdy v
ni vystupuje linedrni a hermitovsky operator O. Je-li operator
O hermitovsky (tj. splituje-li podminku 1) ), jsou jeho vlastni
¢isla redlna. Vyjadiime-li totiz vztah pro piipad ¢ = o,
dostaneme rovnosti

(1, 09) = (00, 4) = (¢, 0p)"
a dosadime-li za 1) FeSeni rovnice ([2.13)), vyjde

(¥, Ov) = AW, ¥) = (¥, 0¥)" = X" (¥, )"

Z vlastnosti skaldrniho sou¢inu snadno plyne, Ze (¢, 1)) ma nutné
realnou hodnotu, takze musi platit i rovnost A = \*. Kazdé
vlastni ¢islo A hermitovského operatoru je tedy realné.
Pokusme se déle vysettit vzajemny vztah dvou vlastnich funkci

Y a ¥ operétoru O prislusejicich dvéma navzajem riznym vlast-
nim &slim A # \. VyuZijeme opét vztahu , do néhoz do-
sadime misto funkci ¢ a ¢ dvojici funkci ¢ a ¥ a dostaneme
rovnost

(¥, OY) = (v, OY)*,
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kterou upravime pouzitim rovnice 1) a rovnice @1[} = M\ na
tvar (vlastni ¢isla A a A jsou vzdy, jak jsme jiz ovérili, redlnal)

A, 9) = N, 9)" = A1, ¢)

neboli

Plati tedy zavér, ze

A£X= (,0) =0.

Libovolné dvé vlastni funkce téhoz operatoru, jimz prislusi na-
vzajem ruzna vlastni ¢isla, jsou ortogonalni.

Pti pohledu na rovnici si miizeme snadno povsSimnout
skutecnosti, ze k jednomu vlastnimu ¢islu A nepatii jediné vlastni
funkce 1. Je-li totiz ¢ fesenim ([2.13)), je jejim Fesenim automa-
ticky i kazdy nésobek ci, ¢ # 0 (zde je dulezity predpoklad, zZe
operator O je linedarni). Tato nejednozna¢nost nam nebude va-
dit pii pouziti rovnice (2.13) v kvantové mechanice, kdy bude
jeji feseni mit obvykle vyznam vinové funkce. Nasim konecnym
cilem totiz nebude vypocitat z ni funkci v, ale urcit kvantovy
stav castice, ktery je vinovou funkci ¢ popsan. Jiz diive vSak
bylo zdtraznéno, ze vSechny funkce tvaru ¢y odpovidaji témuz
stavu. MZeme z nich napiiklad vybrat takové feSeni (vypoctem
Cisla ¢), které spliiuje normovaci podminku.

Tim co bylo feceno v pfedchozim odstavci, se ale otazka cha-
rakteru mnoziny vlastnich funkei piislusnych jedinému vlastnimu
¢islu nevycerpava. Velmi casto nastava situace, kdy rovnici
vyhovuje pro dané A vice riiznych funkci v, aniz by néktera byla
nasobkem druhé. Zkusme nejprve predpokladat, ze miize dojit
k tomu, zZe plati

Ons = AMa1,  Othna = Mg, thag # Vs,
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tj. ze dvé rizné funkce 1y, a ¥y patii k témuz vlastnimu cislu
A. Diky pfedpokladu, ze operator O je linearni, vSak snadno
zjistime, ze plati

O(crtha+cathng) = 1OV 40050 = cr b+ rg) = Mt +caths)

neboli ze kazda funkce 1 = (c19x1 + c2?x2) je pro libovolna kom-
plexni ¢isla ¢; a ¢o rovnéz vlastni funkci O prislusnou vlastnimu
¢islu A. Tento poznatek mtzeme snadno zobecnit i na pripad vice

nez dvou funkci. Pfedpokladajme, Ze pro d, funkci ¥, plati
OYra = My, a=1,2,... dy. (2.14)

Vytvorime-li libovolnou linearni kombinaci funkei vy, tvaru

dx
Uy=> cathra (2.15)
a=1
se zcela libovolnymi komplexnimi koeficienty ¢, « = 1,2, ..., d,,

miizeme opé€t snadno ovérit, ze je splnéna rovnost

dx dx
OV, =03 cythra =AY cathra = AU,
a=1 a=1
neboli ze funkce ¥, je rovnéz vlastni funkci operatoru O pii-
slusnou vlastnimu ¢islu \. Je prirozené plozit si otazku, jaky je
charakter mnoziny vSech moznych vlastnich funkci operatoru o
prislusnych jednomu zvolenému vlastnimu ¢islu A\. Z predcho-
ziho vykladu vyplyva, Ze je to z matematického hlediska linearni
prostor (libovolna linedrni kombinace jeho prvkii je opét jeho
prvkem), ktery budeme oznacovat V. Funkce ¥, jsou vsak také
prvky stavového prostoru V, takze plati ¥, € V\, C V.
Jsou-li pfirozené ¢islo dy a funkce v, vybrany tak, aby funkce
¥ra byly linedrné nezavislé (tj. aby zadna z nich nebyla line-
arni kombinaci ostatnich) a zaroven aby k témuz vlastnimu ¢&islu
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) neexistovala zadné dal§i vlastni funkce operatoru O, kterou
nelze vyjadrit ve tvaru , znamend dy dimenzi prostoru V,
a funkce ¥xa, @, ..., \ tvofi jeho béazi. Zapis rovnice ve
skutecnosti odpovida nahodné zvolené bazi a misto ni je mozné
vytvorit nekone¢né mnoha zpiisoby volbou d) linearné nezavis-
Ijch funkei z mnoziny V) i baze jiné. Z teoretického i praktického
hlediska je velmi vyhodné, i kdyz nikoliv nezbytné, ponékud tuto
volnost zazit a konstruovat baze ortonormalni. Rovnice
proto byva c¢asto doprovazena podminkami ortonormality

(w)\om 7%[3) = 6Au5a,37

v nichz je prvni Kroneckeriv symbol d,, vzdy pfitomen, nebot
vlastni funkce jsou pro dvé ritzna vlastni ¢isla ortogonalni, za-
timco druhy symbol d,4 je pfitomen pouze tehdy, byla-li baze
konstruovana jako ortonormalni.

Jev, ktery spociva v tom, ze existuji dvé nebo vice line-
arné nezavislych vlastnich funkei operatoru O k témuz vlastnimu
¢islu A, se nazyva degenerace vlastniho cisla X\. O samotném cisle
A se 1ika, Ze je to degenerované vlastni ¢islo nebo podrobnéji d -
ndsobne degenerované vlastni cislo. Prirozené ¢islo d) se nazyva
stupen degenerace vlastniho cisla \. V pripadé, ze d) = 1 fikame,
ze A\ je nedegenerované vlastni cislo.

Vlastni ¢isla operatoru mohou spojité vyplinovat urcity in-
terval (pfipadné nékolik oddélenych intervalti) ¢isel nebo tvofit
diskrétni posloupnost jednotlivych cisel. Nebudeme se zde po-
kouset o uplnou klasifikaci vS§ech moznosti.

Protoze je vysledkem ptisobeni operatoru na funkci opét funkce,
je mozné na funkci aplikovat postupné dva i vice operatort.
Napr. je-li X A

=010, x= 0,

miizeme oba tyto vztahy shrnout zapisem

X = @2@1¢
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a chapat operatorovy vyraz 0,0, jako soucin operatori Oy a
O,. Pii této operaci je podstatné v jakém poradi byly operatory
aplikovany. V operatorovém poctu totiz neni nasobeni komu-
tativni (zaménitelné) jako nésobeni redlnych nebo komplexnich
¢isel. Pro fadu dvojic operatoru plati, ze @1@2 #* @2@1. O ta-
kovych operéatorech fikdme, Ze jsou nekomutativni (také Ze ne-
komutuji). Pro snadnéjsi zapis komutac¢nich vlastnosti operatort
se zavadi pojem tzv. komutatoru

[@1, @2] = @1@2 - @2@1.

Nulovéa nebo nenulova hodnota komutatoru dvou operatort zna-
mena, ze doty¢né operatory komutuji nebo nekomutuji. Rovnice,
které urcuji hodnotu komutatoru nebo vyjadiuji vztah vice ko-
mutatori se obvykle nazyvaji komutacni relace.

Po tomto stru¢ném tivodu vénovaném pojmu operator se vra-
time k charakteru fyzikalnich veli¢in v kvantové mechanice.

2.2.2 Operatory fyzikalnich veli¢in

P1i budovani teoretického aparatu kvantové mechaniky se ukéa-
zalo, ze fyzikalni veli¢iny v ném hraji roli operatorii definovanych
na stavovém prostoru V. Nejprve o této skutecnosti vyslovime
postulat, ktery je souhrnem nékolika tvrzeni a potom jeho strohé
formulace doplnime komentaiem.

Postulat o operatorech fyzikalnich veli¢in

1. Kazdé fyzikélni veli¢iné F' je v kvantové mechanice prifazen
linedrni a hermitovsky operator F'.

2. Zéakladnim fyzikalnim veli¢cindm mechaniky — souradnicim
castice x1, 9, r3 a slozkdm hybnosti castice py, p2, p3 — jsou
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prifazeny operatory 1, Tz, T3 a p1, pa, p3 podle schématu
N - . L 0
xk—>xk:$k17 Pk —>pk:_2h77 k:17273
8l’k

neboli zapsano vektorove

r—#=rl, p— p=—ihV.

. Je-li fyzikalni veli¢ina F' vyjadfena pomoci zakladnich me-

chanickych veli¢in vztahem F' = F(r, p), je ji pfifazen ope-
rator podle schématu

F — F = F(#,p).

. Mnozina vlastnich ¢isel operatoru F' koresponduje s mnozi-

nou moznych hodnot veli¢iny F' naméfenych v jednotlivych
aktech experimentu.

. Skalarni soucin (¢, F 1) koresponduje za predpokladu, Ze

1) je normovana vinova funkee (tj. ze (¢, 1) = 1) se stfedni
hodnotou (F), veli¢iny F' ve stavu ¢ vyhodnocenou z do-
statecné velkého poctu jednotlivych aktti experimentu.

Tento postulat jesté doplnime dvéma vyroky, které vystihuji

dilezita fakta. Nejsou to jiz postulaty, ale vyroky platné v mate-
matice nebo tvrzeni odvoditelna z diive uvedenych tvrzeni. Pro
snadnéjsi orientaci v nasledujicim komentaii vsak budeme po-
kracovat v Cislovani.

6. Mnozina vsech vlastnich funkci v,, operatoru F' tvoii ve

stavovém prostoru V uplnou béazi, to znamena ze kazdou
funkci ¢ € V lze jednoznacné vyjadrit jako linearni kom-
binaci ¥ = )", c,¥y.
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7. Kazda vlastni funkce v, operatoru F fyzikalni veli¢iny F
popisuje specificky stav ¢astice, v némz ma veli¢ina F' tzv.
ostrou hodnotu shodnou s hodnotou vlastniho ¢isla F;,, to
znamena, ze pii opakovaném meéfeni F' v tomtéz stavu se
vzdy naméri F' = F),.

Ptipojme k témto tvrzenim nékolik poznamek. K pravidlu pro
bodu ¢is. 3 je tfeba dodat, ze pokud je tieba prisoudit opera-
tor soucinu dvou veli¢in A a B, jejichz operatory AaB nejsou
komutativni, takze hrozi nejistota tykajici se spravného potradi
obou operatori v soucinu, postupuje se podle pravidla

F—AB — F= ;(AB+ (BA).

Bod ¢is. 4 je spojovacim miistkem mezi teorii a experimentem
tim, ze dava do souvislosti teoreticky vypoctenad vlastni cisla
operatoru F, ktery je soucasti formalniho aparatu kvantové me-
chaniky, s ¢iselnymi hodnotami veli¢iny F' naméfenymi v expe-
rimentu. To vynikne zejména v pripadech pro kvantovou mecha-
niku typickych, kdy jsou fyzikalni veli¢iny kvantovany. Nikdy
nelze naméfit v jednom aktu experimentu pro velicinu F' ¢isel-
nou hodnotu, ktera by nebyla shodna s nékterym vlastnim ¢islem
F,. Vzorec pro stfedni hodnotu fyzikalni veli¢iny F' podle bodu
¢is. 5 lze upravit na prakti¢téjsi tvar

(P, = L) (2.16)

CHON

ktery je platny pro jakoukoliv funkci ¢ (i nenormovanou) a pfi
jeho pouzivani pri vypoctech neni treba hlidat platnost normo-
vaci podminky. Vztah predstavuje dalsi spojovaci mustek
mezi teorii a experimentem — jeho leva strana odpovida stfedni
hodnoté veli¢iny F' ziskané v dostatecné pocetné sadé meéteni a
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jeho prava strana se vypocita z teorie. Vzorce miizeme
ihned pouzit k odivodnéni tvrzeni v bodé ¢is. 7. Dosadime-li za
¥ vlastni funkci v,,, dostaneme pro stfedni hodnotu F' ve stavu
U, vysledek

= W) WnFatbn) _p W) _

(t0n, ¥n) (Vs ¥n) (¢on; thn)

Analogickym zptisobem dostaneme i stfedni hodnotu 2 ve tvaru

<F2>1/1n — (¢n,p2'¢n> — (¢n,F3¢n) — F2M _ F2

(¢, 1hn) (¢hn; 1hn) " Wnythn) "

a z téchto dvou vysledki snadno urc¢ime stiredni kvadratickou
odchylku

(OF)* = ((F = (F)y,)*), = (F)y, — (F)}, = Fa — Fi =0.

To skutecné znamena, ze ve stavu v, se pro fyzikalni veli¢inu F'
naméfi jeji ostrd hodnota (s nulovou chybou) a navic shodna s
prislusnym vlastnim cislem F,.

Tvrzeni obsazené v bodé ¢is. 6 ma celou radu disledk, s
kterymi se budeme casto setkavat v dalsim vykladu. Predev§im
je toto tvrzeni navodem ke konstrukci baze stavového prostoru V,
ktera ve vztahu k vybrané fyzikalni veli¢iné F' umoznuje fyzikalné
porozumét kazdému stavu 1. Konkrétnéji, vyjadiime-li vlnovou
funkci ¢ studovaného stavu v podobé ¥ = >, ¢,1,, budeme-si
jisti, ze pii méfeni veli¢iny F' pro ni naméfime pouze hodnoty
F,, a to kazdou s éetnosti |c,|?.

Uvedme nyni nékolik konkrétnich prikladt operatort fyzikal-
nich veli¢in, s kterymi se budeme v dalsim vykladu nejcastéji
setkavat.

Velmi ¢asto budeme potiebovat znat tvar operatoru kinetické
energie 1" ¢astice, pro ktery v klasické mechanice plati

1 P’ pi+ps+o;

T=-mv?="—
2™ T am om
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Nahradime-li v tomto vzorci slozky hybnosti jejich operatory
podle vySe uvedeného schématu, dostaneme operator kinetické
energie Castice ve tvaru

£ 22 | 2 52 2 2 2 2
p1+p2+p3:( ih) 82+82+82 :—hA.
2m 2m \Ox{ Ox;  Oxj 2m

T =

Pti studiu pohybu ¢astice v konzervativnim silovém poli po-
psaném potencialni energi V(r) bude vystupovat jeji operator
V(r), pro ktery jednoduse plati (V' je funkci pouze soutradnic)

V =V(r)i.

Pro operator H celkové energie Castice v konzervativnim poli
potom uz snadno dostaneme vzorec

2

A h A
H=— 04Vl (2.17)

Duvodem pro pouziti oznaceni H pro tento operator (nikoliv
tedy E) je fakt, ze v uvedeném piipadé je celkova energie ¢astice
v klasickém piipadé shodna s jeji Hamiltonovou funkci z kla-
sické mechaniky. V kvantové mechanice ji pak pfislusi operator,
ktery se nazyva Hamiltonuv operdtor, nebo castéji zkracené ha-
miltonidn. I v obecném piipadé, kdy jiz ¢astice neni podrobena
pusobeni pouze konzervativnich sil, je vzdy klasické Hamiltonoveé
funkci pfitazen operator nazyvany hamiltonian.

Uvedme zde jesté tvar hamiltonidnu pro elektricky nabitou
¢astici s nabojem () a hmotnosti M podrobenou vlivu elektro-
magnetického pole popsaného vektorovym potencidlem A a ska-
larnim potencidlem ¢ a soucasné konzervativniho pole s poten-
cidlni energii V. Jeho tvar je

+_ (B~ QALY

H=+* <" 1+ V1. 2.18
s el (2.18)
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Je vidét, ze pri vypnuti elektromagnetického pole (A = 0, ¢ = 0)
a po dosazeni explicitniho tvaru operatoru hybnosti p prejde

vzorec (2.18) v (2.17).

V souvislosti s feSenim tlohy chovani ¢astice v centralnim si-
lovém poli bude klicovou fyzikalni veli¢cinou moment hybnosti L,
pro ktery nalezneme piislusny vektorovy operator (trojici ope-
ratort) podle schématu

L=rxp— L=%xp,

coz po rozepsani do slozek vede k vysledkim

A R . . 0 0
L, = ($2p3 - 3731?2) =1h (56’ a5 352) )

381’2 8953
> © s : 0 0
LQ = (I'gpl — .’L’lpg) =1ih (Ilax3 - Igaxl> y (219)

. 0 0
L3 = (T1pg — Z9p1) = th | x9=— — 21— | .
3 ( 1P2 2]91) ( 28x1 1(%2)

Pro popis vlastnosti a chovani c¢astice v centralnim poli se
vsak 1épe hodi sférické soutadnice r, 8, ¢ a proto se budeme nej-
castéji setkdvat s vyjadienim slozek operatoru momentu hyb-
nosti L v téchto soufadnicich. Pfislusné vzorce budou mit tvar

Ly =ih <sin (baae + cot 6 cos gba> ,

O
A . 0 ., 0
Lo = —ih (cos ¢% — cot fsin ¢8¢> , (2.20)
- 0
L3 = —/lh%

Ptipojime k nim i vyjadfeni druhé mocniny momentu hybnosti

e[ L0 (2, L
L=~ [sineae (Smeae>+sm298¢2 S
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Snadno si povS§imneme, ze operator momentu hybnosti vyjadieny
ve sférickych soutradnicich viibec nezavisi na radialni proménné r.

2.2.3 Komutadnli relace

V ¢asti textu vénované vykladu pojmu operator jsme se setkali s
operacemi s¢itani a nasobeni operatorii. Co se tyka nasobeni ope-
ratort, bylo zdiraznéno, ze na rozdil od nasobeni readlnych nebo
komplexnich ¢isel je toto nasobeni nekomutativni. Pro vystizeni
této vlastnosti u dané dvojice operatort O1 a O, se pouziva ope-
ratorového vyrazu definovaného vztahem

[Ol, 02] = 0102 — Ozél. (222)

Symbolu [Ol, Og] se Fika komutator operatortt O; a O.

JestliZe je komutéator [Ol, Og] nulovym operatorem, jsou ope-
ratory O1 a Oy komutativnd a mtzeme je nasobit v libovolném
poradi. Neni-li tomu tak, jsou oba operatory nekomutativni. Je
vidét, ze pri upravach vyrazi obsahujicich souciny operatori je
tfeba dbat zvysSené opatrnosti. Z tohoto hlediska vypada neko-
mutativnost nékterych dvojic operatori pouze jako neptijemnost
matematické povahy. Uvidime vSak, Ze tato vlastnost v pfipadé
dvojice operatorii reprezentujicich v kvantové mechanice dvo-
jici fyzikélnich Veliéin ma dﬁleiité fyzikélni pozadi Bude proto
¢in vysettit predem, jaké jsou jejich komutacni relace. Nazyvame
tak vztahy urcujici komutétory konkrétnich pari operatori nebo

P1i odvozovani komutacnlch relaci je tfeba mit na mysli, ze
rovnost dvou operatort A a B, kterou zapisujeme vzorcem A =

B, je ekvivaletni tvrzeni, Ze pro vsSechny funkce ¢ € V plati
rovnost Ay = Bi.
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Zacneme otazkou, jaké jsou komutacni vlastnosti operatort
zakladnich mechanickych veli¢in, a sice jednotlivych souradnic
T1, T2 a T3 a jednotlivych slozek hybnosti pq, ps a p3. Snadno
ovérime, ze pro vSechna v a pro libovolnou dvojici indext £ a [
(k=1,2,3; 1 =1,2,3) plati nésledujici dva jednoduché vztahy

[fik,@z]i/i = (llfkﬂ?l - Qizxk)w =0,

(D1, 1Y = (Prbr — D)y = ( ) ( Ory 01, Oz, Oy
V prvnim se uplatni fakt, ze nasobeni ¢isel z; je komutativni a
ve druhém zaménnost parcialnich derivaci podle z; v disledku
vlastnosti vinové funkce (spojitost v i jejich derivaci). Oba vy-
sledky mtzeme zapsat ve formé komutacnich relaci

[‘%k?il] = 07 [ﬁbﬁl] = 67

které tikaji, ze operatory soutradnic ¢astice jsou vzajemné komu-
tativni a Zze operatory slozek hybnosti jsou rovnéz komutativni.
Plati i obecnéjsi tvrzeni, ze dvé libovolné funkce f; a fo zavislé
pouze na operatorech soutradnic ¢astice navzajem komutuji a ze
komutativni jsou i dvé funkce f5 a f; zavislé pouze na hybnosti,
neboli ze plati dalsi komutacni relace

[fl(f'% f2<ff.)] =0, [f3(f))7 f4(i))] =0.

Jen o malo slozitéjsi je vySetieni komutacnich vlastnosti ope-
ratortt vybrané soutadnice x; a vybrané slozky hybnosti p;. Pro
libovolnou dvojici indexti k£ a [ a pro libovolnou funkci ¢ nyni
plati

0 0
[Tk, i)Y = (Zkpy — D) = (—ih) (xkﬁfl — 8:(:;<ka)> =

= (—Zh) <Ik§;€ — (Sklw — $k§z> = —zh&klw
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To je ekvivalentni komutacni relaci
(24, 1] = iho 1. (2.23)

Z ni je vidét, ze odpovidajici si slozky (k = [) polohového vek-
toru 7 a vektoru hybnosti p jsou v kvantové mechanice repre—
zentovény nekomutujicimi operétory S komutaéni relaci ,

vvvvvv

vvvvvv

dussich. Velmi uzitecna jsou pro tento ucel pravidla vyjadiena
vzorci

[A,B] = —[B,A], (2.24)
[A,B+C] = [A,B]+[A, Q) (2.25)
[A, BC| = B[A,C] +[A, B|C. (2.26)

Ovéfeni prvnich dvou pravidel je velmi jednoduché, pii ovétreni
tfetiho pravidla se postupuje nasledovné:

(A BC) = A(BC) — (BEYA = ABC — BAC 1 BAC — BCA —

= (AB—BA)C'+B(AC - CA) = B[A,C]+[A, B|C.

Zejména pravidlo (2.26) je cenné pro odvozovani tvaru slozitéj-

Sich komutatort i komutacnich relaci. Jeho opakovanou aplikaci

se da napiiklad slozeny komutéator [AB3C, K?L] postupné zre-
dukovat na komutatory dvojic operator.

VyzkouSejme si tato pravidla na nékterych ptikladech. Pro

operatory k-té soufadnice a kinetické energie T = p?/2M bude
platit

1 3 1 3 3
ZUk, Z Jfk,Pz Zﬁl[@k,pl Z T, Dilpr =
2 =1 2M 2M =1
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1 e ih
= — Y 1hoyp = — pr,
M ; kPl Vi Pk
takze prislusna komutacni relace vyjadiena ve vektorovém zapisu
bude mit tvar "
1
— D. 2.27
P (2.27)
Naproti tomu pro komutaci zvolené slozky operatoru hyb-
nosti s operatorem potencialni energie dostaneme

[, T] =

O o

L oY oY A%
= —ih (aka Va—xk — m) (— ZBTMW

Odpovidajici komutacni relace, zapsana opét vektorové, tedy zni

e, Vi = —ih[=—

[p, V] = —ihgradV 1. (2.28)

Velmi vyznamné jsou, zejména v souvislosti s popisem cho-
vani castice v silovém poli se sféricky symetrickym potencia-
lem, komutacni relace operatori tii sloZzek momentu hybnosti
L = (L, Ly, L3), které maji tvar

[[:1, zz] = Z.h[:?,, [[:2, Eg] = ih[:l, [Lg, ] Zth (229)

Zkusme si ovérit platnost naptiklad prvni z nich. Je to prilezi-
tost k procviceni opakovaného pouziti vyse zminénych pravidel
pro manipulace s komutétory, zejména apravidla (2.26). Zaéneme
tim, Ze do levé strany prvni komutacni relace ve vzorci
dosadime za operatory Ly a Ly podle vzorci (je zde vy-
hodnéjsi nedosazovat za operatory pj jejich kokretm vyjadieni)
a ziskany vyraz upravime na tvar

[ﬁbfiz] = [@2253—@3252,533]51—@1253] =
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= [Zops, B3P1]—[L3p2, L3pr]| —[L2Ps, T1Ds]+[E3P2, T1P3)-
Dostali jsme tak linearni kombinaci ¢ty sloZzenych komutatori,
z nichZz druhy i tfeti jsou nulovymi operatory, nebot obsahuji
¢tverice operatori navzajem spolu komutujicich. Neni-li to iplné
ziejmé, muze si to Ctendl ovérit jejich peclivym rozepsanim.
Prvni a ¢tvrty komutator obsahuji nekomutujici operatory s
a ps3, jejichz komutator je [3,ps] = ik, takZe po opakovaném

pouziti (2.26) skute¢né dostaneme
(L1, Lo] = &s[ps, @s]p1 + 41[23, Pslpo = ih(21p2 — &ap1) = ihLs.

Podobné se odvodi komutacni relace i pro dalsi dvé dvojice slo-
zek momentu hybnosti. Stoji za povsSimnuti, ze se tyto relace
dostanou jedna z druhé cyklickou zdménou indext 1,2, 3.

Nemalou pozornost zde vénujeme komutac¢nim relacim ope-
ratoru fyzikalnich veli¢in, protoze, jak uvidime, maji vyznamné
fyzikalni disledky. Presto si vSak jesté nejdrive vSimneme jed-
noho dusledku formalné matematického. Uvazujme dvé fyzikalni
velidiny F a G, jim# p¥islusi operatory F' a G a piedpokladejme,
ze maji oba operatory spole¢nou mnozinu vlastnich funkci, tj. ze
plati

@an - nwn7 Gd]n = ann

Budeme-li aplikovat na obé strany prvni rovnice operator G,
dostaneme

GE, = G(Fuih,) = FuGy, = F,Guiby.

Jestlize naopak zaptsobime operatorem F' na obé strany druhé
rovnice, dostaneme podobnym zptisobem vysledek

Odecteme-li nyni prvni rovnici od druhé, dostaneme zfejmé

( G )wn:[ﬁ7é]wn:

Q>
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pro vSechna n. Protoze muzeme libovolnou funkci 1 vyjadrit
ve tvaru linedrni kombinace ¢ = Y}, ¢, 4, a protoze [15 , é} je
linedrni operator (nebot F a G jsou linearni operétory), musi
také platit, ze

[F,GW = [Faé]zcnwn = ch[ﬁ>é]¢n =0.

To ovSem znamena, Ze je splnéna komutacni relace

~

[F,G] = 0. (2.30)

7 toho plyne zavér: Maji-li dva operatory spole¢ny systém vlast-
nich funkci, navzajem spolu komutuji.

Je nepochybné na misté i otazka, zda to plati i obraceneé.
K tomu, abychom na ni nalezli odpovéd, budeme predpokladat,
Ze pro operatory Fad plati komutacni relace a ze pro
operator a plati

E,, = Foiby. (2.31)

Aplikujeme-li na obé strany tohoto vztahu operator Ga vyuZzijeme-
li toho, Ze operatory F' a GG jsou podle 1} vzajemné zameéni-
telné, dostaneme

neboli Ze vlastni funkei operatoru F je spolu s funkci v, také
funkce G¢n. Vzhledem k tomu, Ze v zapisu rovnice je
zahrnut predpoklad, ze vlastni ¢islo F}, je nedegenerované, musi
byt obé funkce vzajemné timérné, tj. musi platit

~

Plati tedy tvrzeni: Je-li [F , é] = 0 a je-li F, nedegenerované
vlastni ¢islo operatoru F, potom je piislusna vlastni funkce 1,
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spolecnou vlastni funkci obou operatort F'i G. Ma-li navic ope-
rator F' vSechna vlastni ¢isla F;, nedegenerovana, znamena to, ze
oba komutujici operatory maji spolec¢ny systém vlastnich funkci.

vvvvvv

d,-nasobné degerované, tj. kdy misto rovnice (2.31)) plati
pwna = annaa (wnou wnﬂ) - 6aﬁ, o, ﬁ = ]-7 27 s adn- (232)

V tomto pripadé ptislusi k vlastnimu ¢islu F;, operatoru F nikoliv
jediné vlastni funkce (a jeji ndsobky), ale vSechny funkce tvaru

®, = Z Coﬂvbnoz

tvotici d,-dimenzionalni podprostor V), stavového prostoru V
s bazi tvofenou funkcemi v,,,. Provedeme-li nyni s d,, rovnicemi

(2.32)) stejné kroky, jako v pfedchozim ptipadé s rovnici ([2.31)),
ziskame vztahy

Gﬁlpna = Fédjna = Fnéwnow

Podle nich je sice kazda z funkeci G’z/)na vlastni funkci operatoru
F', ale neni zéroveti vlastni funkei operatoru G nebot neni na-
sobkem ,,. Vzhledem k tomu, Ze musi byt prvkem prostoru
V., méa obecné tvar

G¢no¢ - Zgaﬁ@bnﬁ‘ (233)
B

Prvky ,, baze prostoru V), vSak byly v rovnici (2.32)) vybrany
nahodné a je mozné se pokusit vybrat vhodnéjsi bazi sloZzenou
napt. z funkei 1,,, majicich tvar

Uy = D TP (2.34)
a splnujicich zaroven podminku

Gr&n'y = Grﬂ;n'ya (dp;n'ya r@;m/) = 57,1/' (235)
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Prvni z téchto vztahii zarucuje, ze i funkce Q/NJM budou opét vlast-
nimi funkcemi operatoru £ a splnénim druhého z nich se stanou
zaroven vlastnimi funkcemi i operatoru G. Algebraickymi meto-
dami lze ukdzat, ze vzdy lze nalézt transformaci tak, aby
byly obé podminky splnény.

Zévérem je tedy mozné vyslovit tvrzeni: Komutuji-li dva ope-
ratory F a G, pak lze vzdy zkonstruovat spolecny systém je-
jich vlastnich funkci. Neznamena to tedy automaticky, ze kazda
vlastni funkce jednoho z operatort je i vlastni funkci druhého.

Nyni si kone¢né miizeme polozit otazku, jaké je fyzikalni po-
zadi komutacnich vlastnosti operatorii fyzikalnich veli¢in a exis-
tence spole¢nych vlastnich funkci. Maji-li dva operatory Fad
spolecné vlastni funkce, znamena to, ze existuji stavy témito
funkcemi popsané, v nichz se pfi méreni naméii pro obé veli¢iny
F' i G soucasné ostré hodnoty. Zaroven je jasné, ze v opacném a
velmi castém pripadé, kdy oba operatory nekomutuji a tedy nee-
xistuji jejich spolecné vlastni funkce, nejsou prislusné dveé veli¢iny
principialné soucasné méfitelné. Alespon jedna z nich, ne-li obé,
je zatizena pfi meéreni objektivni chybou, ktera neni ovlivnéna
ani kvalitou méticiho pristroje, ani nepozornosti experimenta-
tora a ani ndhodnymi vnéjsimi vlivy. To co bylo pravé feceno lze
pochopitelné rozsirit i na souc¢asnou meéritelnost tii i vice velicin.

Kvantitativni strance problému soucasné méfitelnosti vice fy-
zikalnich veli¢in se budeme vénovat v souvislosti s tzv. relacemi
neurcitosti.

2.2.4 Relace neurcitosti

Budeme nyni vénovat pozornost otazce soucasné meértitelnosti
dvou (ptipadné i vice) fyzikalnich velic¢in, kterd je dilezita pii
experimentalnim hledani vzajemnych vztahtt mezi riznymi veli-
¢inami. Je jasné, Ze pro nalezeni vzorcl spojujicich rtizné velic¢iny
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je nezbytné tyto veli¢iny méfit v témze case a s minimalni moz-
nou chybou. V ramci klasické fyziky je to principialné splnitelny
ukol. Chyby, které se pfi méfeni vzdy vyskytuji, sice neni mozné
uplné odstranit, ale peclivym usilim minimalizovat a presnymi
algoritmy pro vyhodnocovani experimentalnich dat dojit k uspo-
kojivym fyzikalnim zakontim. Kvantova mechanika vSak do této
problématiky pfinesla zfetelné odlisny stav.

Budeme zkoumat problém soucasné méfitelnosti dvou fyzi-
kalnich veli¢in A a B, pro jejichz operatory A a B plati komu-
tacni relace

[A, B] = iK. (2.36)

Abychom mohli sledovat odchylky hodnot veli¢in A a B kolem
jejich stfednich hodnot (A) a (B), zavedeme operatory téchto
odchylek

AA=A— (M1, AB=B-(B). (2.37)

Snadno se ovéri, ze pro operatory AA a AB plati stejné komu-
tacni relace jako pro A a B, tedy

[AA,AB] = iK. (2.38)

Za méiitko velikosti chyb pii méreni veli¢in A a B zvolime
jejich stfedni kvadratické odchylky definované pomoci AAaAB
takto:

A = [((AA)2] = (4, (AB)* )|,
0B = [((ABP)'?| = (4, (AB)*)'| (2:39)
Veli¢inam dA a 6B se v kvantové mechanice obvykle fika neur-
citosti fyzildlnich velicin A a B.
Nejprve vytvorime nasledujici nesporné vzdy nezapornou ve-
licinu

1(§) = ((€AA —iAB), (EAA —iAB)Y)) > 0. (2.40)
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Je vidét, ze funkce 1(£) je kvadratickou funkei proménné ¢:

I() = &(AAy, AAy) —
—i&(AAY, AB) + i (ABy, AAy) + (AAp, AAy)2.41)

Vzhledem k tomu, Ze operatory AA a AB jsou hermitovské, da
se vyjadfeni /() upravit na tvar

1(6) = (v, (AA)*p) — - N
—i€(, AMAABY) + i€ (v, ABYAAY) + (¥, (AA)*))(2.42)

S prihlédnutim k definicim (2.39)) snadno shledédme, ze ve vzorci
pro I(&) se jiz vyskytuji neurcitosti A a dB:

I(¢) = €(5A)* —i€(, [AAAB — ABAAJp) + (5B)*.  (2.43)

Ve druhém clenu linedrnim v proménné £ se objevil komutator,
ktery mizeme vyjadrit z (2.38)) a upravit tak predchozi vztah na
tvar

I(§) = E(0A)* + ((K) + (6B)* 2 0. (2.44)

Tim jsme dospéli ke kvadratické nerovnosti, kterd musi byt spl-
néna pro vSechny hodnoty realné proménné £. To je mozné jen
tehdy, ma-li kvadraticky trojclen vyskytujici se v (2.44) pouze
jeden a nebo zadny realny koten a to vede k podmince, aby pii-
slusny diskriminant byl nekladny, tj.

(K))? — 4(6A)(5B)? < 0, (2.45)
ktera po malé upravé dostava podobu tzv. relaci neurcitosti
1
0AéB > 3 |(K)|. (2.46)

Tento vzorec plati obecné a jeho konkretizaci mtizeme ziskat re-
lace neurcitosti pro fadu konkrétnich dvojic fyzikalnich velicin.
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V souladu s tim, co jiz bylo uvedeno, je opét vidét, ze klicovou
roli hraje stfedni hodnota komutatoru K prislusnych dvou veli-
¢in na pravé strané (2.46). Je-li nenulova, nemiize nikdy nastat
piipad A = 6 B = 0 a obé veli¢iny nelze soucasné presné urcit.
V pripadé nulového komutatoru K neni relace jiz tak za-
jimavéa, nebot je splnéna automaticky. Pro neurcitosti 6A a 6B
mohou nastat obecné vSechny ptripady a v nékterych stavech i
piipad 0A = 6B = 0. Proto mluvime o principiadlni soucasné
méfitelnosti.

Pti konkretizaci nerovnosti je prirozené zacit opét u za-
kladnich mechanickych veli¢in — soufadnic a hybnosti. Pfipomeneme-
li si komutaéni relaci [, p] = ifil, mizeme dosazenim do (2.46)
ziskat velmi zavaznou relaci neurcitosti

h
oy Opr, > 5 (2.47)

které se tika Heisenbergova relace neurcitosti. Tato relace nas
predevsim nuti vzdat se pojmu trajektorie ¢astice — ta totiz vy-
zaduje soucasnou znalost polohy i hybnosti c¢astice. Kazdy, kdo
se zaCina seznamovat s kvantovou mechanikou, se musi s timto
problémem vyrovnat a vzdat se predstavy, ze mikrocastice se
v prostoru premistuji podobné jako makroskopické télesa, je-
nom v jiném méritku. Pro nikoho neni jednoduché tuto chybnou
predstavu nahradit predstavou jinou.

7 nerovnosti je vidét, Ze tvrzeni o nesouméfitelnosti
plati jen pro odpovidajici si slozky polohového vektoru a hyb-
nosti. Naproti tomu veli¢iny x, a p; jsou pro k # [ soucasné
métitelné, nebot prislusné operatory komutuji. Pravé tak jsou
soucasné mertitelné i vSechny soutadnice z; navzajem i vSechny
slozky hybnosti p; navzajem. Je tedy mozné ur¢it meéfenim v ur-
¢itych stavech polohu ¢éstice (ale nikoliv zaroverti jeji hybnost) a
v uréitych jinych stavech hybnost ¢astice (ale ne polohu). Casto
ovsem tyto specifické situace predstavuji idealizaci, ke které se
fyzikalni realita mize pouze pfiblizit.
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Relace neurcitosti vylucujici soucasnou méritelnost budou
platit i pro dvé veli¢iny, z nichz jedna zavisi pouze na soutradni-
cich ¢astice a druhéa pouze na jeji hybnosti. V tom pripadé jsou
totiz prislusné operatory nekomutativni. Dilezitym konkrétnim
pfipadem jsou kineticka energie 7T'(p) Céastice a jeji potencialni
energie V(7). Navic oba spolu nekomutujici operatory T aV ne
komutuji ani s hamiltonianem, ktery je jejich souctem. Znamena
to, ze ve stavech s ostrou hodnotou energie F, o které se budeme
prednostné zajimat, maji jeji slozky 1" a V' neostré hodnoty.

Pripomeneme-li si relace neurcitosti pro operatory slozek mo-
mentu hybnosti L1, Ly a Ls (Zddné dva nazajem nekomutuji),
dospéjeme k jesté prekvapivéjsi a komplikovanéjsi situaci, kdy
nejde soucasné mérenim presné urcit jednotlivé slozky téze vek-
torové veliciny. Nelze tedy ani piislusny vektor graficky znézor-
nit. Podrobnéji se k problematice momentu hybnosti vratime pii
vykladu chovani c¢astice v kulové symetrickém poli.

2.3 Vlastnosti a ¢asovy vyvoj stavu
kvantového systému

2.3.1 Nestacionarni Schrédingerova rovnice

K dokonceni popisu zakladniho formalniho schématu kvantové
mechaniky jesté zbyva uvést, jak se v konkrétnich pripadech urci
mozné kvantové stavy ¢astice nebo souboru ¢astic a jak se ziska
popis casového vyvoje stavu c¢astice neboli jak se popise kvan-
tovy proces. V roce 1926 nalezl E. Schrodinger diferencialni rov-
nici, kterd umoznuje jak urceni vlastnosti kvantového objektu,
tak i jeho chovani v danych — obecné ¢asové proménnych — pod-
minkéach. Tato rovnice mé pro kvantovy systém, jemuz piislusi
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hamiltonian (Hamiltoniv operator) H tvar

o
ih, = Hy (2.48)

a nazyva se Schridingerova rovnice. Jejim zakladnim tcelem je
nalézt podle schématu

Y(r,t=ty) — Y(r, t>1p) (2.49)

jejim feSenim vlnovou funkci systému v libovolném case t > t,
je-li zadan pocéateéni stavu pomoci vinové funkce o (r,t = ty).
Rovnice je diferencialni rovnice prvniho fadu v ¢asové pro-
ménné, coz souvisi s postulatem, ze stav ¢astice je plné popsan
vlnovou funkeci. K nalezeni feseni rovnice proto staci zadat
jako jedinou pocateéni podminku tvar vinové funkce v pocatec-
nim casovém okamziku.

2.3.2 Stacionarni Schriédingerova rovnice

Je-li studovany kvantovy systém (¢astice, soustava ¢astic) dosta-
tecné izolovan od svého okoli, je velmi dobie splnén predpoklad,
Ze jeho hamiltonidn H nezavisi na ¢ase, neboli ze dH /dt = 0.
Ukazuje se, ze v takovém piipad€ je mozné feseni rovnice
zjednodusit a navic zavést uzitecné pojmy k popisu vlastnosti
systému. Uvedeny pfedpoklad predevsim umoznuje provést ve
vlnové funkci nasledujici separaci prostorovych a casové promeén-
nych

U(r,t) = o(r)T(t). (2.50)
Pro uréeni soutadnicové éasti o(r) a casové éasti T(t) vinové
funkce 1) staci dosadit predpoklad do nestacionarni Schro-
dingerovy rovnice

() ) :

o = L He(r)
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a vydélit obé strany ziskaného vztahu soucinem ¢(r)7'(t). Tim
se dospéje k rovnici

L1 dT(t)_ﬁhp(r)
EE d o) (2.51)

jejiz zvlastnost spociva v tom, Ze jeji leva strana je zavisla pouze
na case a prava strana je funkci pouze prostorovych promeén-
nych. Splnit tuto rovnici nazavisle na sobé pro kazdé r a pro
kazdé t je mozné jen tim, ze se obé strany budou povazovat za
konstatni. Navic maji obé strany fyzikalni rozmér energie, takze
bude pfirozené oznacit prislusnou konstantu symbolem E. Tim
se rovnice rozpadne na dva vztahy vzajemné provazané
hodnotou konstanty £. Prvnim z téchto vztaht je velmi jedno-
ducha diferencialni rovnice
dT(t)

ih=— = ET(1), (2.52)

jejiz feSeni ma (az na multiplikativni faktor) tvar

E
T(t) = exp(—z’%t) (2.53)
s dosud neurcenou konstantou E. Tuto konstantu je mozné urcit
teprve FeSenim rovnice, kterd je druhyn disledkem rovnice ([2.51)).
Tato rovnice ma tvar

Ho(r) = Eo(r). (2.54)

V této diferencialni rovnici vystupuje hamitonian H studovaného
systému a jeji konkrétni feseni je tudiz mozné az po jeho zadani.
Tato rovnice se tedy vzdy vztahuje ke konkrétnimu fyzikalnimu
systému nachézejicimu se v konkrétnich fyzikalnich podminkach
a jejl TeSeni je klicem k urceni vlastnosti systému i k nalezeni
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feSeni puvodni rovnice (2.48). Rovnice ([2.54) proto patii k nej-

zakladnéjsim a velmi casto pouzivanym vztahtim kvantové me-
chaniky a nazyva se staciondrni Schrodingerova rovnice.

Pripomeneme-li si odstavec s vykladem o operatorech fyzikal-
nich veli¢in, snadno si pov§imneme, Ze rovnice ([2.54)) je zaroven
rovnici pro vypocet vlastnich funkei ¢, a vlastnich hodnot (isel
E,, hamitonidnu H. MiZeme to vyjadrit zapisem rovnice ([2.54))
s dosazenymi fesenimi ve tvaru

f[gpn(r) = Enon(r) (2.55)

a interpretovat cisla F),, jako jedin€é mozné hodnoty energie E
systému, které lze ziskat experimentalnim meéfenim. Energie F,,
se Casto vystizné nazyvaji hladinam: energie systému. Rovnice
a jeji feseni tedy vystihuje jeden ze zakladnich rysi sys-
tému mikrocastic — kvantovani energie. Takto jednoduché to je
ovsem jen v pripadé, kdy mnozina vlastnich hodnot F,, tvori dis-
dim, kdy mohou vlastni hodnoty hamitonianu spojité vypliovat
urc¢ity interval, pfipadné vice intervaltl energii, se vratime poz-
déji. Mezi typické pripady kvantovani energie patii stavy elek-
tronil vazanych v atomech nebo molekuléach.

Svou interpretaci maji i funkce ¢,,. Jsou vinovymi funkcemi
specifickych stavii systému, v nichz méa jeho energie ostrou hod-
notu ¢iselné shodnou s hodnotou prislusného vlastniho ¢isla F),.
Znamena to, ze i pii opakovaném méreni energie se v takovych
stavech vzdy naméri tataz hodnota E,,.

Vratime-li se nyni na zacatek odstavce, uvidime, ze celkovou
vlnovou funkci v (r,t) fesici rovnici dostaneme sloZenim
jeji prostorové a ¢asové ¢asti podle vzorce ve tvaru

Ul 1) = u(r) exp(~i-"1). (2.56)
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2.3.3 Stacionarni a nestacionarni stavy

Vlnovou funkci jsme v predchozim odstavci nalezli jako
feSeni nestacionarni Schrodingerovy rovnice . Je vsak evi-
dentni, Ze je tato funkce zaroven fesenim i stacionarni Schro-
dingerovy rovnice ([2.54)). Mezi funkcemi ¢ (r,t) a ¢(r) je pouze
komplexni multiplikativni faktor exp(—iE,t/h), kterym se daji
obé strany rovnice podle okolnosti rozsitit nebo zkratit
(zavisi totiz pouze na ¢ase, ale nikoliv na 7). Jak jiz bylo dfive
feceno, vlnova funkce a jeji nasobky znamenaji automaticky ten-
tyz kvantovy stav. Navic ma zminény faktor exp(—iF,t/h) abso-
lutni hodnotu rovnajici se 1 a to znamena, ze obé funkce nejenze
znamenaji tentyz stav, ale je-li jedna z nich normovana, je nor-
movand i druhé.

Stavy kvantového systému popsané vinovou funkci tvaru
se nazyvaji staciondrni stavy. Na zakladé predchoziho vykladu
muzeme zformulovat t¥i rovnocenné definice pojmu stacionarni
stav. Za stacionarni stav povazujeme stav

e jehoz vlnova funkce je fesenim stacionarni Schrédingerovy
rovnice,

e v némz ma systém ostrou hodnotu energie,

e jehoz vlnova funkce je zavisla na case pouze prostiednic-
tvim multiplikativniho faktoru exp(—iE,t/h).

Termin stacionarni stav tedy neni dan nezavislosti vilnové funkce
na Case, ale ¢asovou zavislosti danou praveé specifickym faktorem
exp(—iEpt/h). Vinova funkce sama nema fyzikalni vyznam, ale
vypocita-li se ve stacionarnim stavu jakakoliv méritelna veli¢ina,
casova zavislost vilnové funkce se do ni nepromitne. Vezméme na-
priklad libovolnou fyzikalni veli¢inu F' reprezentovanou operato-
rem F , kterd sama o sobé nezavisi na case, a urceme jeji stiedni
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hodnotu ve stacionarnim stavu (2.56)):
(Fyo = (0, F0) = [0 Fyav =
= /gp* exp(+iE,t/h) F g exp(—iBE,t/hdV = /go*ﬁ’go d2.57)

Je vidét, ze vysledek je ¢asové nezavisly. Termin stacionarni stav
je tedy dan predevsim casovou nezavislosti méfitelnych velicin.

Vratme se nyni znovu k nestacionarni Schriodingerové rovnici
a polozme otazku, zda jsme funkcemi vycerpali jeji
vSechna feseni. Odpovéd na ni je zaporna. Jednak plati princip
superpozice, podle kterého libovolna linearni kombinace funkeci

(2.56) tvaru

V(r,t) =Y cupn(r) exp(—zl;;t). (2.58)
n

popisuje mozny (realizovatelny) stav tétoz kvantového objektu
s hamitonidnem H — stavy totiz jisté moznymi stavy jsou.
Navic je nestacionarni Schrodingerova rovnice linearni di-
ferencialni rovnici a jsou-li jejimi feSenimi funkce , musi
byt jejimi feSenimi i jejich linedrni kombinace. To znamena, ze
vzorec vyjadiuje nejobecnéjsi mozny tvar reseni nestacio-
narni Schrodingerovy rovnice. Stavy, jimz pfislusi vlnové funkce
se nazyvaji nestactondrni stavy.

Zavérem je tfeba znovu pripomenout, Ze na zacatku tohoto
vykladu byl vysloven predpoklad, zZe hamiltonidn systému je ca-
sové nezavisly. Klasifikace stavii na stacionarni a nestacionarni
se tedy vztahuje jen na tento pripad. Totéz se tyka stacionarni
a nestacionarni Schrédingerovy rovnice. Ma-li naproti tomu stu-
dovany systém casové zavisly hamiltonian H (t), plati pouze ne-
stacionarni Schrodingerova rovnice a vSechny stavy systému jsou
stavy nestacionarnimi.
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2.3.4 Rovnice kontinuity

V riznych oborech fyziky se ¢asto setkdvame s pojmem prosto-
rové hustoty spojité veli¢iny (hustota kapaliny nebo plynu, hus-
tota latky, hustota energie zafeni), pro niz plati rovnice kontinu-
ity. Ukézeme, ze i v kvantové mechanice je mozné z nestacionarni
Schrodingerovy rovnice ziskat rovnici kontinuity, a to pro hus-
totu pravdépodobnosti vyskytu ¢astice p(r,t) = *(r,t)(r, t).
K tomu, abychom ziskali vztah obsahujici p(r,t) nejprve napi-
Seme nestacionarni Schrédingerovu rovnici vynasobenou
zleva funkci komplexné sdruzenou s vlnovou funkei v:

o .
h)*— =Y*H
it S = o
a k této rovnici pfipojime rovnici s ni komplexné sdruzenou:
77Z)* _ & *
—ih— - = Y(HY)".

Po odectené druhé rovnice od prvni dostaneme vztah, ktery jiz
obsahuje hustotu p:

w N 3(1#*10) o .
(e ) = i = ih =y Hy — g(HY)
Muzeme ho prepsat na tvar
0 2 -
5? — =SV HY) =0, (2.59)

kde symbol () znac¢i imaginarni ¢ast vyrazu v zavorce. Az do
tohoto okamziku byly provedené kroky obecné, ale dalsi ipravy
smeétujici k ziskani typického tvaru rovnice kontinuity zavisi na
tvaru hamiltonianu H. Omezme se zde zatim na pripad pohybu
castice v konzervativnim silovém poli charakterizovaném poten-
cidlni energii V'(r,t). Hamiltonian ma v takovém piipadé tvar

H= —2h2A+V( t)1. (2.60)
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Po jeho dosazeni do predchozi rovnice upravime jeji tvar na

ap

DL ag) - e SV) =0 (261)

Druhy ¢len na jeji levé strané upravime nasledovné

RS S I U
VAP = Z¢ —Z:ja— o) gaxk%

a jesté pred jeho dosazenim do rovnice si povSimneme, zZe
posledni ¢len na pravé strané je jasné realny a po dosazeni do
se diky jeho nulové imaginarni ¢4sti neuplatni. Zavedeme-
li nyni kvtli vhodnému piepisu zbyvajiciho ¢lenu jako novou
veli¢inu vektorovou funkci

j(r,t) = =" (r,t)Vi(r,t)), (2.62)

h
m
miizeme ho pomoci ni prevést na tvar

2 00V o) T h 2o~ VI

a celou rovnici (2.61]) potom upravit na tvar

5% +d1vg = ;p V), (2.63)
ktery jiz je analogicky tvartim rovnic kontinuity z jinych oblasti
fyziky. V nasem ptipadé vsak jesté musime vzit v tvahu skutec-
nost, ze potencialni energie V(r,t) je realna veli¢ina a Ze proto
zmizi prava strana rovnice , takze rovnice kontinuity ma
v kvantové mechanice tvar

ap .
~ + divj = 0. 2.64
T divy =0 (2.64)
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V disledku fyzikalnitho vyznamu veli¢iny p(r,t), kterd je hus-
totou pravdépodobnosti vyskytu ¢astice, musime veli¢iné j(r,t)
definované vzorcem ptisoudit vyznam hustoty toku prav-
dépodobnosti . Tato vektorova velicina v kazdém misté vysti-
huje smér pohybu ¢astic. Je typicky nenulova pfi pfimém po-
hybu (svazky ¢astic), pfi zméné piimého pohybu (rozptyl ¢astic)
nebo pii rotaci kolem pevné osy (rotaéni pohyb elektronti v elek-
tronovém obalu atomu). Stoji za povSimnuti, Ze z rovnice (2.62)
vyplyva, ze mé-li vlnova funkce 1) pouze realné hodnoty, je hus-
tota toku pravdépodobnosti vSude nulova. To dava odpovéd na
otazku, kdy nelze v kvantové mechanice vystacit s realnymi vl-
novymi funkcemi.

Rovnice uvadi do vzajemné souvislosti veliciny p a
J vzdy v tomtéz bodé. V analogii s pfipady rovnic kontinuity
v jinych oborech fyziky ji konkrétnéji nazyvame rovnici kontinu-
ity v diferencidlnim tvaru. Jestlize provedeme integraci jeji levé
strany, ktera je funkci soufadnic, pfes objem (2 vymezeny vniti-
kem libovolné uzaviené plochy S a provedeme-li transformaci
objemového integralu z divergence vektorové funkce na plosny
integral, dostaneme

0
/Q(a—i +divj)dV =0 (2.65)

a provedeme-li podle Gaussovy véty transformaci objemového
integralu z divergence vektorové funkce na plosny integral, do-
staneme rovnici kontinuity v integralnim tvaru

d
S av / . dS =0, 2.66
dt /Qp * SQ] (2.66)

kde 7, je normélova slozka vektoru 7 neboli primét vektoru 3 do
vnéjsi normaly k plose Sq. Snadno nahlédneme, ze casova deri-
vace objemového integralu na levé strané ma vyznam piirtstku
za jednotku Casu pravdépodobnosti nalezeni c¢astice uvniti ob-
jemu €. Plosnému integralu pak je mozné prisoudit vyznam
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“mnozstvi pravdépodobnosti”, které projde za jednotku casu ce-
lou plochou ohranicujici objem {2 smérem z ného ven.

Interpretace rovnice kontinuity se mtze zdat obtizné pocho-
pitelna, mluvi-li se v jejim rdmci o prichodu mnozstvi pravdé-
podobnosti plochou Sq. K jejimu lepsimu pochopeni uvazujme
takto: Staci si uvédomit, ze v pripadé jedné castice nesouci elek-
tricky naboj ) mizeme snadno dat do souvislosti hustotu p
s prostorovou hustotou elektrického naboje p,, konkrétné vzta-
hem p,(r,t)= Q p(r,t) (plati totiz, ze [ p,dV = @, nebot jsme
predpokladali normovani [ pdV = 1) a pravé tak definovat hus-
totu elektrického toku j (r,t) = Qj(r,t). Pro veliciny p, a j,
samoziejmé plati opét rovnice , shodna v tomto pripadé s
rovnici kontinuity v elektrodynamice a je ji mozno intepretovat
jako zdkon zachovani elektrického naboje. Kdybychom uvazovali
analogicky, ale nahradili ndboj ) hmotnosti ¢astice M, dospéli
bychom stejnym zpiisobem k zédkonu zachovani hmoty a pii za-
méné naboje () poctem castic N k zakonu zachovani poc¢tu ¢astic
(zde by p = Np mélo vyznam prostorové hustoty ¢astic).

Jestlize objemovy integral ve vzorci rozsifime na cely
prostor, bude se v plosném integralu integrovat normalova slozka
Jn hustoty toku pravdépodobnosti v bodech nekonecné vzdalené
plochy Sq, kde bude nulovéa, nebot je tam nulova i vlnova funkce.
Plosny integral tedy vypadne a budou platit rovnosti

jt / pdV =0 = / pdV = / DYdV = konst.  (2.67)

Tento vysledek vyjadiuje fakt, Ze se v Case zachovava hod-
nota integralu [ ¢*1ydV a to znamena, ze pfi feseni nestacionarni
Schrodingerovy rovnice staci zformulovat poc¢atec¢ni podminku v
podobé normované vinové funkce ¢ (r, ty) a ziskané feseni ¢ (r, t)
potom bude automaticky splnovat normovaci podminku v kte-
rémkoliv casovém okamziku .
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2.3.5 Operator ¢asové zmeény

P1i fyzikdlnim vyzkumu jsou predmeétem studia vedle vlastnosti
fyzikalnich systémt v daném okamziku i zmény jejich stavii v case
neboli fyzikdlni déje (rozptyl ¢astic, chemické reakce, magneti-
zace a demagnetizace latek). Pfitom se prubéh fyzikalniho déje
vétsinou vystihuje sledovanim casové zmény nékterych charakte-
ristik systému, vétsinou vybranych fyzikalnich veli¢in. Chceme-li
i v kvantové mechanice pii zkoumani chovani mikrocastic vyhod-
notit ¢asovou zmeénu jejich stavi, nelze tak ¢init pomoci vypo-
¢tu nebo méfeni hodnot fyzikalnich veli¢in, nebot maji charakter
operatortu. Je tfeba misto toho sledovat chovani stfednich hodnot
vhodné vybranych fyzikalnich veli¢in a zejména jejich zavislost
na Case. To se nejsndze ucini uréenim c¢asové derivace (pfipadné
i vysSich ¢asovych derivaci) téchto stfednich hodnot. K tomu,
aby se nemusely vzdy pocitat explicitné, byl jako vhodny néa-
stroj v kvantové mechanice vytvoren specialni operator, jehoz
tvar nyni urc¢ime.

Pfipomeneme-li si, Ze stiedni hodnota fyzikalni veli¢iny F'(t),
u niZ obecné ptipustime, Ze zavisi explicitné na Case a jiz ptislusi
operator F(t) je ve stavu ¢ dana vzorcem (F(t)), = (¥, F1p),
miizeme pro derivaci této stiedni hodnoty psat

;<F(t)>¢:(gf,ﬁ¢)+(¢,%]; )+(¢,F%1f)- (2.68)

Pokusme se nalézt takovy operator bF, aby byla splnéna
rovnost

SR = (Db (2.69)

Protoze prava strana této identity ma charkter stfedni hodnoty,
je nezbytné pravou stranu také upravit na tvar odpovida-
jici stfednim hodnotam. Tuto vlastnost méa evidentné jen druhy
¢len, zatimco prvni a tfeti nikoliv. V téchto c¢lenech to napra-
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vime tim, ze s prihlédnutim k platnosti nestacionarni Schrédin-
gerovy rovnice (2.48)) nejprve dosadime za derivaci v /0t vyraz
(ih)"'H1 a dostaneme

d 1, - OF 1

—(F(t))y = (=HY, F — F—Hqv). (2.70

CAE WO = G F, F) + (9, S0) + (0, B Frg). (270)
Nyni uz ma druhy i tfeti ¢len na pravé strané podobu vyrazu pro
stfedni hodnotu a u prvniho ¢lenu toho dosdhneme, pouzijeme-li
k jeho tpravé faktu, ze hamiltoniAn H je hermitovsky opera-
tor. Pfehodime-li navic poradi prvnich dvou ¢lenti a vytkneme-li
faktor (i)~! (pozor na zménu znaménka, vytyka-li se tento Cisté
imaginarni vyraz z levého prvku skalarniho sou¢inu!), dostaneme
zadouci vyjadreni

d OF 1, - 1, .
—(F(t))y = —)— =W, HF —((, FHv). (2.71
SR = (0, 50) = = (0, APY) + — (0, FAY). (2.7)

Hledany operator Dp, ktery se nazyva operdtor casové zmény
nebo téz operdtor casové derivace, ma tedy, jak plyne ze srovnani

rovnic (2.69) a (2.71) tvar
Dp = —+ =[F, H]. (2.72)

Jako priklad zkusme urcit tvar operatoru ¢asové zmény pro
zékladni mechanické veli¢iny — souradnice x; a slozky hybnosti
pi- Pro souradnici x; bude platit

. 1 3 p;? 1 .
— S Py s . 2,

7=1

Komutator operatoru soutradnice 2 a operatoru V, ktery je
pouze funkci soutadnic, je automaticky nulovy a tim vypadne
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druhy clen na pravé strané predchozi rovnice. Upravou prvniho
¢lenu se dostane

) 11 e 113 D
Do = spom ;(pj[xk>pj]+[xkapj]pj> = ihom - Z2p]zh5]k =
(2.74)
Podobné dostaneme v ptipadé k-té slozky hybnosti py
R Sop, 1
Dy, pk,z o]+ = e V(7)) (2.75)

Zde je identicky nulovy prvni komutator, takze dale plati

A 1, .0 - oV (r)

= Sl V) = -

1. 2.76
Pk Zh ( )

aIBk

Ziskané vysledky miizeme shrnout vektorovym zapisem

Dr==, Dp=—gradV(r)l. (2.77)

2.3.6 Integraly pohybu

V pfedchozi ¢asti jsme zavedli operator ¢asové zmény jako na-
stroj pro sledovani ¢asové zavislosti stfednich hodnot fyzikalnich
veli¢in. Tento nastroj nepochybné miize poslouzit i k nalezeni od-
povédi na otazku, kdy se stfedni hodnota urcité fyzikalni velic¢iny
v ¢ase neméni. Takovou veli¢cinu budeme v kvantové mechanice
nazyvat integrdalem pohybu nebo tvrdit, ze pro tuto veli¢inu plati
zakon zachovani. Stfedni hodnota takové veli¢iny bude casové
konstatni, bude-li operator jeji ¢asové zmény nulovym operato-
rem.
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vvvvvv

gii. Protoze definice operatoru ¢asové zmény obsahuje explicitné
hamiltonian systému, ma operator casové zmény energie velmi
jednoduchou podobu
~ OH 1 . -
Dg = 5 + ih[H’H] = (2.78)
Je vidst, ze Dp je nulovym operatorem, je-li hamiltonian sys-
tému nezavisly na case. Fyzikalné to odpovida podminkam, kdy
je fyzikalni soustava odpovidajici hamiltonianu H izolovéana od
svého okoli tak, ze do ného nemtize predavat ani od ného pfijimat
energii.
Polozime-li si otazku, kdy je integralem pohybu jakakoliv jina
veli¢ina F', je pfi pohledu na definici jasné, ze pro to musi
byt soucasné splnény dvé podminky pro tvar jejiho operatoru F:

e operator F' nesmi explicitné zaviset na cCase, tj. musi byt

OF /ot =0,

e operator F musf vzajemné komutovat s hamiltonianem H ,
tj. musi byt [F', H] = 0.

Zkusme tato kritéria aplikovat konkrétné na hybnost p ¢és-
tice. Piislusny operator p explicitné nezavisi na Case, takze zbyva

splnit druhou podminku [p, H] = 0. To jsme shodou okolnost{ uz
udélali diive pfi odvozeni vzorce 2.7%) pro tvar operatoru Dp

¢asové zmény hybnosti. Operator Dp bude nulovym operatorem
neboli hybnost p bude integralem pohybu pii splnéni podminky

Dp = —gradV(r)l = 0.
Takova situace ziejmé nastane, nebudou-li na castici ptisobit
zadné sily.
V dalsich kapitolach se setkame pri feSeni problému chovani
¢astice v kulové symetrickém poli s faktem, ze v tomto ptipadé
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komutuji s hamiltonidnem ¢astice operator kvadratu momentu
hybnosti j}2 i operatory jeho jednotlivych slozek LiaLya Ls.
Protoze tyto operatory samy nezaviseji explicitné na case, je
jasné, zZe pro castici v kuloveé symetrickém poli jsou vSechny c¢tyii
prislusné veli¢iny integraly pohybu.

2.3.7 Ehrenfestovy teorémy

V predchozi casti jsme odvodili, a to pro ¢astici pohybujici se
v konzervativnim silovém poli F(r) = —gradV(r), operatory
casové zmény konkrétné pro dvé zakladni mechanické veli¢iny —
soufadnici  a hybnost p — ve tvaru

Dy = s : ﬁp = —gradV (r)1. (2.79)

m
Oba vysledky jesté miizeme doplnit operatorovym vztahem, ktery
z nich vznikne opétovnym pisobenim operatoru ¢asové zmény na
prvni rovnici vynasobenou hmotnosti ¢astice m a dosazenim ze

druhé: R R )
mDj. = Dp = — gradV (r) = F(r)1. (2.80)

Jestlize nyni s odvolanim na definici operatoru casové zmény
prejdeme na obou stranach téchto rovnic od operatort k jejich
stfednim hodnotam, dostaneme vztahy

dfr) _(p) dip)

dt m’ dt
které se nazyvaji Ehrenfestovy teorémy. Jejich zajimavym du-
sledkem je rovnice, kterou dostaneme casovou derivaci obou stran
prvniho vztahu a dosazenim za ¢asovou derivaci stfedni hodnoty
hybnosti ze vztahu druhého:

d*(r)  1d(p) 1

- S . 2.82
dt? m dt m(gradV) (2.82)

= —(gradV), (2.81)
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Prepiseme-li ji na tvar

d*(r)
e

= —(gradV) = (F), (2.83)

ziskdme rovnici zdanlivé pripominajici Newtoniv druhy pohy-
bovy zakon. Rovnice a je mozno pouzit k pfimému
vypoctu casovych zavislosti stfednich hodnot souradnic a hyb-
nosti, pripadné veli¢in z nich odvozenych. Obé tyto rovnice vznikly

stfedovanim z operatorovych rovnic (2.79) a (2.80), kterym se
nékdy tika kvantové pohybové rovnice.

Rovnice (2.81) a (2.83) mohou zéroven slouzit jako vycho-

disko pro diskusi vztahu kvantové a klasické mechaniky.

2.3.8 Virialovy teorém

Odvodime nyni dilezity vztah, ktery plati pro kvantové stfedni
hodnoty nékterych fyzikalnich veli¢in. Uvazujme zatim libovol-
nou fyzikalni veli¢inu F' explicitné nezavislou na c¢ase charakte-
rizujici nékterou vlastnost kvantového systému s hamiltonianem
H rovnéz nezavislym na case. Vyjadiime-li stfedni hodnotu F ve
stacionarnim vazaném stavu (stavu s diskrétni hodnotou energie
E,), ktery je popsan podle pfedchoziho vykladu vlnovou funkci

Unlr,1) = eu(r) exp (~i2"1),

bude mit tvar

(Fhu, = (ipalr) exp (<1220, Fealr) exp (<i220)) = (pa(r), Pion(r)

z néhoz je jasné vidét, ze je Casové konstantni (exponencialni
Casové faktory se po vytknuti ze skaldarniho soucinu vykrati).
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Casovéa derivace stfedni hodnoty (F) je tedy nulovd a pomoci
operatoru casové zmény veliciny F' mtzeme dospét ke vztahtim

0= jt(FM = Z-lhqp’m)w"

a odtud k rovnosti

([F, H])y, =0, (2.84)

ktera se nazyva hyperviridlovy teorém.
Misto libovolné veli¢iny F' nyni uvazujme skalarni soucin rp.
Pro tuto veli¢inu musi podle pfedchoziho vysledku platit

A

([rp, H]) = 0.

Tuto rovnost upravime na vhodnéjsi tvar pouzitim diive odvo-

vvvvvv

A[B, C)+[A, C]B] komutéatort [+, 7] = ihp/M a [p, V] = —ihgradV:

0 <23:[i'k]5k7ﬁ]> _ <23: @k[pk,T+V]>+<23:[£k,T+ V]zﬁk> -

k=1 k=1 k=1
S - CI /3 v\ dn 3.
k=1 k=1 k=1 Lk =1
Odtud dostaneme rovnost
(rgradV) = 2(T), (2.85)

ktera se nazyva kvantovy viridlovy teorém. Je analogii viridlo-
vého teorému platného v klasické mechanice, ktery se lisi tim,
Zze v ném vystupuji misto kvantovych stfednich hodnot kine-
tické energie a veli¢iny rgradV jejich stfedni hodnoty casové.
Ve tvaru ([2.85) plati obecné pro libovolnou potencialni ener-
gii. Stfedni hodnotu vyrazu na levé strané mtzeme dale upravit
jen kdyz zname tvar funkce V(7). V kulové symetrickém poli
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muze mit napiiklad tvar V(r) = cr™. V takovém piipadé je
rgradV = rcnr™lr/r = nV a viridlovy teorém tak nabyva
jednodussiho tvaru

n(V) = 2(T), (2.86)

ktery piimo spojuje stiedni hodnoty kinetické a potencialni ener-
gie. Protoze ma ale ve stacionarnim stavu c¢astice ostrou hodnotu
energie E, musi byt £ = (E) = (T) + (V), dostaneme elemen-
tarnim vypoctem vysledky

nk 2F
T = —— V)= : 2.87
=T =2 (287)
V ptipadé coulombického potencidlu je n = —1, coz dava vy-

sledky
—(V)y=2(T), (T)=-E, (V)=2E.

Podobné pro trirozmérny harmonicky oscilator, kdy je n = 2
dostaneme vztahy

E
) <V> = 9
Vsechny uvedené rovnosti plati ve stacionarnich stavech presné.
Jsou-li tyto stavy pocitany pribliznymi metodami, coz je bézné,
rovnosti se narusi a tato odchylka od jejich platnosti mtze po-
slouzit k posouzeni pfesnosti probihajicich vypocti.
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Kapitola 3

Jednoduché systémy

3.1 Volna céastice

Jako ilustraci TeSeni Schrédingerovy rovnice nejprve vyfesime
nejjednodussi mozny problém — volné se pohybujici ¢astici. Pro-
toze se uvazovana castice pohybuje volné, na jeji vlnovou funkci
nejsou nalozeny zadné okrajové podminky a lze tedy ocekavat,
ze jeji energie ani impulz nebudou kvantovany.

3.1.1 ResSeni Schrédingerovy rovnice

Pro jednoduchost budeme nejdrive diskutovat volnou castici v
jedné dimenzi. Odpovidajici ¢asova Schrodingerova rovnice s po-
tencidlem V = 0 ma tvar

db(et) B ()

o 2m  0x2
Jak jsme uvedli vySe, po separaci proménnych je tieba vyresit
necasovou Schrédingerovu rovnici
n? d*y(x)

C2m da?

ih (3.1)

= B(x). (3.2)

65
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Tuto rovnici prepiseme do tvaru

<j; + 27;?) #(z) =0 (3.3)

a vzhledem k tomu, zZe pro energii volné castice plati £ > 0,

oznacime
2mFE

72
kde k je realné ¢islo, obvykle nazyvané vinovym vektorem. Abychom
nalezli feseni obycejné diferencialni rovnice s konstantnimi koefi-
cienty , musime nalézt feSeni odpovidajiciho charakteristic-
kého polynomu

= k% (3.4)

N4+ =0 (3.5)

ktery dava
)\1’2 = :Elk (36)

Odtud vidime, ze partikuldrni feSeni rovnice (3.3)) lze pséat ve
tvaru

Y(x) = e (3.7)
nebo téz .
Y(z) = etwP, (3.8)
kde jsme zavedli impulz Castice p
p = hk (3.9)

a u vlnové funkce vynechdvame normalizac¢ni faktor. Casova za-
vislost této vlnové funkce je ddna vztahem exp(1/(ih)Et), takze
casové zavislou vinovou funkci lze psat ve tvaru

p(x,t) = einBpe), (3.10)
kde impulz p mtze nabyvat jak kladnych tak zapornych hodnot

a celkova energie ¢astice je rovna jeji kinetické energii
h2 k,? p2
2m  2m’

E (3.11)
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Shrneme-li, vinova funkce (3.10) je vlastni funkei hamiltoni-
anu

R R h2 d2w p2
H)=T)=——— = — 3.12
4 Y 2m dz? 2m¢ (312)
s vlastni hodnotou p?/(2m) a operatoru impulzu
p = ik = g (3.13)
Py = v’ P '

s vlastni hodnotou p. Protoze tyto dva operatory spolu komutuji,
(7,5 =0 (3.14)

a maji tudiz spole¢ny systém vlastnich funkci, 1ze jednorozmérny
pohyb volné ¢astice charakterizovat s pomoci jeji kinetické ener-
gie p?/(2m) a impulzu p. Viimnéme si, ze de Broglietiv vztah
(3.9) mezi vlnovym vektorem a impulzem ¢astice jsme zde ne-
museli predpokladat, ale vysel nam fesenim Schrodingerovy rov-
nice.

3.1.2 Normovani na konecny objem

Ve vysSe uvedeném vypoctu jsme zadmérné nezminili otdzku nor-
movéani vinové funkce, nebot je ziejmé, Ze prostorovou ¢ast vl-
nové funkce (|3.10f) nelze pfi integraci pres cely prostor normovat
vztahem

/_O; () [2dz = 1. (3.15)

Vzhledem k tomu, Ze volna castice je idealizaci, neni tato sku-
tecnost z fyzikalniho hlediska pfilis na zavadu a lze ji z matema-
tického hlediska napravit dvéma zptisoby, které dale popiseme.

P1i normovdni na konecny objem postupujeme tak, ze nejprve
zavedeme umeélé kvantovani s pomoci tzv. cyklickych hranicnich
podminek

¥(z) = ¢z + N), (3.16)
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kde 1 je vlnovéa funkce (3.10) a N je velké pfirozené ¢islo. Je

ziejmé, Ze tato podminka vede na kvantovani impulzu

2mhn
n - ) 317
p N (3.17)
kde z dtivodu periodicity exponenciely staci uvazovatn =1,..., N.

Vzhledem k periodicité vinové funkece (3.16) pak lze zavést jeji
normovani pfi integraci pres libovolny interval délky N, takze
dostavame vinové funkce s kvantovanymi impulzy
1
n\T) =

Veskeré vypocty se pak provadéji s témito vinovymi funkcemi.
Na konci vypocti pak staci provést limitu N — co a N z konec-
nych vysledki vymizi.

e (), (3.18)

3.1.3 Normovani na Diracovu J-funkci

P1i matematicky ponékud presnéjsim postupu normujeme vlno-
vou funkci na Diracovu J-funkci. P¥i tom vyuzivame vyjadieni
o-funkce ve tvaru

1 oo,
o(k) = 3 /_ e, (3.19)
Normujeme-li prostorovou ¢ast vlnové funkce (3.10) vztahem
1 1
Up(z) = e (P9 (3.20)

\V2mh

pak dostaneme skalarni soucin

[ e vpede = o 7 e = 5 - ) (321

ve shodé se vztahem (|3.19)).
Toto normovani ma vyznamné prednosti z hlediska tzv. relaci
tplnosti a Diracovy symboliky (viz déle).
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3.1.4 Obecné feSeni

Je zfejmé, Ze obecné TeSeni casové Schrodingerovy rovnice pro
jednorozmeérny pohyb volné c¢astice lze psat ve tvaru superpozice
feseni ((3.10))

1

P(x,t) \/ﬁ/ ¢ (5t =pe) dp, (3.22)

kde ¢(p) je komplexni koeficient (funkce) rozvoje do rovinnych
vln. Z tohoto vyrazu je vidét, Ze funkce ¢(p) je Fourierovym obra-
zem funkce ¢ (x,0), ktery lze uréit s pomoci zpétné transformace

(x,0) Py, (3.23)

c(p) = /
V2rh
V tfirozmérném piipadé lze feSeni zifejmé psat ve tvaru

1
P(r,t) = 572 /c(p)ezh(%t PY) Bp, (3.24)

(27h)

kde integrace probiha pfes cely t¥irozmérny prostor. Funkce ¢(p)
je Fourierovym obrazem funkce v (r,0), ktery lze urcit ze vztahu

c(p) = W_ll)w/w(r,O)e;%prd:"r. (3.25)

3.1.5 Vlnové klubko

Nyni budeme diskutovat specialni pripad feSeni jednorozmérné
necasové Schrodingerovy rovnice pro volnou castici, které lze
psat ve tvaru tzv. gaussovského vinového baliku nebo klubka

1 _(z—a)?
V@) = amme = (3.26)
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kde A je kladné realné c¢islo. Snadno lze ovérit, Ze tato vinova
funkce spliiuje normalizac¢ni podminku

o) 1 oo r—a)2
/_Oo () [Pdx = (7TA2)1/2/ e “ 1. (3.27)

—00

Odtud je také vidét, ze v —a = A udava vzdalenost od stredu vl-
nového baliku, pro niz hustota pravdépodobnosti klesne na hod-
notu 1/e ve srovnani s jeji maximéalni hodnotou.

Vyhodou vlnové funkce je to, Zze s ni lze analyticky
vypocitat stfedni hodnotu

[e.9]

@) = [ (@) ei@)ds =a, (3.28)
ktera je totozna s polohou stiedu baliku. Podobné lze snadno
vypocitat i

2

(z?) = /_O:O Y(z) 2*Y(z)dr = A2 + a®. (3.29)
Odtud pak dostavame
(= @) = [ oy - @) e (330

neboli
(o= @) = [ 0(@) @ = 20@) + (@))b()de. (331)

Uvéazime-li nyni, ze (z) je ¢islo a pro (z) a (x?) mame dva pred-
chéazejici vztahy, dostaneme

(o~ (@)) = (0% — 2 = 5~ (3.32)

Podobny vypocet mizeme provést i pro operator impulzu.
Nejdfive dostaneme

() = / © p(a) (—mjt) Y(x)dr =0 (3.33)

—0o0
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(integral je roven nule, nebot integrovana funkce je lichd). Dale
vypocitame
) 00 ) d2 h2
) = vty (~r g v = g B3

Vysledkem je
52
(6= () = ) = B’ = 555 (3.35)
Pro vlnovy balik je tedy nenulova stfedni kvadraticks
odchylka ((z — (x))?) i ((p — (p))?). P¥i méfenich na kvantové-
mechanickém souboru daném touto vlnovou funkei tedy nedosta-
vame ostré hodnoty souradnice a impulzu, nybrz hodnoty, jejichz
pravdépodobnostni rozdéleni je vice nebo méné tizké v zavislosti
na volbé A. Je zfejmé, ze ¢im je ¢astice presnéji lokalizovana v
tzv. soufadnicovém prostoru (x-prostor), tim nepiesnéji je urcen
jeji impulz v impulzovém prostoru (p-prostor) a naopak.
Soucin kvadratickych odchylek
52
(& = (@) )0 — ) = vy
je konstantni. Hodnota konstanty /”/4 souhlasi s minimem na
pravé strané relaci neurcitosti (viz déle). V pfipadech blizicich

se klasické fyzice lze vyraz na pravé strané posledni rovnice za-
nedbat.

(3.36)

3.2 Castice v nekone¢né hluboké po-
tencialové jamé
3.2.1 Jednorozmérna potencialova jama

Problém pohybu c¢astice v potencialové jamé budeme nejdiive
resit v jednorozmérném piipadeé.
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Ptredpokladame, Ze v intervalu (0, a) je potencidl V(x) roven
nule V' = 0. Mimo tento interval nabyva potencial nekonec¢né
hodnoty V' — oo. Pohyb ¢astice je tedy omezen na interval (0, a)
a mimo tento interval se ¢astice nemtze vyskytovat. Pro Teseni
necasové Schrodingerovy rovnice tedy plati

P(x) =0 (3.37)
pro x < 0 a x > a. Zbyva tedy vyfesit Schrodingerovu rovnici
h? d*y(x)
- =F .
o = ) (339)

v intervalu (0, a).
Charakteristicky polynom odpovidajici této diferencialni rov-
nici s konstantnimi koeficienty ma tvar
2mkE
Pz = 0. (3.39)

Vzhledem k tomu, Ze energie ¢astice v jamé musi byt vétsi nebo
rovna nule, mizeme oznacit

A2+

2mE
= k2, (3.40)
kde k > 0 je realné ¢islo. Pak dostaneme
A = tik. (3.41)

Obecné Teseni rovnice (3.38) lze tedy psat ve tvaru
Y(x) = Ae™™ + Be ™ (3.42)

kde A a B jsou libovolné komplexni konstanty.

Podle postulatu o vinové funkci pozadujeme, aby vinova funkce
byla spojité. Vzhledem k tomu, Ze ¢(z) = 0 pro z < 0 a x > a,
musi byt zifejmé splnény okrajové podminky

$(0) =0 (3.43)
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YP(a) = 0. (3.44)
Prvni podminku splnime tak, Ze misto obecné vlnové funkce
(13.42|) vezmeme vlnovou funkci

() = Csin(kz). (3.45)

Druhou podminku
sin(ka) =0 (3.46)

splnime tak, ze pozadujeme
ka=mn,n=12,..., (3.47)

kde n je prirozené cislo, tzv. kvantovée cislo. Vinovy vektor k i
odpovidajici energie jsou tedy kvantovany

™

kn=-n, n=12 ..., (3.48)
a
mh?

Vidime, ze kvantovani je, jak je tomu v kvantové mechanice ob-
vyklé, disledkem aplikace okrajovych podminek, které musi vl-
novéa funkce spliovat.

Vlnova funkce pfislusejici této energii ma tvar

Pn(x) = C’sinm, n=12..., (3.50)
a

kde C' je normaliza¢ni konstanta. Normaliza¢ni konstantu uréime
z pozadavku

/ C2sin? T = 1, (3.51)
0 a
ktery po jednoduché integraci vede na
2 .
C =2, (3.52)
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kde « je libovolné redlné ¢islo. VInova funkce 1(z) je tedy uréena
az na tzv. fazovy faktor exp(ic), ktery zpravidla volime roven
jedné.

Reseni s kvantovym &islem n = 0 vede na feSeni ¢(x) = 0,
které nemé fyzikalni vyznam, nebot odpovidajici hustota prav-
dépodobnosti je v celém intervalu (0,a) rovna nule. Podobné
neuvazujeme kvantova ¢isla n = —1, —2, ..., nebot odpovidajici
vlnové funkce se lisi od vysSe nalezenych 1, (z) pouze faktorem
(—1)"™ a popisuji zfejmé stejny fyzikalni stav.

Energie E, a vlnové funkce 1, () jsou znazornény na obr.
3.1l

Vidime, ze energie stacionarnich stavi maji nasledujici vlast-
nosti:

e Energie F), jsou vétsi nez nula. Stav s energii F,, = 0 neni
pro konecnou sitku jdmy a mozny.

e Emergetické spektrum FE,, n = 1,2,... je diskrétni a nede-
gerované. [1]

e Pro velki n rostou energie E, Gmérné s n?

E, ~n? (3.53)

zatimco jejich rozdily rostou linearné s n

BEpi1— E, ~n. (3.54)
Podil g g )
n+1 = Ln
—_— ~ — 3.55
o - (3.55)

je tedy tmérny 1/n. S rostoucim n tedy pfechézime po-
stupné ke klasickému piipadu, kdy nejsou energie kvanto-
vany (jsou spojité).

Vlastni ¢&islo se nazyva nedegenerované, pokud mu piislusi pouze jedna
vlastni funkce.
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Ws

Es

W,

E,

Wy

E

Obrazek 3.1: Nekonecné hluboka potencidlova jama. Vlnové
funkce 1, a energie E, pro zékladni (n = 1) a prvni dva ex-
citované stavy (n = 2, 3).

Vlnové funkce v, () maji podobny tvar jako feseni pro kmity
struny v klasické fyzice. To je dano podobnosti prislusnych dife-
rencidlnich rovnic. Jejich vlastnosti lze shrnout takto:

e VInové funkce 1, (z) jsou ortonormalni

/0 "0 (@) (2)dE = S (3.56)

a tvofi uplny systém (kazdé Feseni Schrodingerovy rovnice
(3.38) s uvazovanymi okrajovymi podminkami lze vyjadfit
jako rozvoj do téchto funkci).
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9

LA
LU

Obrazek 3.2: Nekonecné hlubokéd potencidlova jama. Hustota
pravdépodobnosti |1, (x)[* pro n = 10.

e Pocet uzli (nulovych bodu) funkei v intervalu (0,a) je ro-
ven n — 1.

e Funkce 1, () jsou sudé resp. liché vzhledem ke stfedu in-
tervalu a/2, coZ lze vyjadiit s pomoci jejich parity (—1)""L.
Vlnova funkce zakladniho stavu F; je sudé, s rostoucim n
se parita funkci pravidelné stiida.

Hustoty pravdépodobnosti |1, (z)|? jsou ukdzany v obr. .
Pomineme-li oscilace v zavislosti na x, s rostoucim kvantovym
¢islem n se stredni hustota pravdépodobnosti nalézt ¢astici v ur-
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¢itém misté blizi hodnoté 1/a. To odpovida klasickému pohledu,
kdy jsou vsechna mista vyskytu castice v jameé stejné pravdépo-
dobné.

Obecné feseni stacionarni Schrodingerovy rovnice lze psat ve
tvaru linedrni kombinace funkeci v, (z)

o

(x) =Y cnthn(). (3.57)

n=1

Uvéazime-li ortonormalitu funkci 1, (z), pozadavek normovéni
funkce 1(z) vede na podminku

/|w(ﬂf)|2d$ = i CmCn /0“ Yy (1) (2)dw = f:l ’Cn|2 =L

m,n=1
(3.58)
Podle postulatii kvantové mechaniky je pravdépodobnost nameé-
fit energii F, ve stavu popsaném vlnovou funkei ¢)(x) rovna

P = leal®. (3.59)

Stredni hodnota energie v tomto stavu se pak rovna
e e}
(B) =" |eal*En. (3.60)
n=1

Jak uz jsme uvedli vyse, ve stacionarnich stavech se hodnoty
fyzikalnich veli¢in nevyviji v ¢ase. Tato Feseni tedy neodpovidaji
fesenim znamym z klasické tilohy, kdy se hmotny bod pohybuje v
potencialové jamé tak, ze se uvnitt jamy pohybuje volné, odrazi
se pruzné na sténach a méni pritom sviij impulz z hodnoty p na
—p. Abychom dostali podobné feseni, musime zfejmé piejit od
stacionarnich feseni k obecnym nestacionarnim fesenim casové
Schrodingerovy rovnice.
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3.2.2 Nestacionarni resSeni

Obecné Teseni nestacionarni Schrodingerovy rovnice pro ¢astici v
jednorozmérné potencialové jamé lze psat ve tvaru analogickém

rovnici (3.57)

[e.9]

Y(x,t) = cnzbn(x)e%E"t. (3.61)

n=1
Koeficienty ¢,, jsou uréeny pocateéni podminkou v ¢ase t = 0

o0

U(,0) =) cathu(2). (3.62)

n=1

Jako konkrétni piiklad odpovidajici uvazovanému problému
vezmeme koeficienty ¢, ve tvaru

2 /
Cp = \/;sin R _ ('), (3.63)

a

kde 2’ je bod v intervalu (0, a). Potom dostavame
Y(@,0) = > vhu(a)r(2), (3.64)
n=1

coz je podle relaci tplnosti (viz 7?7) rovno
P(z,0) =0z — 2'). (3.65)

V uvazovaném pripadeé je tedy castice v case t = 0 lokalizovana v
bodé z’. Uvazovany vinovy balik popsany vinovou funkei ¢ (x, t)
se vyviji v ¢ase, maximum hustoty pravdépodobnosti se pohy-
buje a pivodni -funkce se v ¢ase rozsifuje (balik se rozplyva), viz
Obr. Takovy nestacionarni stav tedy odpovida pohybu hmotného
bodu v klasické mechanice. Pro makroskopické ¢astice (hmotné
body) je rozplyvani tak pomalé, Ze je lze zanedbat.
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3.2.3 Trirozmérna potencialova jama

Trirozmérna potencidlova jama je charakterizovana potencidlem
V(z,y,2) =0pro0 <z <a,0<y<bal<z<c, kde
a, b a ¢ jsou rozméry jamy. Mimo tuto jamu nabyva potencial
nekone¢né hodnoty V' — co. Vlnova funkce je zfejmé rovna nule
mimo uvedenou oblast a musi byt rovna nule na hranicich této
oblasti.

Je zfejmé, Ze necasovou Schridingerovu rovnici pro tento pro-
blém

h2<d2 d? d?

om \da? T a2 T dz2

) U(z,y,2) = EY(z,y,2)  (3.66)
lze Tesit separaci proménnych

U(@,y, 2) = ha(@)hy ()02 (2). (3.67)

V souvislosti s tim predpokladame, ze celkova energie E se da
psat jako soucet
E=E,+E,+FE.. (3.68)

Po dosazeni téchto dvou predpokladit do Schrodingerovy rovnice
(3.66) dostaneme tfi jednorozmérné Schrédingerovy rovnice

h? 2
- %@%:(x) = E ¢, (x), (3.69)
h? @2
- %diyﬁ/’y(y) = Eyy(y) (3.70)
a 2 2
e d

které predstavuji tii jednorozmérné potencialové jamy ve smeé-
rech x, y a z o Sifce a, b a c. Pouzijeme-li tedy vysledky ziskané
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pro jednorozmeérnou potencialovou jamu, dostaneme normalizo-
vanou vlnovou funkci ve tvaru

| 8 l
Uinn (T, Y, 2) = 2 gin T2 gin YT sinm, LLmn=12,...
abc a b c
(3.72)

odpovidajici energii

2h2 l2 2 2
7 ( m+”>, Lmn=1,2. ... (373)

P = o \@ T T

2m

Vidime, Ze napf. pro a = b = ¢ odpovida nékterym energiim
vysSsim nez Fq1; nékolik rtznych linearné nezavislych funkci. V
takovém pripadé jde o tzv. degenerovanou energii. Energie za-
kladniho stavu FEi11 je nedegenerovand.

Obecné se da ukazat, ze vSechny energie pro jednorozmérnou
Schrédingerovu rovnici jsou nedegenerované. S degeneraci hladin
se Casto setkavame u viceromérnych tloh. S pomoci teorie grup
se da se ukazat, ze degenerace hladin souvisi se symetrii hamil-
tonianu. Cim vét$i symetrie problému, tim vétsi degenerace se
daji ocekavat.

3.3 Potencialova jama konec¢né hloubky

Na rozdil od nekonec¢né hluboké potencialové jamy nyni predpo-
kladame, ze potencidlova jama ma kone¢nou hloubku (viz Obr.
). Predpokladéame, ze v oblasti —a/2 < x < a/2 je potencial
V' nulovy a mimo tuto oblast je roven Vj, kde V, je vétsi nez
nula. Takovy potencial mize priblizné popisovat naptiklad krat-
kodosahovy potenciél, ktery vaze nukleony v jadru atomu (silné
interakce).
Budeme fesit necasovou Schrédingerovu rovnici

<_hilj 4 V(g;)) U(z) = E(x). (3.74)
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Vzhledem k tomu, ze uvazovana jama mé konec¢nou hloubku a
potencial je konstantni pro |z| > a/2, ma tato Schrodingerova
rovnice jednak diskrétni energetické spektrum s konecnym ne-
nulovym poctem hladin odpovidajicich £ < V4, jednak spojité
spektrum s energiemi £ > Vj. Ve shodé s postulaty kvantové me-
chaniky budeme hledat vlnové funkce 1(z), které jsou konecné,
jednoznacné, spojité a maji spojité derivace pri konec¢nych zmeé-
nach potencidlu (body = = +a/2).

Nejdrive budeme diskutovat disktrétni energetické spektrum.

3.3.1 Diskrétni spektrum

V pripadé diskrétniho spektra hledame feSeni, které je kvad-
raticky integrabilni, tzn. Ze vlnové funkce musi jit k nule pro
xr — Fo0.

Pti feseni Schrodingerovy rovnice je vyhodné vyuzit symet-
rie potencialu vici x = 0. Je zifejmé, Ze hamiltonian H v nasi
Schrodingerové rovnici komutuje s operdtorem inverze I,
ktery prevadi soufadnici x na —x

[I,H] = 0. (3.75)

Existuje tudiz spolecny systém vlastnich funkci obou operatort.
ProtoZe ziejmé plati I? = 1, pro vlastni ¢isla operatoru inverze
dostavame

A =1, (3.76)
Vlastni ¢isla operatoru inverze jsou tedy rovna
A==+1 (3.77)

a odpovidajici vlnové funkce jsou bud sudé (pro A = 1) nebo
liché (pro A = —1). Budeme proto predpoklddat, Ze i vlastni
funkce hamiltonidnu H jsou bud sudé nebo liché. Tento pied-
poklad vyznamné zjednodusi formulaci tzv. seSivacich podminek
na vlnovou funkci v bodech z = +a/2.
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Vzhledem k symetrii tilohy se staci zajimat o feseni Schro-
dingerovy rovnice na intervalu z > 0. Ze Schrodingerovy rovnice
(3.74]) dvé diferencialni rovnice. Prvni rovnice

d2
(dm? + k:2> Yy =0, (3.78)
kde vinovy vektor k je dan vztahem
2mkE
K = 7;;2 , (3.79)
plati pro 0 < z < a/2. Druhé rovnice
d2
<dl’2 — O{2> 1/1[[ == 07 (380)
kde a je dano vztahem
2 —F
o2 = 2o = E) (3.81)

12
plati pro & > a/2. Vzhledem k tomu, Ze se zajiméme o diskrétni
spektrum s energiemi 0 < E < V), predpokladame, ze k a a jsou
realna nezaporna cisla.

Nejdiive budeme diskutovat suda reseni. V tomto pripadé
mizeme vzit Teseni pro x > 0 ve tvaru

tr = Bceoskx (3.82)

Y = Ae™ ™, (3.83)

kde B a A jsou konstanty. Z pozadavku spojitosti vilnové funkce
a jeji derivace v bodé x = a/2 dostavame dvé rovnice pro tyto

dvé konstanty

k aa
B cos ?a =Ae 2 (3.84)
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— Bsm? = —AEe 2. (3.85)

7 pozadavku existence netrivialniho feseni této soustavy rovnic
pro A a B dostavame, ze determinant soustavy musi byt roven

nule

k:tan@ =q= 2m2V0
2 h

Ptepsanim této podminky dostaneme

ka 12mVy
tan ? = W — 17 (387)
tzn. ze musi platit
ka 12mVj,
7 = arctan W —1 + nm, (388)

— k2. (3.86)

ka = 2 arctan — 1+ 2nm. (3.89)

Vyuzijeme-li vztahi

1— a2 1
arccos r = arctan ———— = arctan/ — — 1 (3.90)
T x

arcsin o + arccos r = g, (3.91)

dostaneme

[2mV; hk
2arctan hglkzo — 14 2n7 = 2arccos Y +2nm = (3.92)
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hk
= —2arcsin ———— + (2n — 1)m.

V2mV,
Vysledny vztah urcujici mozné hodnoty vlnového vektoru 0 <
k < V2mVy/h a tedy i energie E = h*k?/(2m) mé pro sudé

vazané stavy tvar
hk
2mVy

Na Obr. vidime levou stranu L = ka a pravou stranu P této
rovnice jako funkci k. Prava strana je nakreslena pro rizna n =
1,2,.... Prisecik mezi pfimkou L = ka a pravou stranou udava
mozné hodnoty k-vektoru. Vidime, ze vzdy, i pro velmi tzkou a
mélkou potencidlovou jamu, existuje prisecik levé strany s pra-
vou stranou pro n = 1. Vzdy tedy existuje alespon jeden sudy
vazany stav. S rostouci hodnotou a se pfimka L. = ka napfimuje.
Podobné, s rostouci hodnotou Vj se posunuji kiivky udéavajici
pravou stranu P doprava. V zavislosti na téchto dvou paramet-
rech se pak objevuji dalsi priseciky levé a pravé strany a pocet
vazanych stavi v diskrétnim spektru energii roste. Celkovy po-
¢et sudych vazanych stavii je konecny a vétsi nebo roven jedné.
Celkem snadno lze provést prechod k nekonec¢né hluboké po-
tencialové jameé, kdy plati Vy >> FE. V takovém pripadé je
arcsin hk//2mVy = 0, to znamena, Ze vlnovy vektor je roven

ka = (2n — 1) — 2 arcsin (3.93)

™

k~(2n—1) (3.94)

a
Odpovidajici energie a normovana suda vlnova funkce pak maji

pron=1,2,... tvar

T2h?

v = \/Ecos M (3.96)
a a

b, =
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Pro velice mélkou jamu (V4 velmi malé) nebo velice tizkou
jdmu (a velmi malé) dostavame pro sudy zékladni stav n = 1

2mV
b= ° (3.97)
B~V (3.98)
: 2
o~ % Vo — B (3.99)

Hodnota « se tedy blizi nule a pfislusna vlnova funkce klesa
velmi pomalu s rostouci vzdalenosti od potencidlové jamy.

Lich4 fefeni lze diskutovat analogicky. Reseni pro x > 0 mii-
zeme vzit ve tvaru

Y = Bsinkz (3.100)

Y = Ae™ ", (3.101)

kde B a A jsou konstanty. Z pozadavku spojitosti vlnové funkce
a jeji derivace v bodé x = a/2 dostavame dvé rovnice pro tyto

konstanty A a B
ka aa

BSin? = Ae 2 (3102)
* k
a QA _oa
i 1
B cos 5 Ake (3.103)

Z pozadavku nulového determinantu této soustavy pro A a B
dostaneme podminku

k amV;
keot = = —a = — ”7_;20 — 2. (3.104)

Tento vztah mtuzeme upravit podobnym zptisobem jako vyse a
dostaneme vysledek analogicky rovnici (3.93))

hk
v2mVy

ka = 2nm — 2 arcsin n=12,.... (3.105)
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Ktivky zobrazujici pravou stranu pro liché stavy tedy maji stejny
tvar jako pro sudé stavy a jsou pouze posunuty smérem nahoru
o m (viz Obr.) Diskuse je tedy pro tento pfipad analogicka.

Pro nekonecné hlubokou potencialovou jamu kdy plati V5 >>
E dostaneme

ko~ 2nl. (3.106)
a

Odpovidajici energie a normovana licha vlnova funkce pak maji
pron =12 ... tvar

T2h?
E, = 2n)? 1
2= (o) (3.107)
a
2 9
W =/ sin (3.108)
a a

Nyni provedeme stru¢nou diskusi pro spojité spektrum od-
povidajici energiim E > V{. Podrobné;jsi diskuse bude provedena
v nasledujici ¢asti. Pro £ > Vj je

o = 27?(1/0 —E) (3.109)
mensi nez nula, « je ryze imaginarni a v oblasti mimo poten-
cidlovou jamu dostaneme misto jednoho klesajiciho feSeni dveé
oscilujici linedrné nezavisla feseni. V této oblasti tedy budeme
mit dvé konstanty v linearni kombinaci téchto funkci misto jedné
funkce. Sesivaci podminky na vlnovou funkci tj. podminky na
spojitost funkce ¥ (x) a jeji derivace v bodé x = a/2 jsou dvé
stejné jako v pfipadé vazanych stavi. Dostavame tedy dvé rov-
nice pro tTi konstanty, z ¢ehoz je zfejmé, Ze energie E > Vj nejsou
kvantovany a vytvari spojité spektrum. Je zrejmé, ze ke kazdé
energii &/ > Vj existuji dvé linearné nezavisla feseni, ktera se pro
x >> a/2 chovaji piiblizné jako funkce

P(x) m et 7 VEIEV), (3.110)
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Tyto dvé funkce predstavuji pohyb castice ve sméru kladné a
ZAporné osy x.

3.3.2 Spojité spektrum

Pohybuje-li se ¢astice smérem od zapornych hodnot x ke klad-
nym hodnotam z, ptisobi na ni v oblasti jamy urcita sila a muze
dojit bud k priichodu ¢astice oblasti jAmy nebo k jejimu odrazu.

Budeme predpokladat, ze potencial, v némz se pohybuje ¢as-
tice s energii &/ > 0 je roven nule vSude s vyjimkou oblasti jamy
—a/2 <z < a/2, kde plati

V(z)=-V (3.111)
a pritom V; > 0.

V oblasti I, tj. pro x < —a/2, budeme predpokladat, ze vl-
nova funkce castice je rovna

Yy = Ae™” - Bemthor (3.112)
kde
omE
ko = ;zn (3.113)

Pritom predpokladdme, Ze vlnova funkce A exp(ikox) odpovida
dopadu ¢astice na jamu a funkce B exp(—ikoz) pfedstavuje odraz
castice.

V oblasti II, tj. pro —a/2 > = < a/2, bereme vlnovou funkeci
ve tvaru

Vi = ae™ + Be (3.114)

kde

2m(E + V,
k= (hO) (3.115)
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Koneéné, v oblasti III pro x > a/2 predpokladdme vlnovou
funkci ve tvaru

Yrr = Ce™o”, (3.116)

ktera odpovida prichodu ¢astice pres oblast jamy.

Pravdépodobnost priichodu castice oblasti jamy lze urcit z
poméru hustoty toku pravdépodobnosti odpovidajicimu prichodu
oblasti jamy k hustoté toku pravdépodobnosti odpovidajicimu
dopadu c¢astice. Odtud dostaneme koeficient prichodu

2

C

T=|— 3.117
¢ i
a podobné i koeficient odrazu
B 2
R=|— 3.118
: oy
Soucet téchto koeficientl je roven jedné
T+R=1. (3.119)

K urceni téchto koeficientl je tieba vyjadrit konstanty B a
C' s pomoci konstanty A.

Sesivaci podminky na vlnovou funkci a jeji derivaci v bodé
x = a/2 = b maji tvar

Ce'*ob = qe*t 1 geikb (3.120)
a
Ko - ikob ikb —ikb
zC’e 0 = e’ — fe". (3.121)

7 téchto dvou rovnic dostavame

o= (; (1 + IZ‘)> ¢i(ko=k)b (3.122)
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C ko\
_ O (Ko sitroran 3.123
I} 5 < 3 > e ( )
Podobné, sesivaci podminky v bodé = —b maji tvar
Ae~kob | Beikob — oikb 4 3 ikd (3.124)
& k
Ap—ikob _ gikob _ ?0 (aeﬂ‘kb _ ﬁeikb) . (3.125)

7 poslednich dvou rovnic vypocitame A a B a do vysledkt
dosadime « a (3 z rovnic (3.122)) a (3.123)

C . k ko\ k o\
A== itkoa 1 v 1 U ika 1-— = 12 ika
1 KJF/{?O)(ij)e +< ’f0>< k>e ]’
(3.1

26)

B=—|{1-—][1+— e 1+ — ) |1——|e"].
=g o)) (-3

(3.127)

Dosazenim téchto vysledkii do rovnice (3.117) dostaneme ko-

eficient prichodu

1

- 1+i(%" — %)QSiHQk‘a'

T (3.128)

Koeficient odrazu je roven R =1 —T.

Nejprve si vSimnéme, Zze pokud potencidlova jama neexistuje
(Vo = 0), potom je k = ky a koeficient prichodu je roven jedné.
Podobné, pro velmi mélkou jamu (V5 je malé) se koeficient pri-
chodu T blizi jedné. Pro obecny ptipad je koeficient prichodu v
zévislosti na Vy a a ukdzan v Obr. ...

Pozoruhodny je nasledujici ptipad. Pfredpokladejme, ze plati
ka = nm, kde n je celé ¢islo. Potom dostavame sin ka = 0, takze
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koeficient priichodu 7" se rovna jedné navzdory piitomnosti jamy.
Je zfejmé, Ze to se stane pfi energiich

n’r?
E, = 5’ Vo > 0. (3.129)
Plati-li tedy
2 2
n2 > 20 mbo (3.130)

Rin2
existuji ve spojitém spektru energii vyse uvedené rezonancni
energie, pro néz je koeficient prichodu roven jedné. V tomto
pripadé tedy k odrazu ¢astice nedochazi. Protoze pro tyto ener-
gie plati ka = nm a k = 27/\, pro rezonanc¢ni energie je Sirka
jamy celistvym nasobkem poloviny de Broglieovy vinové délky

A
¢ =ng. (3.131)

Poznamenejme, ze vinova funkce je pfitom na okrajich jamy x =
+a/2 ruzna od nuly. Tento jev nemé klasickou analogii.
3.4 Pruchod potencialovym valem

V této kapitole budeme uvazovat pohyb ¢astice potencidlovym
valem o vysce Vg (viz Obr.)



Kapitola 4

Linearni harmonicky
oscilator

Linearni harmonicky oscilator predstavuje snad nejoblibenéji pro-
blém v kvantové teorii. Diivodl je proto hned nékolik:

e D4 se celkem snadno analyticky vyfesit nékolika rtiznymi
zpusoby; proto se pouziva k testovani riznych metod kvan-
tové teorie.

e Mnoho prakticky zajimavych problémi je mozné pfinejmen-
sim aproximativné prevést na linedrni harmonicky oscila-
tor. Jsou to naptiklad kmity atomii okolo rovnovaznych po-
loh v molekulach a s nimi souvisejici infracervena spektra.
Kmity atomi nebo molekul v krystalické miizce jsou od-
povédné za mérna tepla. V teorii elektromagnetického pole
se ukazalo, Ze pole lze formalné popsat jako soustavu har-
monickych oscilatort; toto zjisténi je zdkladem kvantovani
elektromagnetického pole a celé kvantové elektrodynamiky.

My si pti studiu lindrniho harmonického oscilatoru ukazeme radu
pracovnich postupli béznych nejen v kvantové mechanice.

91
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V klasické fyzice si lze linedrni harmonicky oscilator (klasicky
oscilator) predstavit jako kulicku o hmotnosti m p¥ipevnénou na
pruzinku s tuhosti k. Pocatek systému souradného polozime do
rovnovazné polohy kulicky. Vychylime-li kulicku z rovnovahy o z,
bude na ni ptisobit sila

F = —kx, (4.1)

ktera se ji bude snazit vratit do rovnovazné polohy. Pohybovou
rovnici je druhy Newtontv zakon

mi = —kz. (4.2)
Obecné Teseni lze psat ve tvaru
xr = Acos(wt) + Bsin(wt), (4.3)

kde
w=1/k/m (4.4)

je vlastni frekvence oscilatoru a konstanty A, B se ur¢i z poca-
tecni podminky. Pro specialni ptipad, kdy kulicku vychylime o a
z rovnovazné polohy a v case ¢ = 0 ji pustime, maji konstanty
hodnotu A = a, B = 0 a feSeni ma tvar

x = acos(wt). (4.5)

K tomuto TeSeni se jesté vratime, az budeme analyzovat feseni
¢asové Schrodingerovy rovnice.
Potencialni energii oscilatoru U(z) snadno uréime integraci

rovnice (4.1

U(z) = —/ Fdx = —/ (—kx)dz = —k2* = —mw?2®. (4.6)
0 0 2 2
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Pti pfechodu k poslednimu vztahu jsme pouzili definici (4.4))
vlastni frekvence oscilatoru. Kinetickou energii 7' mtizeme s po-
uzitim definice hybnosti p = ma psat ve tvaru

1 p?

T=-mit=2 4.
me v (4.7)

Hamiltonovu funkci neboli klasicky hamiltonian pak lze psat
nékolikerym zptisobem

2

1 1 1
H=T+U(x) = §m¢2 + ikﬁ = 2p—m + imwzx? (4.8)

Celkova energie oscilatoru odpovidajici feseni (4.5)) je

1
E = §mw2a2. (4.9)
Prava strana (4.8) je vhodna k pfechodu do svéta kvantové
mechaniky, ”ostriskujeme” souradnici a hybnost a dostaneme
kvantovy hamiltonian
A2
2 p 1 2
H=_—+-mw
2m 2

2. (4.10)
Tvar hamiltonianu s frekvenci je vyhodnéjsi nez tvar s tuhosti
pruziny. Divod je prosty. Zatimco v klasické fyzice neni obvykle
problém tuhost pruziny zmérit, je nejasné jak ji zmérit napfi-
klad v molekule vodiku. Atomy v molekule rozhodné nedrzi po-
hromadé pomoci néjaké pruziny ani s nimi nejde snadno mani-
pulovat. Hmotnost kmitajiciho atomu je ovSem dobfe znama a
frekvence kmiti se da (jak zéhy uvidime) pomérné snadno urcit.
S ohledem na nas hamiltonian (4.10)) a definici operatort Z a

p ma staciondrni Schréodingerova rovnice tvar

a1,
- 4+ —nw xr) = FEyY(x 4.11
(~g s + 57 ) o) =B (@
Reseni stacionarni Schrédingerovy rovnice obvykle probiha
v nekolika krocich
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1. Prechod k bezrozmérnym veli¢inam. Dtvodi pro prejiti od
puvodnach veli¢in k veli¢cindm bezrozmérnym je cela fada.
7 nich nejdtlezitéjsi jsou:

(a)

Matematické funkce jsou definovany pro bezrozmérna
¢isla nikoli pro fyzikalni veli¢iny s rozmérem. Proto se
v pribéhu odvozovani feseni objevi pred proménnymi
faktory slozené z rtiznych parametr systému (napf.
hmotnost) a béznych fyzikélnich konstant (napf. rych-
lost svétla ¢, Planckova konstanta %). V praxi je jed-
nodussi se s timto pfechodem vyporadat hned na za-
catku.

Pti vhodné volbé prevodniho faktoru ziskame priro-
zen€ meritko, tj. pracujeme napiiklad v kvantové fy-
zice spise na Skale nanometri nez metri a v astrono-
mii na skale parsekii nebo svételnach let. P¥i vhodné
volbé prirozeného métritka mame dobrou predstavu,
co je malé a co je velké (vzdalenost 1071° svételného
roku je smésné mala v astronomickych problémech a
absurdné obrovska ve svété atomi).

Pti numerickych vypoctech je vhodné, kdyz se pracuje
s Cisly blizkymi jedné, protoze pii jejich umocnovani
nebo opakovaném néasobeni tak snadno neptkrocime
mez nejvetsiho nebo nejmensiho ¢isla zobrazitelného
v nasi kalkulacce nebo v nasem programovacim ja-
zyku.

Pokud jsou numerické vypocty casoveé velmi narocné
(v praxi napf. trva stfedné pfesny vypocet rozloZeni
elektrontt v molekule se zhruba stovkou atomii néko-
lik set hodin strojového casu nejvykonnéjciho osob-
niho pocitace), je lepsi je provést jenom jednou a pro
podobné systémy (tfeba linearni oscilatory s riznou



95

hmotnosti) vysledky ziskat jen prostym pzeskalova-

nim.
2. Zkoumaji se asymptoticka feSeni, ktera vystihuji chovani
presného feseni pro x — £o0o0 a v okoli vyznac¢nych bodt

(Casto je to pocatek soutadnic).

3. Hledané teseni se napise ve tvaru soucinu asymptotickych
reseni a neznamé funkce u a dosadi do Schrédingerovy rov-
nice. Najde se pak rovnice pro funkci u.

4. Zkusi se najit feseni rovnice pro u. Velmi casto se hleda ve
tvaru rozvoje do mocniné rady.

A nyni se uz pustime do FeSeni rovnice (4.11]). Zvolime sou-
fadnici = ve tvaru
r = aq, (4.12)

kde ¢ je bezrozmérné. Ziejmé plati
d dgd 1d
der  drdg adg
Dosadime-li tyto vztahy do rovnice (4.11)) dostaneme po jedno-
duché aprave
d*p(q)  mPwial 2ma?

d? )+

Faktor pfed druhym clenem na levé strané této rovnice nam
vnuké myslenku zvolit a takto

o <h>1/2 (4.15)

(4.13)

Ev(q) = 0. (4.14)

mw
Pokud zavedeme jesté bezrozmérnou energii vztahem

mao? E
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muiZzeme upravit rovnici (4.14]) na tvar
W+ (26— )Y =0, (4.17)

kde ¢arka u funkce ¢ (q) oznacuje derivaci podle ¢q. Ovéfime si,
ze volba koeficientu a dava rozumné velké prirozené méritko.
Frekvence kmit atomi v molekulach jsou fadu 10'3 Hz, veli-
kost vychylek je zhruba 107! a hmotnost atomu vodiku je fadu
10727 kg. Dosazenim do (4.15) obdrzime o ~ 1071° ¢ ~ 0.1 .
Jak velikost «, tak ¢ je rozumna.

Nyni se budeme zabyvat zkoumanim asymptotického chovani
stacionarni Schrodingerovy rovnice (4.17)) v bezrozmérnych pro-
ménnych ¢ a €. Pro v absolutni hodnoté velmi velké hodnoty ¢
(¢ — £00) Ize zanedbat ¢ vici ¢2, rovnice se pak zjedno-
dusi na rovnici

U (q) = ¢*¥(q) = 0. (4.18)
Jejim fesenim je na stejné urovni presnosti
U(q) = A y"exp{£¢*/2}. (4.19)
Zderivujeme-li totiz dvakrat za sebou 1), dostaneme

1"

(4

2 1 —1
Aym%mwifm}ﬁi e +“Z4))

FRA P exp {£¢%/2} = Y. (4.20)

Je zfejmé, ze TesSeni se znaménkem + v exponentu nemiize byt
vlnovou funkci, protoze pro velkd ¢ diverguje. Pro vSechny ko-
ne¢né hodnoty ¢ jsou ¢leny rovnice kone¢né, proto se jim
nemusime vénovat specialné. Funkci ¢(¢q) budeme tedy hledat ve

tvaru
2

¥(g) = ulg) exp{~}. (4.21)
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Dosazenim 1(q) do (4.17)) dostaneme po jednoduché tpravé rov-
nici pro u(q)

u —2qu + (2¢ — 1)u = 0. (4.22)
ProtoZze nés nenapada zadné Sikovnéjsi feSeni, zvolime u(q) ve
tvaru mocninné rady

u(q) = 2_: cxq”, (4.23)

kterou dosadime do (4.22)). Po vhodném pfeéislovani exponentt
dostaneme

S lersalk+2)(k+1) +cp(2e —1—2k)] = 0. (4.24)

Protoze rovnice musi platit pro vSechny hodnoty ¢, musi byt
vSechny koeficienty u mocnin ¢ identicky rovny nule. Odtud do-
staneme rekurentni vztah mezi koeficienty cy

(2k+1—2¢)

Cki2 = Ck (k;—|—2)(k+1) (425)

Zname-li tedy koeficienty cy a c1, zname vsechny ostatni koefici-
enty mocninného rozvoje u(q). D¥ive nez se pustime do hledéni
koeficienttl ¢y a ¢; budeme se jesté zabyvat rozvojem . Kdyz
jsme zkoumali asymptotické chovani 1(q), zjistili jsme, Ze pro
velkd ¢ se vinova funkce chova jako v(q) = Aq"exp{—q¢*/2},
odtud je s ohledem na vidét, ze pro velkd ¢ se musi u(q)
chovat jako ¢". Proto musi byt rozvoj u(q) koneény, [ tj.

=0 pro k > n, (4.26)

! Existuje i rigor6znéjsi argument pro konecnost rozvoje u(q). Da se
totiz dokézat, Ze je-li rozvoj nekone¢ny, blizi se jeho soudet funkci exp{q?},
to ale znamena, 7e 1)(q) ~ exp{q®/2}, takové funkce ale neni normovatelna,
a proto nemuze byt funkci vinovou. Proto je tfeba, aby byl rozvoj
konecny.
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kde n je prirozené ¢islo. Podle toho jakou hodnotu n zvolime,
takové reseni obdriime. Je tedy vidét, ze n hraje roli kvantového
¢isla. Z rekurentni formule (4.25)) pak s ohledem na (4.26]) a (4.16)

dostaneme pro néjaké pevné zvolené n

En =1+ ; popt. E, = hw(n + ;) (4.27)
Pro n sudé pritom obsahuje rozvoj pouze c¢; se sudymi
indexy a naopak pro n liché obsahuje pouze ¢ s indexy lichymi.
Ukazuje se tedy, Ze u(q) je polynom Fadu n. Pohledem do tabulek
specialnich funkci zjistime, Ze se jedna o Hermiteovy polynomy
H,(q). Neékolik prvnich Hermiteovych polynomi méa tento tvar
(koeficienty volime, tak jak je obvyklé)

Ho(q) = 1

Hi(q) = 2q

Hy(q) = —2+4¢° (4.28)
Hy(q) = —12q+8¢°

Hy(q) = 12— 48¢* + 164"

Znormovani vlnové funkce je ponékud pracné a vysledek zavisi
na tom, zda ji normujeme v proméné g nebo x. Pro

[ ln(@)Pdg = 1 (4.29)
obdrzime
Vn(q) = <7T22”1(n')2> ! H,(q) exp{—%}, (4.30)
pro

[ lena)Pda = 1 (431)
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pak obdrzime

Un(q) = (M) : Hn(\/Tx) exp{—%:ﬁ}. (4.32)

Zkoumejme nyni podrobnéji vlastnosti ziskaného teseni. Ze
vztahu je vidét, Ze energetické hladiny jsou rozlozeny ekvi-
distantné s krokem

AFE = hw. (4.33)

Nejmensi mozna energie — energie zakladniho stavu Ey = hw/2
je nenulovéa. To je v rozporu s klasickou mechanikou, ale je bézné
v mechanice kvantové. Divod pro tento vysledek lze nalézt v nut-
nosti respektovat relace neurcitosti. V klasické fyzice miizeme
soucasné presné urcit potencialni i kinetickou energii a obé mo-
hou byt soucasné nulové (oscilator je v klidu ve své rovnovazné
poloze). V kvantové teorii ale spolu operatory kinetické a poten-
cialni energie nekomutuji (viz Cviéen. Proto nemohou byt
tyto dvé slozky celkové energie soucasné presné nulové. Trochu
jiny pohled, vedouci ke stejnému zavéru vyuziva relace neurci-
tosti mezi hybnosti a soufadnici. Této relace se dokonce casto
vyuziva k odhadnuti energie zékladniho stavu zkoumaného sys-
tému (pro oscilator to ukdzujeme v Piikladu??).

Cviceni 4.1 Naleznéte komutator mezi operatory kinetické a
potencialni energie linearniho harmonického oscilatoru.

Je zajimavé si polozit otazku, pro¢ nepozorujeme kvantovani
energie oscilatoru v klasické fyzice. Abychom si na ni odpové-
déli, provedeme nékolik jednoduchych radovych odhadi. Pred-
stavme si, Ze mame linearni harmonicky oscilator realizovany
kulickou o hmotnosti 1 g, ktera kmita s frekvenci 1 Hz a jeji ma-
ximalni vychylka je 1 cm. Jeji celkova energie spocitand podle
je Eyas = 2107° J, vzdalenost hladin je podle (4.33)) rovna
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A = 71073 J. Je vidét, Ze vzdalenost dvou sousednich hladin
je 0 28 Fadf mensi nez je velikost energie. Sance zméfit kvanto-
vani energie takového oscilatoru j e nulova. Tento stav oscilatoru
odpovida naopak vysoce vybuzenému stavu s kvantovym c¢islem
n ~ 10%". Nekvantové chovani zkoumané kulicky na pruzince je
ve shodé s principem korespondence, podle néhoz se systémy ve
vysoce excitovanych stavech ve svém chovani blizi chovani od-
povidajicich systému klasickych.
Take vlnové funkce maji fadu zajimavych vlastnosti. Namalujeme-

li si vlnové funkce 1, (), zjistime, Ze n-t4 funkce ma n uzli
(jeji graf pro n rtuznych konecénych hodnot proménné protina osu
x). Da se dokonce obecné ukazat, ze vlnova funkce n-tého ex-
citovaného stavu kazdého jednorozmérného systému ma n uzlt.
Toto tvrzeni, které se obvykle nazyva oscildtorova véta je pri

vvvvvv

(zdjemci mohou dikaz oscilatorové véty nalézt v [??] na strané

Mezi vlnovymi funkcemi plati rizné uzitecné vztahy, z nich
nejdulezitijsi jsou tyto dva

00u(2) = | o (Js VAT D). (439

@ @) = o2 bos ~ VA F ). (435)

Tyto vztahy plati i pro n = 0, v tomto piipadé ze vzorct vy-
miz{ ¢leny s \/n. Je si tfeba uvédomit, ze se vztahy pro n = 0
musi dokazat zvlast, protoze z ¢isté matematického hlediska neni
t_1(x) vibec definované, a proto se nedd korektné o ¢lenech,
které 1)_1(z) obsahuji nic Fici.

Cviceni 4.2 Odvodte vztahy (4.34) a (4.35) s pomoci reku-

rentnich vztahii mezi Hermiteovymi polynomi a definici vlnové

funkce (4.32]).
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Klasicky oscilator se mtize pohybovat v intervalu vychylek
< —a,+a >. Pravdépodobnost najit ho pri ndhodném pohledu
v malém okoli dxr bodu z je ddna soucinem hustoty pravdépo-
dobnosti wy,4(z) a tohoto intervalu, tj. wy),4(7) dz. Tato prav-
dépodobnost je dana pomérem doby dt, po kterou se oscilator
nachézi v intervalu dx a délky periody T" kmitu oscilatoru. Odtud

odvodime @t p
T w
W]ag () dz = T = (2 am (4.36)

kde v(x) je rychlost oscilatoru v bodé x. Ze vztahu (4.5)) snadno

odvodime
v(z) = —wasin(wt) = —way/1 — (z/a)?. (4.37)

Ze vztahu (4.36]) a (4.37) pak obdrzime pro klasickou hustotu
pravdépodobnosti najit oscilator v okoli bodu x

1 1
wklas(x) - 2ma m
(4.38)

Je vidét, ze wyq,4(z) nabyva maximalni hodnoty v okoli bodi
obratu x = +a. V kvantové fyzice podle zakladnich postulati
plati

pro xz €< —a, +a > .

Wiy (2) = [ () pro = € (—00, +00). (4.39)

Rozdil mezi klasickym a kvantovym vysledkem je patrny. Pro
T €< —a,+a > wyy(z) osciluje a navic (coz je ve zfejmém roz-
poru s klasickym pohledem a souvisi to podobné jako nenulova
energie zakladniho stavu s relaci neurcitosti mezi kinetickou a
potencialni energii) se muze kvantovy oscilator vyskytovat za
body obratu z = *+a.
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Kapitola 5

Atom vodiku

Studium atomu vodiku sehralo vyznamnou roli pii budovani
kvantové mechaniky. I dnes slouzi velmi pfesné vypocty nej-
jemnéjsich detailii k provéreni pokrocilych partii teorie, zejména
kvantové elektrodynamiky. V této kapitole se sezndmime s hlav-
nimi vysledky teorie atomu vodiku, které jsou zakladem pro vy-
svetleni vlastnosti atomi a jsou hojné vyuzivany chemiky.

Protoze jadro atomu je vzdy nejméné o tii fady hmotnéjsi nez
elektron, budeme ho v prvnim pfiblizeni povazovat za nekonecné
hmotné a ptisobici na elektron pouze jako zdroj elektrostatické
sily. Diky tomu se tloha studia atomu vodiku stane tlohou jed-
nocasticovou zkoumajici pouze pohyb elektronu.

Budeme predpokladat, ze jadro atomu a elektron spolu in-
teraguji pouze elektrostaticky a vSechny jemnéjsi efekty (napf.
spin, magnetické pole buzené pohybujicim se elektronem apod.)
zanedbame. Obecné budeme naboj jadra povazovat za Ze, kde
e je elementarni naboj. Pro atom vodiku je Z = 1, pro iont helia
He™ je Z = 2. Pro jiné atomy nebo ionty mtze Z nabyvat dal-
sich i necelo¢iselnych hodnot (mluvime pak o efektivnim naboji
jadra), vypocet je pak ovSem jen pfibliznym modelem.

Velikost elektrostatické (Coulombické) interakce zavisi pouze

103
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na vzdalenosti ndboji a ne na jejich vzajemné orientaci, proto
hovoiime v tomto pripadé o poli centralni sily. Ukazuje se, ze
je Sikovné zkoumat tlohu pohybu v poli centralni sily nejdiive
obecné, tj. bez ohledu na konkrétni tvar zavislosti interakce na
vzdalenosti a teprve potom se vénovat specidlnimu ptipadu Cou-
lombovské interakce.

5.1 Pohyb v poli centralni sily

Hamiltonian ma v pripadé pole centralni sily tvar

2
g-_r
2

A+ V(r), 5.1

A V() 6.1
kde m, je (klidova) hmotnost elektronu a V'(r) je potencial cen-
tralniho pole. Protoze tloha je v tomto ptipadé kulové symet-
rickd, je vyhodné piejit do kulovych souradnic. Po zdlouhavém
ale rutinnim pocitani ziskdme

N 1[0 0 1 1 90 %) 1 0
H=———-|—(|rP=—) - ———— [sinf= —— = |+ V(7).
2me 12 (87" (T 87“) 2m.r? sin 6 00 (Sm 80) + sin? 6 8¢2>+ (r)
(5.2)
D4 se ukazat, ze v kulovych soufadnicich ma ¢tverec celkového

momentu hybnosti tvar

A 1 0 0 1 0?2
L’ = —h|——= [sinf— — 5.3
(meae (Sm ae) * sin298qb2> (5:3)
a z-ova slozka momentu hybnosti vypada takto

. s,
= —ih—. A4
L, 2h8¢ (5.4)

Diky tomu prejde hamiltonian na

ﬁz

A

H=T,+

+V(r), (5.5)

2m,.r2
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kde jsme pro prvni ¢len hamiltonianu zavedli oznaceni

. 10 9]
T, = ————(r=]|. (5.6)
2me 72 Or or
Tento clen se Casto nazyva kinetickou energii radidlniho pohybu.
7 tvaru operatori H, L? a L, je ziejmé, ze plati

H 1% =0, [H,L))=0 a [L*L,]=0. 5.7
[

Proto 1ze najit takova feSeni stacionarni Schrédingerovy rovnice,
ktera jsou soucasné i vlastnimi funkcemi operatortt L? a L., a
diky tomu také mtizeme provést separaci vinové funkce

b(r,0,¢) = R(r)Y(0,9), (58)

R(r) je radialni ¢ast a Y (6, ¢) dhlovd ¢dst vinové funkce. Jed-
notlivé ¢asti vlnové funkce vyhovuji rovnicim

L2Y(0,6) = RA(1+1) (5.9)
7L R(r) + WR(M FV(MR() = ER(r).  (5.10)

Separaéni konstantu jsme v predtuse vysledku oznadili A*[(1+1).
Reseni rovnice ((5.9) je zdlouhavé, proto si zde ukdzeme pouze
vysledek, kterym je specialni kulovd funkce.

Yim (0, ) = N P/™ (cos 0) exp{ime}, (5.11)

kde Ny, je normovaci faktor

N J (I — |m])2l +1) 512

(I + [m|)lar
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ml dl™
=3 Je 76, (5.13)

P,(&) pfitom oznacuje Legandretiv polynom, ktery se da vypodi-
tat ze vztahu

P =1-¢2)

1 d
RAE) = @~ 1) (5.14)

Normovaci faktor je zvolen tak, aby byla kulova funkce v kulo-
vych soutadnicich normovana na jednicku

T 2w
[ [ Y56, 6)Yim (6, 6) sin(9)dods = 1. (5.15)
o Jo
Kulové funkce je soucasné vlastnimi funkcemi I?al,
LYim(0,0) = R*I(1+ 1)Yim(0,¢) 1=0,1,....,  (5.16)

LY (0, ¢) = hmYp,(0,6) m=0,+1,... =+l (5.17)

Ted se pustime do feseni rovnice ((5.10) pro radialni ¢ast R(r)
vlnové funkce. To je fyzikalné daleko zajimavéjsi problém, nez je
nalezeni kulovych funkci. Ukazuje se, ze je Sikovné zvolit E]

R(r) =22 (5.18)

Snadno se presvédcime, ze plati

h? }d2u(7‘)

T.R(r) =

(5.19)

C2mer dr?

1 Je samoziejmé mozné pracovat ptimo s funkci R(r), ale nékteré vztahy
béhem resSeni jsou méné tthledné nez pfi nami provedené volbé. Konecné
feSeni rovnice , které je v pripadé atomu vodiku matematicky presné,
nemiize samoziejmé na této volbé zéviset. Zvidavym c¢tenditim doporucu-

jeme, aby si zkusili vyfesit (5.10) pfimo s R(r).
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Po dosazeni R(r) ve tvaru (5.18]) do (5.10) dostaneme
n? dPu R+ 1)
ey

" 2m, dr? 2m,r?

+V(r)u = Eu. (5.20)

Pro kazdy fyzikalné rozumny potencial V() musi platit

lim V(r)=C, (5.21)

r—-+00

pritom se obvykle nulova hladina potencialu voli tak, aby bylo
C=0. (5.22)

V tomto pripadé odpovidaji stavy s £ > 0 staviim, kdy po-
hybujici se ¢astice neni vazana k silovému centru (to odpovida
rozptylu nalétavajici ¢astice na silovém centru), a stavy s £ < 0
odpovidaji vazanym stavim (elektron v atomu, Zemé pohybujici
se kolem Slunce). Dale budeme ptedpokladat, ze v okoli po¢atku
(tj. silového centra) se potencidl V' (r) chova takto

Vi_o(r) = :i 0<a<?2. (5.23)

Jak za chvili uvidime, neni tato volba prakticky omezujici (exis-

tuji skutecné silova piisobeni, napt. van der Waalsovy sily mezi

molekulami, kterd maji a > 2, ale tato ptisobeni nejsou kulové

symetrickd).

V asymptotice pro r — oo se rovnice pro u(r) zjedno-
dusi

R d*u

2m, dr?

= Fu. (5.24)

Reseni této rovnice je vSeobecné znamé.

2 _ 2m.E

u(r) = Cre™™ + Coe ™k T

E>0 (5.25)
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2m.FE
e
Po dosazené do (5.18) pak obdrzime asymptotiku radidlni ¢asti
vlnové funkce.

u(r) = D1 + Do, N = — E<0. (5.26)

eikr efikr ) ZmeE

R(T):Cl . + Cs p— k —7h2 , E>0 (527)
a
AT A om.E
R(T)=D167+Dzer , >\2:—%, E<0. (5.28)

V ptipadé E > 0 je funkce R(r) kombinaci rozbihavé a sbihavé
kulové viny a je kone¢na pro vSechny hodnoty r, £ > 0 a kon-
stant C; a Cy. V piipadé E < 0 je feSeni e divergentni pro
r — 00, a proto ho musime vyloucit jako nefyzikalni (polozime
D, =0).

Nyni budeme zkoumat chovani v okoli pocatku (r — 0).
Funkei u(r) budeme hledat ve tvaru fady

u(r) =7 (1+ ayr + agr? + - - -). (5.29)

Po dosazeni tohoto rozvoje do ([5.20)) ponechame jen ¢leny s nej-
niz$i mocninou r, kterou je s ohledem na nas predpoklad ([5.23))
o chovéani potencialu V(r) v okoli po¢atku ¢len r7 2

[Y(y — 1) = I(I + 1)]7""2 + &leny vyssiho fadu v r = 0. (5.30)

Aby byla tato rovnice splnéna, musi byt koeficient u 72 roven
nule, tj.
[y(v—=1)=1(l+1)] =0. (5.31)

Tato rovnice ma dvé reseni

vy=1+1 a y=-L (5.32)
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V okoli pocatku se tedy da radidlni ¢ast vinové funkce R(r) psat
ve tvaru

R(r) = Cirl(1+ayr+agr® +-- )+ Chr U A+ dir +alyr? +- - ).
(5.33)
Ma-li byt ovSem R(r) v okoli poc¢atku konecéné, musi byt C%) = 0.
Srovname-li asymptotiky v nekonec¢nu a v pocatku, za¢iname
tusit, ze v pripadé E > 0 neexistuje zadné dalsi omezeni na
hodnoty kladné energie a spektrum je spojité (koeficienty C; a
Cy v mohou nabyvat bez omezeni vSech hodnot, a proto
se da ocekavat, ze se je podafi nastavit tak, aby asymptotika pro
r — oo presla do asymptotiky pro — 0). Naopak v ptipadé E < 0
se bude nejspis energie kvantovat, protoze koeficient D; = 0 v
(15.26)).
V tomto okamziku jsme dospéli do bodu, kdy musime opustit
obecné tvahy o poli centralni sily a musime pracovat s konkrét-
nim tvarem potencialu.

5.2 Atom vodiku

Potencial v atomu vodiku a v atomech a iontech jemu podobnych
mizeme psat ve tvaru

1 Ze? Ze'?
V(r)=- < -z (5.34)

dteg 1 r

kde jsme pro zjednoduseni zapisu zavedli oznaceni

e
¢ = = (5.35)

Budeme se zabyvat pouze stavy se zapornou energii, které od-
povidaji elektronu vazanému v atomu. Pfesné feseni pro stavy
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s kladnou energii hledat nebudeme, ale da se postupovat analo-
gicky jako v pripadé E < 0, ukéaze se, Ze v tomto ptipadé opravdu
neni energie kvantovana a spektrum je tedy spojité. E]

Je si tfeba uvédomit, ze i kdyz jsou z hlediska chemického za-
jimavéjsi stavy vazané, netvoif samy o sobé tplny systém. Uplny
systém tvori dohromady stavy vazané spolu se stavy s kladnou
energii.

Dosazenim Coulombického potencilu do rovnice
dostaneme pohybovou rovnici pro funkei u(r), kterd je podstat-
nou slozkou radidlni ¢4sti vlnové funkce. ReSenim této rovnice
a dosazenim vysledku do ([5.18)) ziskdme kyzenou radialni ¢ast
stacionarnich vlnovych funkci a prislusné energie.

R 2 R+ 1 Ze?
cu U+ )u ~ 2% 4= Eu (5.36)

2m, dr? 2m,.r? r

Podobné jako v pfipadé linedrniho harmonického oscilatoru
prejdeme k bezrozmérné soutradnici p a energii ¢ dané vztahy

.
_r 5.37
p= (5.37)
E
e=7. (5.38)

Dosazenim téchto vztaht do (5.36)) dostaneme po kratké apravé
(vykratime celou rovnici faktorem stojicim pred druhou derivaci)

s ) - () 2 < (%555) <5<3p;>

2 Pro tplnost a pro zvédavé ¢tenaie zde pod ¢arou uvadime FeSeni pro
kladnou energii Ry (p) = e*™*Pp! T F (1 + 1 £ Z/ik, 2l + 2, F2ikp), kde p je
definovano vztahem , k = \/2¢, kde ¢ je definovano vztahem lj a
F je degenerovana hypergeometricka funkce.
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Budeme-li pozadovat, aby se vyrazy v kulatych zavorkach
rovnaly jedné, dostaneme hledané prepocetni faktory a, b

h2
e'*m,

Zkusené oko vidi, ze prepocetni faktor a je totozny z Bohrovym
polomérem, ktery se obvykle znac¢i ag. Proto budeme nadéale pro
bezrozmérnou souradnici p psat

T
—_— 5.42
p= (5.42)

Pohybova rovnice pro u(p) vypada nyni takto

_ Pu(p) N I(1+1)
52 2

u(p) — 2Zu(pp) = cu(p). (5.43)

Asymptotické chovani rovnice pro u(p) jsme jiz zkoumali v
pripadé pohybu v poli centralni sily. Proto s ohledem na ,
(5.29), (5.32)), (5.33) a uvazime-li, Ze nyni pracujeme s bezroz-
mérnymi proménnymi, zvolime u(p) ve tvaru

[ee]
u(p) = eV p Y pt (5.44)
v=0

a dosadime ho do (5.43)). Srovnanim koeficient u stejnych moc-
nin p dostaneme rekurentni vztah mezi koeficienty c,

2v/—e(v+1+1)—2Z7
v+Il+2)(v+1+1)—1(1+1)

c,, v=0,12....
(5.45)

CI/+1 = (
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Podobné jako u linearniho harmonického oscilatoru se da uka-
zat, ze fada ve vztahu pro u(p) se musi mit kone¢ny pocet
¢lentt (tj. musi byt polynomem kone¢ného fadu N), protoze jinak
by u(p) divergovalo pro p — oo. Proto po¢inaje v = N + 1 musi
byt ¢, = 0. Z rekurentni formule pak obdrzime podminku

pro kvantovani energie, tj.

cny1 =0, (5.46)
2/~ 1+1)—27
v +i+l) — 0, (5.47)
Vit writ1) —10+1)
Z2
-2 i N=012..1=012.... (54
TNt 0,1,2,...,0=0,12, (5:48)

Zavedeme novou celociselnou proménnou n vztahem
n=N+Il+1, n=0,1,2,...,0=0,1,2,...,(n—1). (5.49)

Explicitné jsme zde uvedli hodnoty kvantového c¢isla [, protoze
ty nyni zavisi na hodnoté kvantového ¢isla n. Nyni miizeme pro
energii psat kvantovaci podminku ve tvaru

Z2

o
n2

En = — n=0,1,2,.... (5.50)

Ukazuje se, Ze polynomy vystupujici v predpisu pro u(p), jsou
pridruzené Laguerrovy polynomy, které lze spocitat ze vztahu

La) = o L(x), (5.51)

kde L,(x) je Laguerrav polynom

X ds
dxzs

L.(x)=e (e7a"). (5.52)
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Chceme-li psat predpis pro radialni ¢ast vlnové funkce v kom-
paktni podobé, je vyhodné zvolit si novou proménnou &,

2Zp 27
= —=—T
n nap

&n (5.53)

Po dosazeni explicitniho tvaru energie do pfedpisu pro u(p) do-
staneme po nékolika tpravach, beroucich zfetel na tvar pridru-
zenych Laguerrovych polynomi a definici (5.18)), konecny tvar
radialni vinové funkce

Rnl(fn) - aneién/zlejilill (gn)a (554)

kde N,,; je normovaci faktor. Ten se da urcit z normovaci pod-
minky pro radialni ¢aast vinové funkce v kulovych soufadnicich

| Rauegdg, =1 (5.55)
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Kapitola 6

Souvislost kvantové a
klasické mechaniky

6.1 Hamiltonova-Jacobiho rovnice

Prechod od kvantové mechaniky ke klasické mechanice lze pro-
vést riiznym zpusobem. V této kapitole ukazeme, ze v limité
h — 0 1ze z ¢asové Schrodingerovy rovnice odvodit Hamiltonovu-
Jacobiho rovnici znamou z klasické mechaniky. V téze limité od-
vodime také Bohrovu kvantovaci podminku.

VInovéa funkce volné ¢astice mé tvar

W(x, t) = em(Fr-po), (6.1)
Pro castici, ktera neni volna zobecnime tento vzorec na vyraz
Y(x,t) = e"moh), (6.2)

kde funkce ¢(z,t) ma vyznam faze vlnové funkce. Tento vyraz
dosadime do ¢asové Schrodingerovy rovnice s potencialem V' (z, t)
a dostaneme rovnici

8¢(z,t)>2 . 9
(244t 0p(x,t)  ih 02¢(x,t)
o + Vix,t)+ 5 " am o (6.3)

115
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Tento vztah nyni porovname s Hamiltonovou-Jacobiho rovnici

as 0S(x,t)

kde v Hamiltonové funkci H(z,p,t) jsme za impulz p dosadili

oS

-5 (6.5)

p

Soutadnice z a p zde maji vyznam zobecnénych souradnic. Po-
rovnanim rovnic (6.3)) a (6.4) vidime, ze

® rovnice odvozend z kvantoveé mechaniky prechdzi na
klasickou rovnici v limité h — 0,

o klasicka akce S(x,t) md vijznam faze vinové funkce ¢(x,t).

Klasickd mechanika tedy odpovida limité 7 — 0. To vysvétluje,
proc¢ se Planckova konstanta i v klasické mechanice nevyskytuje.

6.2 Bohrova kvantovaci podminka

Nyni uvazujme piipad konzervativni soustavy s potencidlem,
ktery zavisi pouze na souradnici x

V=V() (6.6)

s energii F, ktera je integralem pohybu. V takovém pripadé lze
akci S(z,t) psat ve tvaru

S(x,t) = —Et + §*(), (6.7)

kde S* zavisi pouze na .
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Uvazujeme-li tedy potencial zavisly pouze na soutadnici V' =
V(z), mizeme predpokladat v analogii s klasickym pfipadem

o(x,t) = —Et + ¢*(x), (6.8)

kde pro ¢*(z) dostaneme z rovnice (6.3) vztah

(&)’
~2/ 4V =EF. 6.9
o T (6.9)
Odtud dostavame

d ES

dgi’ =+,/2m(E — V) = %p, (6.10)

kde jsme vyuzili vztahu F = p?/(2m) + V platného pro kon-
zervativni systém. Vezmeme-li v tomto vysledku znaménko plus,
vidime, ze funkce ¢* je rovna akci znamé z klasické fyziky

¢ (x) = /Oxp dz. (6.11)

Vlnova funkce je tedy v aproximaci, kdy zanedbavame A v rovnici

(6.3) rovna
() = em ()i pde), (6.12)

Podobny vyraz je znam i z optiky z teorie eikonalu.

Z posledni rovnice lze snadno odvodit i znamou Bohrovu
kvantovaci podminku. Predpokladejme, Ze x je cyklicka sourad-
nice (napf. thel rotace okolo osy z v Bohrové modelu atomu vo-
diku). V takovém pfipadé se po vykonani jednoho cyklu pohybu
dostaneme do fyzikalné ekvivalentniho mista a vlnova funkce
Y(x,t) se nesmi zménit. Musi tedy platit

1
7 j{p dx = n2m, (6.13)



118 Souvislost kvantové a klasické mechaniky

kde n je celé ¢islo. Odtud dostavame znamou Bohrovu podminku

f p dz = nh. (6.14)

To znamena, ze prirtstky akce pri cyklickém pohybu nemohou
byt libovolné a musi byt rovny nh. Vzhledem k tomuto kvanto-
vani akce jsou pak kvantovany i dalsi souvisejici fyzikalni veli-
¢iny.

Vsimnéme si, kdy vymizi ¢len

ih (1)
2m  Ox?

v rovnici (6.3)). Tento ¢len vymizi v limité 7 — 0. Vymizi ale
také v pripadé kdy je vyraz
0 (x, t)

—o; —P= konst (6.16)

konstantni. To znamend, Zze Bohrova teorie dava spravné vy-
sledky v pripadé, kdy je zobecnény impulz béhem cyklického
pohybu konstantni. To plati napi. v pripadé kvantovani pohybu
elektronu v atomu vodiku, kdy je prislusny zobecnény impulz
odpovidajici rotaci okolo osy z béhem pohybu konstantni. Jak

vvvvvv

(6.15)

6.3 Ehrenfestovy véty

V této kapitole se zamérime na dalsi pochopeni souvislosti kvan-
tové a klasické mechaniky.

Vzhledem k tomu, Ze operatory souradnice a impulzu nezavisi
explicite na Case, mizeme napsat operatory casové derivace pro
tyto veli¢iny ve tvaru

&, H) (6.17)
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p 1. -
— = —|p, H|. 1
L= —[p, (6.18)

Tyto operatorové rovnice jsou kvantové analogie Hamiltonovych
rovnic z klasické fyziky

OH

qr = 87]% ={q,H} (6.19)
: OH

kde gr a pi jsou zobecnéné soufadnice a symbol {, } oznacuje
Poissonovu zéavorku.
Nyni budeme predpokladat, ze hamiltonian ma obvykly tvar

ﬁ:ﬁ+%+ﬁ
2m

Potom z rovnice (6.17)) dostaneme

+V(z,y,z,t). (6.21)

dz 1 /5 . L
_ _523) = e — Paboi) . (6.22
iy (292 — p22) 575 (@Pebe = Pabed) . (6.22)

Nyni pouzijeme komutacni relaci
TPy — Put = 1N (6.23)
k vyjadfeni Zp, v prvnim c¢lenu v zavorce a p,Z ve druhém ¢lenu.
Po opétovném pouziti této komutacni relace dostaneme
dz Py
— ==, 6.24
dt  m ( )

Vidime tedy, Ze souvislost mezi operatory rychlosti a tmpulzu
je v kvantové mechanice stejnd, jako mezi klasickou rychlosti a
impulzem.
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Podobné miizeme postupovat i v pfipadé rovnice ([6.18]). Do-
sazenim za hamiltonian dostaneme z této rovnice

dpz 1 . 5 1( ov 90 0
— = —(p.V = VD) = — | —th— —thV — +ihV — |,
dt z'h(p Pa) 2h< “or " 8a:+l 896)
(6.25)
coz vede na vysledek
dp, ov
=——. 6.26
dt Ox ( )
Zavedeme-li operdator sily vztahem
A ov
Fp=——, 2
ox (6.27)

vidime, Ze operdtor casové zmeény impulzu je roven operdtoru
sily podobné jako je tomu v klasické fyzice pro klasické veli¢iny.
Rovnice tedy predstavuje kvantovy protéjsek klasickych
Newtonovych rovnic.

Kvantové mechanickym vystfedovanim rovnic ((6.24)) a (6.26))
dostaneme dvé Ehrenfestovy rovnice

d,. div_ {p
i) = <E> - <7;1> (6.28)
jt@d = <d£$> = (- ?Q = (F}). (6.29)

V explicitnim tvaru je muzeme zapsat v nasledujici podobé

a/wxwdv_m/w < zhax>dV (6.30)

d [ .{ ..o [ OV
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kde integrace probiha ptes cely t¥irozmérny prostor. Klasické po-
hybové rovnice tedy plati pro kvantové-mechanicke stredni hod-
noty prislusnych operdatori.

7 Ehrenfestovych rovnic 1ze odvodit i Newtoniv zdkon. Po-
stupnym pouzitim Ehrenfestovych rovnic dostaneme

@) i) _dg) 1y oV ()
dt? dt dt dt m m

— ) = . .32
ox m (6.32)

Newtontv zdkon tedy plati pro kvantove-mechanické stredni hod-
noty prislusnych kvantove-mechanickych operdtori

= (F,). (6.33)

Vidime, ze klasické fyzika formuluje pohybové zakony s po-
moci takovych veli¢in, jako jsou stfedni hodnota souradnice vl-
nového baliku, impulzu ¢i sily. Klasicky popis lze ziejmé pou-
zit pouze tehdy, kdyz kvantové-mechanické neurcitosti jako jsou
((A%)?) ¢i ((Ap,)?) jsou malé ve srovnani se stfednimi hodno-
tami téchto veli¢in () ¢ (p,). Pokud nejsou uvedené podminky
splnény, nelze klasickou mechaniku pouzit.

Na zaver si v§imnéme, ze zatimco Schridingerova rovnice je
linearni vzhledem k vlnové funkci a plati tedy princip superpo-
zice, klasickd mechanika, ktera ve vyse uvedeném smyslu pracuje
se stfednimi hodnotami veli¢in, neni obecné v téchto stfednich
hodnotach linearni.
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Kapitola 7

Spin

7.1 Spinova vlnova funkce

Experimentélni cestou bylo zjisténo, ze elektron mé vlastni (vnitini)
moment hybnosti a soucasné i vlastni magneticky moment. Jed-
notlivé slozky obou téchto vektorovych veli¢in jsou kvantované
a nabyvaji vzdy pouze dvou hodnot. Tuto skutecnost je nutné
vzit v ramci kvantové mechaniky pfi popisu stavu castice v
tvahu jakozto dalsi (¢tvrty) stupen volnosti, ktery dostal né-
zev spin. Priméty spinového momentu hybnosti do libovolného
sméru prostoru maji vzdy hodnoty +4/2 a —%/2. Spinovy mo-
ment hybnosti je nezavisly na prostorovém chovani ¢astice a ne-
souvisi tudiz ani s jeji soutadnici =, ani s jejim impulsem p.
Je typicky kvantovou veli¢inou, ktera nema predlohu v klasické
mechanice. V ramci kvantové mechaniky musi byt pochopitelné
vzata v vahu zptsobem, ktery nenarusi jeji strukturu. Probe-
reme postupné otazky, jak se existence spinu elektronu dotkne
pojmu vlnova funkce, jakym operatorem bude spin v kvantové
mechanice reprezentovan a zda se néjak zméni Schrodingerova
rovnice.

Co se tyce vinové funkce, je tfeba reagovat na fakt existence

123
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dodate¢ného stupné volnosti. To se realizuje v podobé zavedeni
nové proménné y, ktera ma diskrétni charakter a nabyva pouze
dvou hodnot +%/2 (nékdy se pro strucnost téz dosazuje jen +1/2
nebo dokonce +), ale nejc¢astéji se pouziva znaki T a |. Vinova
funkce ma tedy tvar ¢(r, x,t) a nazyva se spinovéa vlnova funkce
nebo strucénéji spinovd funkce.

Fyzikalni interpretace spinové funkce je podobné jako u vl-
nové funkce nezahrnujici spin opét statisticka. Veli¢iny

p(r. 1.0 =(r 1,0 a plr, Lt) = (. |,OF  (7.1)

interpretujeme jako hustoty pravdépodobnosti nalezeni ¢astice
se prumétem spinu T a | v misté r.

Nespinova hustota pravdépodobnosti nalezeni ¢astice v misté
r (bez ohledu na primét jejitho spinu) je potom déna vzorcem

p(r,t) = [(r, 1,01 + [¢(r, |, 1)
a pocitame ji zejména v situacich, kdy se nezajimame o spinové
vlastnosti ¢astice, ale jen o jeji prostorové chovani. Naproti tomu
v pripadech, kdy je dilezity primeét spinu elektronu bez ohledu
na jeho polohu, mizeme vyjadrit pravdépodobnosti, Ze spin ¢as-
tice ma prumét T nebo | v podobé

Po= [t 0fav, = [|o Loy,

Na zakladé predchozich vztahii mizeme snadno zformulovat
i normovaci podminku pro spinovou funkci v podobé

[ 1,01 + o, Loy =1, (7.2)

Pro prakticky zapis vztahti zahrnujicich spinovou funkci je
vyhodnéjsi nedivat se na ni jako na funkci diskrétni spinové pro-
ménné, ale jako na dvojici funkci zapsanych v podobé jedno-
sloupcové dvouradkové matice takto:

U(r, 1) = ( ZE:“? ) . (7.3)
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Tuto funkci nazyvame dvousloZkovd spinovd funkce. Normovaci
podminku pro tuto funkci zapisujeme v podobé

[t 10+ LRV = [ 1,000 1,0+, L v, L)V =

— /\Il+(r,t)\11(r,t) ~1,

kde
UH(r,t) = ((r, 1,0)"9(r, |, 1))

je matice hermitovsky sdruzena s matici U(r,?).

Rozsiteni poctu proménnych vinové funkce o diskrétni spino-
vou proménnou x ani prechod ke dvouslozkovému zapisu vinové
funkce nic neméni na principu superpozice stavi. Mizeme tedy
i 0 mnoziné vsech spinovych funkci mluvit jako o stavovém pro-
storu a definovat na tomto prostoru skalarni souc¢in dvou spino-
vych funkci ¥, a ¥, predpisem

(), Uy) = /xpjxpzdv
nebo v podrobnéjsim rozpisu jako

(\1117 \112) = /(1&;(7“, Ta t)?/)g(’l", T7 t) + @DI('I", lv t)w2<rv l? t))dv

7.2 Spinové operatory

Podivejme se nyni na otazku, jak se ur¢i tvar operatoru spinu
elektronu. Protoze jde o fyzikalni veli¢inu, ktera je vnitini cha-
rakteristikou castice, nelze postupovat podle algoritmu uvede-
ného v predchozich odstavcich, nebot neexistuje jeji klasicka
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predloha ani jakakoliv zavislost na soutfadnici » a impulsu p ¢as-
tice. Jedinou moznosti je vychazet z experimentalnich poznatki
tykajicich se spinu a sledovat i nasledné souhlas teorie s experi-
mentem.

Zkusme nejprve posoudit mozny tvar jakéhokoliv operatoru
¢isté spinového charakteru — ozna¢me ho symbolem O®P. M4-li
byt linedrnim operatorem a nema-li zaviset ani na souradnicich,
ani na case, musi byt v nejobecnéjsim pripadé jeho ptisobeni na
vlnovou funkci vystizeno vzorcem

OP1(r, 1,t) = Ay(r, 1), 1) + By(r, |, 1),
OPP(r, |, t) = C(r, 1),t) + Di(r, |, 1).

Dame-li tomuto vztahu maticovou podobu

OSP ¢(T7T7t) _ A B w(ﬁT,t)
U(r, 1,t) C D)\ ¥ lt) )
uvidime, Ze existuje moznost reprezentovat spinovy operator Osp
¢tvercovou matici druhého radu fadu majici tvar

Ospz<é g). (7.4)

Veliciny A, B, C' a D jsou v tomto piipadé konstanty. Tento
vztah miizeme, pokud zlistaneme u zapisu spinovych funkci ve
dvouslozkové podobé, zobecnit i na operatory nikoliv pouze spi-
nové. Budou opét reprezentovany maticemi druhého tadu, ale
prislusné maticové prvky A, B, C' a D se zméni v operatory fl,
B,CaDb.

Vratme se nyni k otdzce urceni tvaru operatoru spinu. Sou-
stfedime se nejprve na mechanicky spinovy moment hybnosti
oznacovany obvykle symbolem s = (s,,sy,s.). Z pfredchoziho
vykladu vime, Ze jeho operator musime hledat na zakladé nasle-
dujicich pozadavk:
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Slozky operatoru spinu 3, §, a 5, musi byt reprezentovany
maticemi, které

e musi byt hermitovské, nebot maji mit redlna vlastni ¢isla,
e musi mit vlastni ¢isla +7/2 a —h/2,
e musi spliiovat komutacni relace

(84, 8] = ih3,, [8y, 8.] = 1hS,, [5,, 8, = i3,

Prvni dva pozadavky jsou samoziejmé kviili zachovani formalni
struktury kvantové mechaniky, posledni se opira o skutec¢nost, ze
spin je momentem hybnosti a mél by spliiovat ptes sviij odlisny
ptivod komutacni relace jako orbitalni moment hybnosti.
V praxi se osvédcilo vyjadfovat operator spinu ve tvaru
S N
§=—-6.
2
Pro slozky operatoru & musi ovsem platit pozadavky analo-
gické predchozim, a sice ze prislusné matice

e musi byt hermitovské nebot maji mit realna vlastni ¢isla,
e musi mit vlastni ¢isla +1 a —1,

e musi splnovat komutacni relace
64,6y = 2ih6,, [64,0.] = 2iho,, [0, 0.] = 2iha,.

Tyto pozadavky tesi tzv. Pauliho matice

. (01 (0 =i . (1 0
2=\ 10) %= \i o) %27\o —1)

Tato trojice matic neni jedinym TfeSenim vySe uvedenych poza-
davkii, ale vSechna ostatni feseni jsou fyzikalné plné ekvivaletni
a na trojici Pauliho matic je mozné se omezit bez jmy na obec-
nosti teorie.
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Velmi casto je zapotiebi pracovat s primétem spinu do li-
bovolného sméru daného napiiklad jednotkovym vektorem n =
(cos a, cos 3, cosy) majicim soufadnice vyjadiené pomoci smé-
rovych kosintl cosa, cos3 a cos~y, pro néz je cos? a + cos® 3 +
cos? v = 1. Odpovidajici operator by mél na zakladé piedchoziho
vysledku mit tvar

cos "y
cos o + 7 cos 3

W>

(n) =38n= 5(0} cos a+d, cos f+7, cosy) = (

Spinovy magneticky moment elektronu mé velikost rovnou
Bohrovu magnetonu p; = |e|h/2m, a jeho praméty maji hod-
noty £/ 5. Protoze vSechny Pauliho matice maji vlastni ¢isla +1,
bude operator magnetického momentu elektronu mit tvar

Msp — _MBOA-.
Zaporné znaménko je zde dano zapornym elektrickym nabojem
elektronu.

7.3 Pauliho rovnice

Kdybychom jesté predtim, nezli vezmeme na védomi existenci
spinu, vlozili elektron (elektricky nabitou ¢astici s ndbojem —e a
hmotnosti m.), do konzervativniho pole s potencialni energii V'
a zaroven do elektromagnetického pole charakterizovaného vek-
torovym potencidlem A a skalarnim potencidlem ¢, mél by jeho
hamitonian (operator odpovidajici klasické Hamiltonové funkei)

tvar
1

2m,

Existence spinu elektronu — presné€ji jeho spinového magne-
tického momentu — musi zptisobit zménu hamiltonidnu, nebot

H=

(Pp+eA)? —ep+ V.

cosa — icos 3
— COS 7Y

)
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magneticky moment ¢astice ma v magnetickém poli dodateénou
energii zavislou na jeho prostorové orientaci. Konkrétné se ener-
gie cCastice nesouci magneticky moment M po zapnuti magne-
tického pole s indukci B zméni o veli¢inu

AFE = —MB. (7.5)

V piipadé elektronu bude M = M*? a energii AF bude prisluset
operator - R
AE = —M*B = 41,6 B, (7.6)

ktery se musi stat dodatecnym c¢lenem hamiltonianu. Je-li elek-
tron soucasti napriklad atomu, ma magnetické pole B ve sku-
tecnosti dvé slozky - interni (vnitroatomovou) a externi. Externi
magnetické pole je makroskopické pole, v némz se nachazi cely
atom a které muzeme pri laboratornich experimentech zapinat,
vypinat a ménit jeho velikost. Interni magnetické pole vzniké
uvnitt atomu jako pole buzené internimi elektrickymi proudy
zptsobenymi orbitalnim pohybem prostorového zaporného na-
boje elektronového obalu atomu. Energie elektronu vznikajici
v dtsledku vzajemného ptisobeni jeho spinového magnetického
momentu a interniho magnetického pole se nazyva spin-orbitalni
interakce a v pripadé elektronu nachazejiho v kulové symetric-
kém poli V(r) (tedy nikoliv pouze v atomu) ji pfislusi operator
- 1 oV h 0V _ .

Hy=——-——8L=———6L. 7.7
2m2c2r Or y dm2cr Or 7 (7.7)

Vse co bylo feceno o elektronu v atomu lze vztahnout i na slo-

néjsi tvar operatoru spin-orbitalni interakce je

~

so —
4m2c?

&gradV x p. (7.8)

a snadno se ovéfi, Ze vzorec ([7.7)) je zvlastnim piipadem (7.8)).
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Na obou vzorcich i je vidét, ze jdou pricipialné pie-
psat do tvaru pravé strany vzorce . Pro uplnost dodejme,
ze dusledné odvozeni tvaru operatoru spin-orbitalni interakce je
mozné jen v ramci relativistické kvantové teorie, z niz existence
spinu vyplyva jako samoziejmy disledek, zatimco do nerelativis-
tické kvantové mechaniky byl vélenén po experimentalnim zjis-
téni jeho existence a vlastnosti.

Vysledny tvar hamiltonianu pro elektron s nabojem —e, hmot-
nosti m,, spinem //2 v konzervativnim poli s potencialni energii
V(r) a v elektromagnetickém poli s potencidly A a ¢, ktery se
nazyva Pauliho hamiltonian, tedy bude

H = {2; (p+eA)? —ep+ V} ly+ Hy + ppgB.  (7.9)
Oznaceni B se v této rovnici vztahuje pouze na indukci vnéj-
§iho magnetického pole a je tedy B = rotA. Symbol 1, znamenda
jednotkovou matici druhého fadu (jednotkovy operator vici spi-
nové proménné) a zajistuje, aby cely Pauliho hamiltonian HP
byl matici druhého fadu (u druhého a tfetiho ¢lenu je to ddno
pfitomnosti spinového oparatoru o).

Pro ovéreni srozumitelnosti zapisu vzorce jesté prepisme
Hp v maticové podobé
P _ < {3+ (Hso)p1) + peB: (Hso)1y) + ps(Be — iBy) ) ,

~

(Hso)i1) + pn(Be +iBy)  {...} + (Heo)11) — 1 B-

kde symbol {...} zastupuje cely vyraz ve sloZenych zavorkach v
7).

Ve specialnich ptipadech, kdy je predmétem studia chovani
mikroskopického systému (elektronu, atomu, molekuly) ve vnéj-
sim magnetickém poli, které diky svému makroskopickému cha-
rakteru ma nehomogenity méritelné teprve na vzdalenostech o
mnoho tadt prevysujicich rozmeéry studovaného systému, mu-
zeme spolehlivé predpokladat, ze systém se bude chovat jako
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v homogennim magnetickém poli. Pro tento pfipad je mozné
hamitonidn (??) vhodné upravit. Rozvedeme-li prvni ¢len na
pravé strané a preusporadame-li jednotlivé prispévky tak, aby
byly pohromadé ¢leny, které vymizi pfi vypnuti vnéjsiho pole,
dostaneme

. P PO e e? .
HP = {2m + V} 12+H80+{mA'p + 5, A? — ego} lo+puz6B.

Homogenni magnetické pole (slozky B nezavislé na soutadnicich)
lze popsat potencidly A = [B x r]/2 a ¢ = 0, které davaji vztah
B = rot A. Prvni vyraz ve druhych slozenych zavorkach miizeme
upravit nasledovné

“ Bxrlp="

£ Ap-—

1 .
bIB = —u,LB
o S [r x P 7 Hs

2m,

a napsat Pauliho hamiltonian ve tvaru

]:IP == ]:Iéj + -[;Ilin + Hnelin7 (710)
kde )
HE = {2p + V} 1, + H,, (7.11)

je Pauliho hamiltonian zkoumaného systému bez ptisobeni vnéj-
stho magnetického pole,

Hio = %(i +h&)B = %(i +23)B (7.12)

je zména hamiltonianu linearné zavisla na velikosti magnetické
indukce B a nakonec

Hnelin - 7A2 (713)
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je prispévek kvadraticky zavisly na indukci pole, ktery je vy-
znamny pouze ve velmi silnych polich a vede k nelinearnim je-
viam.

Chceme-li se omezit jen na studium lineadrni odezvy kvan-
tového systému na vnéjsi magnetické pole, miizeme zanedbat
H,.;;n a nemame-li vazny divod orientovat souradnicovy systém
ur¢itym zptisobem, mizeme zvolit souradnicovou osu z ve sméru
homogenniho pole, tj. tak aby platilo B = (0,0, B). V takovém
pripadé mé Pauliho hamitlonian velmi prehledny tvar

HY = B +Qp(L, + 23.), (7.14)

kde Q;, = eB/2m, je tzv. Larmorova frekvence.

Nyni jiz mizeme pfejit k uvedeni zakladni rovnice, z niz se
pocitaji spinové funkce. Napiseme-li diferencialni rovnici Schro-
dingerova typu s Pauliho hamiltonidnem a s dvouslozkovou vl-
novou funkci, dostaneme tzv. nestaciondarni Pauliho rovnici

ihaatllf(r, t) = HpU(r,t), (7.15)

kterd umoziiuje po zadani pocateéni podminky ¥ = W(r, t() spo-
¢itat spinovou funkci ¥(r,t > to) v kazdém pozdé&jsim casovém
okamziku.

V pripadech, kdy je Pauliho hamiltonian Hp nezavisly na
Case, tj. kdy na case nezavisi potencialy vnéjsich poli A, p a V| je
mozné odvodit stejnym zpisobem jako v pripadé Schriodingerovy
rovnice staciondrni Pauliho rovnici

HY®(r) = E®(r). (7.16)
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7.4 Atom v magnetickém poli

7.4.1 Normalni Zeemanuv jev

Uvazujme, co se stane, bude-li atom podroben piisobeni vnéj-
stho statického magnetického pole s indukci B. Da se oceka-
vat, ze atom do jisté miry zméni své vlastnosti. Dojde naptiklad
ke zménam jeho energetickych hladin. Jsou-li tyto zmény v ne-
prilis silnych magnetickych polich linearné zavislé na velikosti
magnetické indukce B, nazyva se zména energetického spektra
atomu zpusobena magnetickym polem Zeemaniv jev. Vzhledem
k mikroskopickym rozmérim atomu miizeme vnéjsi magnetické
pole povazovat za homogenni a zvolit souradnice tak, aby bylo
B = (0,0, B). Pro jednoduchost se zde omezime na atom s jedi-
nym valen¢nim elektronem. Tato skutecnost znamené, ze ostatni
elektrony jsou soucasti iplné obsazenych vnitinich elektronovych
slupek, jejichz souhrnny orbitalni i spinovy moment hybnosti
je nulovy a orbitalni a spinovy moment hybnosti jediného va-
len¢niho elektronu tak reprezentuje orbitalni a spinovy moment
hybnosti atomu. Dale budeme v ramci tzv. jednoelektronového
priblizeni pfedpokladat, zZe chovani valen¢niho elektronu miizeme
v rozumné aproximaci vysetfit tak, ze ptisobeni atomového jadra
a ostatnich elektronti souhrnné nahradime kulové symetrickym
efektivnim polem s potencialni energii V. ;(r). Popsané situaci
bude odpovidat hamiltonian

HY = A +Qu (L, + 25.), (7.17)

v némz prvni operator
rrat rrat F 1;2 2
Hg - H;;espin + HSO =5t ‘/ef(r> + HSO (718)
2m,
je hamiltonidnem izolovaného atomu nepodrobeného ptisobeni
magnetického pole. V ném je vyznaceno oddéleni spinoveé neza-

vislého ¢lenu Hyt ;. zahrnujiciho operatory kinetické a efektivni
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potencialni energie elektronu a operatoru spin-orbitalni interakce
Iflso. Druhy ¢len ve vzorci odpovida zméné hamiltonianu v
dusledku zapnuti vnéjsiho pole (magneticka indukce B je skryta
v 1), o ¢emz svédéi jeho prepis do tvaru

A e ~

Ou(Lo428) = 5 (D428 = 5 LBt 8.8 =~ B—ji?" B

me m@ €

majiciho vyznam energie ithrnného magnetického momentu elek-

tronu
e

(L +23) = g + fuvin (7.19)

K= _Qme

v magnetickém poli B = (0,0, B).

Budeme nyni predpokladat, Ze jsou nam jiz znamy charakte-
ristiky atomu pred zapnutim magnetického pole, tj. Zze je vyTe-
Sena tloha odpovidajici hamiltonianu ]:Igt. Ta je vsak ponékud
komplikovana pfitomnosti operatoru H,,. Zatneme proto jed-
nodussim pripadem, kdy je mozné vliv spin-orbitalni interakce
neuvazovat. Je jasné, ze vzhledem k vzajemné konkurenci opera-
tortt H,, a — i, B je to mozné jen v tak silném magnetickém poli,
aby bylo mozné prvni z nich zanedbat. Pfijmeme-li tento pred-
poklad, bude mozné zapsat feseni Pauliho rovnice pii vypnutém
magnetickém poli ve tvaru

HE im. = EOW . (7.20)

Diky nepritomnosti operatoru H,, mé hamitonidn Hgt vlast-

nosti hamiltonianu pro pohyb c¢astice v kulové symetrickém poli.
A2 A

Zejména plati, ze postupné komutuje s operatory L , L, a §,. To

zarucuje, ze vlastni funkce ¥,,;,,,,,, hamiltonidnu je mozné vybrat

tak, aby byly zaroven i vlastnimi funkcemi téchto t¥i operatori,
takze postupné plati

j—/2\Ijnlmm5 = l(l+1)h2\ynlmm57
[A/z\Ijnlmms - mhq/nlmmy (721)

Sz\pnlmms = msh\pnlmmsa
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a zaroven umoznuje pouzit pro identifikaci jednotlivych stavi
prave ¢tverice kvantovych ¢isel nlmm,. Posledni ze vztaht
napiiklad znamena, Ze atomové vlnové funkce mizeme explicitné
zapsat ve tvaru

‘llnlmT = ( ¢761m ) s \Ijnlml = ( wr(L)lm > . (722>

Rozdilny pocet kvantovych cisel u energii E,; a vlnovych
funkci W,pmm, odpovida degeneraci energetickych hladin v ku-
lové symetrickém poli. Stupenn degenerace hladiny FE,; je ro-
ven 2(214-1), nebot pro dané n a l je m = 0,+1,£2,...,+l a
ms £ 1/2. Specifickd situace nastava u atomu vodiku, kde sply-
vaji i energie s riznymi hodnotami /.

Vhodnou kombinaci vztahti a celkem snadno

dostaneme vztah
(I:—,(()It + QL(f/z + 2§z))\11nlmms - (EZ; + hQL(m + 2ms))\ljnlmms

neboli R
HP\Ijnlmms - Enlmms \Ijnlmms ; (723)

ktery je vyfesenou Pauliho rovnici s hamiltonianem HP av némz
veli¢iny

Enlmms = Eﬂ + hQL(m + 2m5) (724)
znamenaji energetické hladiny atomu po zapnuti magnetického

pole.
Posledni dvé rovnice vedou k nasledujicim zaveérim:

e VInové funkce W, Tesi Pauliho rovnici pred zapnutim
vnéjsiho magnetického pole i po jeho zapnuti. Znamena
to, ze magnetické pole neovlivni elektronovy obal atomu.
Je tfeba zdiraznit, Ze to plati pouze v rdmci Zeemanova
jevu, kdy se zajimame o jevy linearné zavislé na velikosti
magnetické indukce B.
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e Zakladnim disledkem vlivu magnetického pole na energe-
tické hladiny atomu je jejich rozstépeni na vétsi pocet sub-
hladin.

Stépeni atomovych hladin vlivem magnetického pole, k né-
muz dochézi za podminek, které jsme zde uvazovali (zanedbani
spin-orbitalni interakce) se nazyva normdlni Zeemaniv jev. Jeho
vyraznou charakteristikou je skutec¢nost, ze ptivodni hladiny ener-
gie F,; se rozstépi na subhladiny, jejichz vzajemné energetické
diference A€l jsou tmérné magnetické indukci B, ale pro pevné
B jsou pro libovolna n a [ stejné. To je pricinou toho, ze nedojde
vlivem magnetického pole k tplnému sejmuti jejich degenerace.
Neni obtizné ze vzorce odvodit, ze hladina E,; se nestépi
na 2(2[ + 1) subhladin, ale pouze na 2/ + 3 subhladin, z nichz 4
subhladiny (dvé nejvyssi a dvé nejnizsi) jsou jiz nedegenerované
a zbyvajici 2[ — 1 subhladiny jsou dvakrat degenerované.

Z experimentalniho hlediska predstavuje norméalni Zeema-
nuv jev magnetickym polem vyvolané stépeni spektralnich car
prislusného atomu, které odpovidaji pfechodim elektronu mezi
rozstépenymi atomovymi hladinami. Soustfedime-li se na jeden
vybrany dovoleny pfechod, ktery symbolicky oznac¢ime nl — il,
bude mu pied zapnutim magnetického pole odpovidat ve spektru
spektralni ¢ara s kruhovou frekvenci

By — By
5 :

Wl al

Zdanlivé by se tato ¢ara méla po zapnuti pole rozstépit na (2 +
3)(2[~ + 3) car, avSak vybérova pravidla pro optické prechody v
atomu vyzaduji, aby byly splnény podminky Am = —1,0,1 a
Amg = 0, takze ve skutecnosti dojde pouze k prechodim, jimz
odpovidaji tfi kruhové frekvence

wnl,ﬁ[ - QL’ wnl,ﬁ[’ wnl,ﬁl~ + QL'
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Normalni Zeemanuv jev tedy spociva v symetrickém stépeni spek-
tralnich ¢ar na t¥i komponenty. Jeho nazev souvisi s faktem, Ze
je tento jev vysvétlitelny i v ramci klasické fyziky.

7.4.2 Anomalni Zeemantuv jev

Ponékud odlisna situace nastane pri zkouméani dusledkd vlivu
velmi slabého magnetického pole na atom. Jestlize velikost mag-
netické indukce B klesne natolik, Ze vliv operatoru 2 L([:Z +25,)
umérného velikosti B je srovnatelny nebo mensi nez operatoru
spin-orbitalni interakce ]:fso, nelze uz vliv vnitroatomové spin-
orbitalni interakce zanedbat. V tomto pripadé je nezbytné jiz
pred zapnutim magnetického pole uvazovat jina vychozi feseni
pro atomové energie a vlnové funkce nez v pfipadé norméalniho
Zeemanova jevu.

Budeme nyni vychézet z hamiltonianu pro izolovany atom
bez vlivu vnéjsich poli ve tvaru

2
Hy' = Hit o+ Hoo = S5 + Vg () + f(r)L3, (7.25)
kde f(r) je funkeci pouze radidlni proménné r. Hlavnim dusled-
kem piftomnosti ¢lenu umérného skalarnimu soucinu L3 je to,
ze operatory L, as, jiz nekomutuji s hamiltonidnem H 9. Na-
opak vystoupi do popftedi tiloha operatoru thrnného momentu
hybnosti

J=L+s. (7.26)

’ Vv v z . ./ 7’ 2 5 2
Postupné se da ovérit, ze navzajem komutuji operatory Hgt, J
£2 2 N .. , o - ,
L", J. a &8 Pro charakteristiku kvantovjch stavii izolovaného
atomu zvolime tentokrat ctvefici kvantovych cisel n, j,[, m; od-

’ ./ ’ 7’ v v 7 O - e 2 - 2 z
povidajici prvnim ¢tyfem operatoram H{', J , L™ a J..
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Zakladni vlastnosti energetickych hladin a vlnovych funkci
atomu pred zapnutim magnetického pole bude vyjadirovat Pau-
liho rovnice )

Hgtq)njlm]. = E“t.l\Ifnﬂmj (7.27)

nj

a dalsi vlastnosti vlnovych funkci ®@,,j;,,,; ¢tvefice vztaht

~2 .
J (I>njlmj = ](] + 1)h2q)njlmj7

qu)njlmj = mth)njlmja
L@ = 11+ )R, (7.28)

82® i, = (3/4)N2P,jum,

Funkce ®,,;1,,; jsou, jak je vidét, spolecnymi vlastnimi funkcemi
5 komutujicich operatort ﬁgt, :72, jlz, J, a 5%, avSak nejsou
jiz vlastnimi funkcemi operatora L,as, a tedy ani vlastnimi
funkcemi operatoru komponenty /i, magnetického momentu

N - L€
= —(L +28) .
Me

K tomu, abychom mohli pro feseni nasi tilohy i zde pouzit podob-
ného postupu jako u normalniho Zeemanova jevu, je zapotiebi
vztahnout operator fi, nikoliv k operatortim L,a S'Z, ale spise
k operatoru J.. Pokusme se za timto Gcelem nalézt operator G
takovy, aby se dal operator magnetického momentu elektronu
vyjadrit ve tvaru

A e

ﬂzéj:—(L+2§)2m = —(J +3)

. 7.29
o (7.29)

Po skalarnim vynéasobeni tohoto operatorového vztahu zprava
operatorem J dostaneme vztah

€ ~2 ~

GJ’ =

B 2m,
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ktery miizeme dale upravit, uvédomime-li si, ze jisté plati

A ~

J=L+s=>L=J-s=L"=(J-82=J"+5&—2Js,

na tvar

) e 3~2 1 4, 1.2
— (S8 oL,
G = (2J +580 -3 )

Aplikaci této operatorové rovnosti na funkci ®,,;;,; postupné vy-
jdou rovnosti

A A2 AL, 2 [ 3 ~2 1/\2 1 ~ 2
GJ (I)njlmj = Gj(j+1)h (I)njlmj = —2me <2J + 53 — iL )(I)njlmj =
e 3 3 1
= i+ D+ =1+ 1)) B2,
s (500 4+1) + 5 = 510+ 1)) B0,

z nichz snadno odvodime pravidlo pro pisobeni hledaného ope-
ratoru G na funkce ®,,j1,,; v podobé

e

G®pjim; = —=—g(j12)Pjim, (7.30)

€

kde

JU+D+s(s+1) —l+1)
2j(j+1)

je tzv. Landéuv faktor. V nasem pripadé budeme potifebovat
pouze ¢g(jl1), nebot pro jediny elektron je s = 1/2 a s(s+ 1) =
3/4.

Nasim cilem je nyni feseni Pauliho rovnice HP® = E® s
Pauliho hamiltonidnem

g(jls) =1+ (7.31)

HY = A3 +Qu (L, +3,) = H® — (i.B = HY — GJ.B, (7.32)

ktery jsme upravili na konecny tvar s ptihlédnutim k ((7.29). K
tomu je jesté zapotiebi modifikovat rovnost (7.30]) tak, abychom
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znali pisobeni operdtoru GJ, na funkce @,

A ~ A A e )
ij(I)njlmj = ijq)njlmj = Gqu)njlmj = _mjzimg(.]l%)q)njlmj-

(7.33)
Predchozim postupem jsme sice nenalezli explicitni tvar opera-
toru G, ale pouze jeho dil¢i vlastnost 7.33;, ktera nam vsak
postac¢i. Kombinaci vztaht (7.27) a (7.33) totiz snadno dojdeme

k vyfesené Pauliho rovnici

N . A ) eh
HP(Pnjlmj = (Hgt—GJZB)@n]lmJ = <Eat~ + mjg(jl;)m> @njlmj.

nj
€
(7.34)
Reseni ukazuje, Ze ve slabém magnetickém poli opét nedochazi k
ovlivnéni vinovych funkci elektronu, ale ze $tépeni energetickych
hladin popsané vzorcem

) eh
B, = iy + m9(il3) 5 - (7.35)

Me

vvvvvv

padé normalniho Zeemanova jevu. To je zplisobeno pritomnosti
Landéova faktoru g(jl1), diky kterému jsou energetické rozdily
mezi podhladinami rtznych rozstépenych hladin rozdilné. Ve
spektru atomu se pak spektralni ¢ary stépi na vice nez tii slozky,
nebot se rozstépené ¢ary svymi frekvencemi nepiekryvaji.

7.5 Precese spinového momentu

Pro nékoho miize byt velmi obtizné udélat si konkrétni pred-
stavu o chovani spinového momentu hybnosti. Vyroky typu spin
je orientovan ve sméru nebo proti sméru souradnicové osy z sva-
déji ke grafickému znazornéni takovych i jinych situaci. Vektor s
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vSak nemé v zadném kvantovém stavu presné urceny vSechny
své slozky s,, sy, s., nebot piislusné operatory $,,35,, S, navza-
jem nekomutuji. Znazornéni vektoru s v podobé, na jakou jsme
zvykli z klasické mechaniky, tedy neni mozné. Mizeme se vsak
pokusit sledovat chovani hypotetického vektoru

3= (<Sm>a <3y>7 <Sz>) (7'36>

jehoz slozkami jsou stiedni hodnoty slozek spinu.

Budeme se konkrétné zajimat o chovani vektoru ¥ v za-
vislosti na cCase v pripadé, kdy je Castice nesouci prislusny spi-
novy moment podrobena piisobeni magnetického pole s indukeci
B = (0,0, B). Vyuzijeme k tomu operatory ¢asové zmény pro
jednotlivé slozky spinu a Pauliho hamiltonian ve tvaru ([7.14)).
S prihlédnutim k definici operatoru ¢asové zmeény a ke skutec-
nosti, ze spinové operatory nejsou explicitné funkci ¢asu napfi-
klad plati

- 1

1 1
Dy

e 7] = o[ B + (80, Qo] (80, 26015

(7.37)
Zanedbame-li v operatoru f[éD nezavislém na vnéjsim magnetic-
kém poli ¢len odpovidajici spin-orbitalni interakci, nebude jiz
obsahovat spinové operatory a prvni komutator na pravé strané
bude nulovy. Nulovy bude i druhy komutator, nebot operatory
$, a L, komutuji. Zbyvé tedy vztah

ey
1

, 20
D,, = = 1[5,,8.] = —2Q,5,

ih
Zcela analogickym zptisobem se dospéje k rovnicim

A

Dsy = ZQLgxa

A

D, =0.
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Témto tiem operatorovym vztahtim budou vzhledem k vlastnos-
tem opratoru casové zmény po vystredovani odpovidat rovnice

d 2Q,
£<3x) - ﬁ([sx,szb = —2Q(sy),
d 2Qp,
%<Sy> - ﬁ([sya s=]) = 20 (s2),
d
ar' =0

urcujici zavislost stfednich hodnot (s,), (s,) a (s.) na case. Jejich
feSeni neni obtizné. Derivaci prvni rovnice a dosazenim z druhé
se dostane rovnice

d? d 9
ﬁ(sﬁ = _QQL%@,@) = —47 (sz),

kterd mé rfeseni
(sz) = Acos (2Qt + D) (7.38)

s integra¢nimi konstantami A a ®. Znovu z prvni rovnice vy-
plyne, ze

1 d .
(s,) = _E£<Sx> = Asin (2Qt + P). (7.39)

Diferencialni rovnice pro urceni (s,) je trividlni a dava vysledek
(s,) = C' = konst. (7.40)

Se¢tenim druhych mocnin vysledkt (refstrednisx) a (7.39) do-
staneme jednodychy vztah

(s2) + (5,)* = A%
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Posledni dva dosazené vysledky ukazuji, ze vektor ¥ kona pre-
cesni pohyb s tthlovou frekvenci 2§27, a to kolem sméru homogen-
niho magnetického pole s indukci B. Jeho koncovy bod opisuje
kruznici o poloméru A se stiedem v bodé (0,0, C).

Snadno lze ukazat, Ze precesni pohyb bude vykonavat i vektor

A= ((Lz’>> <Ly>’ <Lz>)7

jehoz slozky jsou stiednimi hodnotami slozek orbitalniho mo-
mentu hybnosti. Operatory L a 5 totiz v predchozich rovnicich
vystupuji témeétr symetricky — jedinym rozdilem je zaména frek-
vence 21 za frekvenci 2. Vektor A tedy vykonava precesi ko-
lem sméru magnetického pole B s tihlovou frekvenci €2;.
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Kapitola 8

Priblizné metody
kvantové mechaniky

8.1 Variac¢ni metody

8.1.1 Obecna metoda

Mezi pribliznymi metodami vypocti energii a vinovych funkci
stacionarnich stavi kvantového systému, jehoz hamiltonian je
H, zaujimaji v§znamné misto metody variaéni. Jsou zalozeny
na vyuziti vlastnosti funkcionalu

(v, Hy)

Fl] w0 (8.1)
ktery je definovan na vektorovém prostoru stavit )V a piifazuje
kazdému prvku ¢ € V stfedni hodnotu energie kvantového sys-
tému v jeho stavu popsaném vlnovou funkci ¢. Je naptiklad
mozné ukazat, Ze tento funkcional nabyva miniméalni hodnoty
pro vlnovou funkci ¢y zakladniho stavu kvantového systému a
ze jeho minimalni hodnota splyva s energii E, jeho zakladniho
stavu.

145
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Predpokladejme, Ze studovany systém ma stacionarni stavy
odpovidajici vinovym funkcim 1, tj. ze plati

kde n = 0,1,2,... a kvantové ¢islo n = 0 odpovida zakladnimu
stavu systému, tj. Zze pro vSechna n plati E, > Fy. Zaroven
predpokladejme, ze vinové funkce 1, tvofi ortonormalni bazi v
prostoru V, tj. Ze plati (¢,,, ¥r) = nx. Protoze kazdy prvek ¢ € V
miizeme jednoznacné vyjadrit ve tvaru

dostaneme po dosazeni funkcional F ve tvaru

F = Zn Zk C:zck (wna Hwk)
> Xk Gk (Yn, k)

Jestlize nyni uvézme, Ze (U, Hipy) = (tn, Eots) = Eobpy a
podminky ortonormality (u,,1x) = duk, dvojndsobné sumy v
citateli a jmenovateli posledniho vyrazu se zredukuji na sumy
jednoduché a vyjde

* nEn n 2En
F = Zn CpC _ Zn |C | (84)
Zn C:LCTL Zn ’C'ﬂ|2

Odtud uz po snadné tpraveé s prihlédnutim k nerovnosti £, > Ej
plyne

Tento zavér znamend, ze energii zakladniho stavu Fy mtzeme
chapat jako nejmensi moznou hodnotu stiedni energie systému

Ep = min F1y], (8.5)
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a ze vlnovou funkci zékladniho stavu je takova funkce vy € V),
pro kterou nabyva F minimalni hodnoty a kterou tedy mtzeme
po vypocitani Ej ziskat z implicitniho vztahu

Ey = Flibo]. (8.6)

Vypocet energie a vlnové funkce zakladniho stavu soustavy hle-
déanim minima funkciondlu F je obecné stejné obtizny kol jako
puvodni vypocet zalozeny na feSeni Schrodingerovy rovnice a
proto se predchozich dvou vztahli pro vypocty nepouziva. Na-
bizi se vSsak moznost uvazovat o vytvoreni algoritmu vhodného
pro alespon pro ptiblizny vypocet, zaloZeny na myslence minima-
lizovat funkcional F nikoliv na celém prostoru V), ale na vhodné
mnoziné 7 testovacich funkci 1, kterd by byla podmnozinou
V. Z povahy véci je totiz jasné, ze budeme-li hledat minimum
funkcionadlu F pouze na 7 C V), dostaneme zfejmé hodnotu
minima F Ciselné vyssi (v krajnim pfipadé stejnou, ale nikdy
nizsi) nez je hodnota minima F na celém V, tj. bude platit

L _ . > mi _
By’ = min F (] 2 min Fly] = Eo. (8.7)

Vypocitame-li z této formule hodnotu energie E(()l) a urcime-

li w(()l) z podminky Eél) = F [w(()l)] (srovnej se vztahem ),
miizeme povazovat energii E(gl) za pribliznou hodnotu energie
zékladniho stavu kvantového systému a funkci w((,l) za pribliznou
vlnovovu funkci zakladniho stavu systému.

Kvalita vysledki Eél) a 1/1(()1) ve srovnani presnymi hodnotami
Ey 1) ovSem podstatné zavisi na vybéru testovaci mnoziny 7M.
Tato volba musi vychézet z dobrého odhadu fyzikalni situace a ze
zkuSenosti danych predchozimi pokusnymi vypocty. Jestlize zis-
kané vysledky nelze povazovat za vyhovujici, je mozné opakovat
vpocty s novou testovaci mnozinou 7. Chceme-li viak mit jis-
totu, ze budou nové vysledky lepsi, musi byt zvolena tak, aby pla-
tilo 7  T® C V. Potom toti# ziejmé bude Ey < ES) < ESY,
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tj. nové urcena hodnota energie E(()Q) se ,,vklini“ mezi presné fe-
Seni Fy a prvni aproximaci Eél) a bude predstavovat lepsi pribli-
zeni k Ejy. Nestaci-li ani nyni pfesnost ziskanych vysledkt E(SQ) a
10(()2), muzeme provadét dalsi kroky podle schématu

TOcT® cT® ...V, (8.8)
k) _

Ey” = min Fll, (8.9)

Ey<...<E®P <EP <EV. (8.10)

Pro praktické vyuziti popsaného principu k vypoctim cha-
rakteristik zakladniho stavu kvantového systému se pouziva po-
stupu zalozeného na prevedeni tlohy nalézt minimum funkci-
onalu F na tlohu urceni minima funkce vice proménnych. V
kazdém z vySe popsanych vypocetnich kroki se to provede tak,
7e se piislugna testovaci funkcionalni mnozina 7®*) definuje jako
mnozina parametrizovanych vinovych funkei ¢ (r; oy, oo, . .., ay)
a stfedni hodnota energie systému se potom chape jako funkce
proménnych «j urcené nasledovne:

(E)y =F(T500,...,0p)] = E(aq,...,qp). (8.11)

Podminkami pro nalezeni minima funkce £ jsou vztahy

of _ 0 _ 08 _

— = — = ... —=0 8.12
8061 ’ 8042 ’ 80ép ’ ( )

které tvori soustavu p algebraickych (obecné ale nelinearnich)
rovnic pro p nezndmych hodnot parametrt a;. ReSenim této sou-
stavy rovnic lze ziskat p konkrétnich ¢iselnych hodnot parametri
aro, k=1,2,...,p. Potom uz (jen staci urc¢it pribliznou hodnotu
E(gk) energie a priblizny tvar @/)Ok) vlnové funkce zakladniho stavu
studovaného systému ze vztahi

k -
2ﬂ(() ) = ¢(r7 10, 20, - - - 7ap0)7
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g = Flug”).

Na prvni pohled se muze stat, ze popsany algoritmus je po-
uzitelny pouze pii vypoctu energie a vlnové funkce zakladniho
stavu systému. Ve skutecnosti se da pouzit po urcité modifi-
kaci i k vypoctim excitovanych stavi. UkaZzeme si to na piipadu
prvniho excitovaného stavu a tim naznacime cestu k vypoctim
tykajicim se i stavil ostatnich.

Pro nalezeni vhodného postupu pro pocitani energie E; a vl-
nové funkce 1; prvniho excitovaného stavu si staci uvédomit, ze
vlnova funkce v); musi byt ortogonalni k vlnové fukci zakladniho
stavu 1)y, tj. musi platit (¢1,1) = 0. Tato jeji vlastnost nabizi
moznost hledat ¢); analogickym zptisobem jako )y, nikoliv vSak
mezi vSemi funkcemi v z vektorového prostoru stavi V, ale ome-
zit se na jeho podmnozinu sestavajici ze vSech funkci z V, které
jsou ortogonalni k 1y. Oznacime takovou podmnozinu symbolem
V1. Pro kazdou funkci v € V; C V musi platit rovnice a
navic podminka ortogonality (1), 1) = 0. Spojenim obou vztaht
postupné dostaneme

0= (¢07¢> = (77[]0’ ch¢n) = Z%(%M%) = ch§0n = Co-

Podminka ¢ € V; je tedy ekvivaletni vyjadreni vlnové funkce 1
ve tvaru

V="> ¢y (8.13)

n#0

Vratime-li se nyni k fukcionalu F s definicnim oborem ztzenym
z prostoru V na jeho podmnozinu V;, mizeme v jeho vyjadieni
polozit ¢g = 0 (vynechat ¢len s n = 0) a pro n > 1 uplatnit
nerovnosti F,, > FE; a snadno tak ziskat nerovnost

Fl] = By
platnou pro vsechna 1 € V;. To vede k zavéru, ze plati vztahy
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pripominajici rovnice a , z nichz jsme odvodili algorit-
mus pro priblizny vypocet charakteristik zakladniho stavu sys-
tému. Je tedy mozné pfti pribliznych vypoctech kopirovat stejné
kroky, jen mnozina ) musi byt nahrazena mnozinou V;, postupné
testovaci mnoziny 7 *) mnozinami ’Tl(k) atd. Je ovSem tfeba vzit
v uvahu, ze kvalita vysledku bude ovlivnéna dvoji chybou — ve-
dle chyby zptisobené pribliznym vypocetnim algoritmem variac¢ni
metody se navic objevi chyba dana konstrukci funkci ¢ € Vi,
které jsou ortogonalizovany nikoliv k vlnové funkci ¢y zaklad-
niho stavu, ale k jeji vypoctené aproximaci.

Neni obtizné si predstavit postup pfi vypoctu dalsiho stavu
s energii Fy. Zakladem pro ptislusny vypocetni algoritmus budou
vztahy

Ey, = 112%1)2 Fl, Es= Flial, (8.15)

kde mnozina V, pro minimalizaci funkcionalu F bude nyni dana
podminkami ) € V, (¥,1) = 0 a (¢, 11) = 0, tj. pfibude opét
jedna vedlejsi podminka navic a tim i pric¢ina dalsi dodatecné
chyby. Postup pro vypocet dalsich excitovanych stavi je jiz nyni
patrné teoreticky jasny, i kdyz v praxi ¢im dal komplikovanéjsi.

Variacnimi metodami i metodami z nich odvozenymi se fesi
sirokd skala kvantové mechanickych tuloh. Jejich vyhodou je uni-
verzalnost spocivajici v tom, ze neni tfeba formulovat zddné ome-
zujici podminky na tvar hamiltonianu. Nevyhody ma ovsem me-
toda také: je treba postupovat diisledné od zakladniho stavu ke
stavim s vyssimi hladinami energie a hrozi postupna kumulace
chyb. Kvalita vysledki zavisi na diive ziskanych zkusenostech a
na dobrém odhadu fyzikalni situace.
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8.1.2 Ritzova metoda

Velmi ¢asto se pri pribliznych vypoctech energii a vinovych funkci
kvantovych soustav variac¢ni metodou sice pouziva vyse popsa-
ného obecného postupu, ale zcela specifickym zptisobem se voli
parametrizace funkci definujicich vhodnou testovaci mnozinu funkeci
7T C V, na niz se provadi minimalizace funkcionalu F. MnozZinu
T tvori vSechny funkce (r;cy, ¢, ..., ¢,), které maji tvar line-
arnich kombinaci

p

V(r5er,ca, . 0) = Cd1(T) + caga(r) + .+ pp(r) = D ¢

j=1
(8.16)
predem zvolenych p linedrné nezavislych funkei ¢;(r). Funkce
é1, ..., ¢p arovnez jejich pocet p jsou volné nastavitelnymi velici-
nami. Budeme predpokladat, Ze jsou funkce ¢; normované, avsak
z fyzikdlnich divodt je nékdy vhodné netrvat na vzajemné or-
togonalité funkei ¢;, takze jejich vzajemné skaldrni souciny jsou
obecné nenulové. Oznac¢ime je symboly S;;, pro které plati

Sij = (QZ%, 925]) = S]*z pro 7 7é j, ale S“ = (¢z;¢z) =1.
(8.17)
Pti vypoctech vlastnosti kvantového systému s hamiltonianem H
varia¢ni metodou budeme po volbé funkei ¢; navic potfebovat

predem vy¢islit i vSechny skalarni souciny

V obou predchozich vzorcich (8.17) a (8.18) jsou vyjadieny i
vlastnosti veli¢in S;; a H;;, které plynou z vlastnosti skaldrniho

soudinu a z toho, ze hamiltonian H je hermitovsky operator.
Jejich disledkem je, Ze vytvofime li z S;; a H;; matice p-tého
radu ||S;;] a ||H,j||, budou tyto matice hermitovské.

Volba funkei ¢; i jejich poctu p zévisi na optimalnim od-
hadu fyzikalni situace a podstatné ovliviuje kvalitu dosazenych
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vysledkid. Roli parametrii analogickych parametrim o, ..., o,
z predchoziho odstavce zde hraji koeficienty c;. Na rozdil od pa-
rametrl o, které se v definici testovacich funkci mohly naché-
zet v riznych pozicich (v exponentech funkei, ve jmenovatelich
zlomkd, v argumentech funkei apod.) zde vSechny parametry c;
zaujimaji rovnocenné pozice (vSechny jsou koeficienty linearni
kombinace funkci) a to vede, jak déle uvidime, k vypocetnimu al-
goritmu pomoci standardnich matematickych operaci. Pozname-
nejme jesté, Ze parametry c¢; jsou obecné komplexni ¢isla, takze
zdanlivy pocet p parametrt (komplexnich) znamend ve skutec-
nosti 2p redlnych parametri.

S prihlédnutim k vykladu z predchoziho odstavce nyni mu-
sime nalézt minimum funkcionalu F stfedni hodnoty energie na
testovaci mnoziné 7 zvolené v souladu se vzorcem (8.16]). To se
nejlépe provede opét transformaci této tlohy na tlohu hledani
minima stfedni energie £ jakozto funkce parametri cy,...,c,,
k niz se dospéje dosazenim testovaci funkce do vzorce pro F
podle schématu

(E)y = Fl(r;cr,co, ..., )] = E(cr, e, ..., ¢p). (8.19)

Uskutecnime-li tuto proceduru, ziskdme zavislost stiedni energie
& na zvolenych parametrech v podobé

(X cidi, a Z§:1 cid;) Yo Z?:l H;jcie C

(S0 it HYE ci¢5) X g Sicie; T

(8.20)
kde C a J zkracené oznacuji vyrazy v Citateli a jmenovateli dru-
hého zlomku v (8.20)).

K urceni minima funkce & je zapotiebi splnit pozadavky, aby

o
oc

k=1,2,...,p, (8.21)
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v nichz volime derivace podle ¢}, abychom dospéli, jak potvrdi
dalsi kroky, k nalezeni rovnic pro vypocet koeficienti c,. Pozor-
n&jsim prohlédnutim vzorce lze zjistit, Ze koeficienty c;,
i ¢ vystupuji v definici funkce £ zcela symetricky. Neplyne-li
z okolnosti zcela jasné, ze podminky vedou k minimu &,
je nezbytné pripojit i podminku

2

det
¢ dcoc;

kterd odlisi minimum od maxima.
Uplatnéni podminek (8.21)) vede k rovnostem

o C 1 B 3J oC 0T\
80}2? g2 (80kj 80,’;) J (c%k 58@2) =0

a protoze je ziejmeé

p

) P
Z kiCjs 7{ = Zskjcj7
o, 4

=1

3ck

dostanou nakonec podminky minima stfedni energie £ podobu
homogenni linearni soustavy p rovnic pro dosud neurcené koefi-
cienty c¢;

p
> (Hij— ESkj)e; =0, k=1,2,....p, (8.22)
7=1

ktera ma netrivialni feseni pouze pii splnéni podminky

det H(Hk] - gSk]H = 0, (823)

kterd je rovnici pro urceni hodnot £. Uvédomime-li si jednak,
jak se pocita determinant a jednak, zZe maticové prvky matice
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|Hi — €S| zaviseji linedrné na &, uvidime, ze leva strana rov-
nice je ve skutecnosti mnohoclenem p-tého stupné v pro-
ménné £. Je mozné ukazat, ze tento polynom ma pouze realné
koreny. Jednak maji tyto kofeny mit vyznam realnych hodnot
energie a matematicky je to dano tim, ze matice ||Hy;|| a ||Sk;l|
jsou hermitovské.

Jestlize se rovnice vytesi vuci veli¢ing £ (obvykle sa-
moziejmé numericky na podcitaci), ziskd se p hodnot &,, n =

1,...,p. Prousnadnéni diskuse vysledkt predpokladejme, Ze jsou
ziskané hodnoty energie usporadany podle velikosti tak, ze plati
& <E <L,

kde znaménka rovnosti pripoustéji existenci vicenasobnych ko-
fenil ptislusného mnohoclenu a v terminech kvantové mechaniky
existenci degenerovanych hladin energie.

V piipadé, Ze jsou funkce ¢; zvoleny tak, Ze jsou vsechny
vzdjemné ortogondlni, tj. kdyz S;; = d;;, nazyva se rovnice ((8.23)
sekuldrn? rovnice a hodnoty &, jsou vlastnimi ¢isly matice || Hy;||.
V obecném piipadé, kdy S;; # 0;;, se ¢asto rovnici iika
zobecnénd sekuldrni rovnice.

Vzdy, kdyz polozime £ = &,, splnime podminku fesitelnosti
rovnice (8.23]). Mizeme tedy vypocitat koeficienty cg-n) a jejich
dosazenim do ({8.16) ziskat i vinovou funkci

%m:i#wm.

Na prvni pohled se nyni zd4, ze vazné bychom se méli zaby-
vat jen fesenim odpovidajicim nejnizsi vypocitané hodnoté ener-
gie &. Ta totiz znamena minimum funkcionalu F na testovaci
mnoziné 7 a muze tedy byt povazovana za aproximaci energie
zékladniho stavu systému. Pouzijeme-li symboliky z pfedchoziho
odstavce, muzeme to zapsat ve tvaru

E(()l) = (C;l .
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Ptislusné aproximace vlnové funkce zakladniho stavu pak bude
mit tvar )
1 _ 1)
o =D ¢ 0.

=1
Ve skutecnosti vS8ak mame rozumnou intepretaci i pro ostatni
feseni

527 7?2, 53>¢3, sy gpa wp'

D4 se totiz ukazat, ze vlnové funkce v, jsou vSechny navzajem
ortogonalni. Abychom se o tom snadno presvédcili, zvolme si
libovolna dvé feseni &,, 1, a &, 15 a zapisSme neJ?rve soustavu
rovnic (8.22) ve tvaru s dosazenym Fesenim &, cj

p
S (Hiy — &5k =0, k=1,2,...,p. (8.24)

j=1
Vynasobime-li postupné pro k£ = 1,...,p kazdou z rovnic sou-

stavy komplexné sdruzenym koeficientem c,(f)* a seCtéme-li vSechny

takto ziskané rovnice dohromady, dostaneme postupné

p
S Y =&, ch(n)*s ",
k=1j=1 k=1j=1
() (n) RN (n)
ZZ My Hp )™ = £33 ol (dn, 05)cy”.
k=1j=1 k=1 j=1

Posledni vztah je ekvivalentni rovnosti

(%,ﬁ%) = g”(lpﬁ,lﬁn) (8.25)

Kvantova c¢isla n a n jsme zvolili libovolné, takze zaménime-li
vzajemneé jejich roli, mizeme jisté stejnym zpisobem odvodit
analogicky vztah

(wm [A{wﬁ) = gﬁ@bna wﬁ)
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a provést jeho tupravy
(Hipn, ) = Ex (Vs ¥5) = (Hto, 05)* = En(n, 5)* = (b, Hibn) = Ex (s, ).

Odectenim posledni rovnosti od rovnosti (8.25) se dojde k vy-
sledku

0= (gn - gﬁ)<¢ﬁ7 %),

ktery skutecné potvrzuje fakt, ze vilnové funkce vypocitané pro
rizné hodnoty &, jsou vzajemné ortogonalni. Na zakladé toho
jsme opravnéni povazovat naptiklad feseni £ za aproximaci ener-
gie nékterého z excitovanych stavii soustavy, v optimalnim pfi-
padé (tj. v pripadé kvalitni volby testovacich funkeci ¢;) energie
nejblizsiho excitovaného stavu. Pouzijeme-li opét diive zavedené
notace, mizeme tento vysledek vystihnout vztahy

p
Egl) = &, gl) = ZC§'2)¢]’-

Jj=1

Shrneme-li pfednosti Ritzovy varia¢ni metody, mizeme fici,

e pii jeji aplikaci se pouziva standardnich operaci — feSeni
zobecnéné sekularni rovnice nebo vypoctu vlastnich ¢isel a
vlastnich vektort matice,

e jedinym feSenim soustavy rovnic se ziska aproximace
pro energii a vlnovou funkci nejen zakladniho stavu sou-
stavy, ale zaroven i pro energii a vlnovou funkci jejich dal-
sich p — 1 stavn,

e pii vhodné volbé testovacich funkci ¢;, pfi niz je zifejma
jejich fyzikalni intepretace, je mozné s prihlédnutim k prin-
cipu superpozice prisoudit srozumitelny fyzikalni vyznam
i koeficientim an) (pfesndji fedeno vyraziim ]c§")|2).
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Velké opatrnosti je ovSem tieba pfi interpretaci vypocitanych
p TeSeni sekuldrni rovnice. Jen pri fyzikalné odivodnéné volbé
testovacich funkci se tato feseni mohou vztahovat na stavy od-
povidajici prvnim p hladindm energie systému. Pfi chybné in-
terpretaci vysledkd by se totiz mohlo stat, Zze by byly omylem
prisuzovany prvnim p energeticky nejnizsim stavim, ackoliv by
slo o aproximace (pravdépodobné lepsi) p jinych stavi.

8.2 Poruchové metody

V obdobi pfed nastupem elektronickych pocitaci, které umoz-
nily tspésny rozvoj kvantové-mechanickych vypocti zalozenych
na varia¢nim principu vylozeném v pfedchozi kapitole, domino-
valy mezi pribliznymi metodami feseni tiloh kvantové mechaniky
metody tzv. poruchové. Kapitoly ucebnic a skript pojednavajici
o nich nesou obvykle titul Terie poruch, Poruchova teorie nebo
Poruchovy pocet.

Zakladni myslenkou poruchové teorie je ocekavani (poveétsi-
nou opravnéné), ze pokud se dostateéné mélo zméni fyzikalni
prostiedi, v némz se nachazi studovany kvantovy systém, potom
se dostatecné malo zméni i jeho vlastnosti a chovani. Konkrétnim
prikladem mutze byt mald zména vlastnosti ptivodné izolované
Castice (atomu, molekuly) vlozené do slabého vnéjsiho pole (elek-
trického, magnetického, ...). Pfevedeno do jazyka formalizmu
kvantové mechaniky to znamené, ze dostatecné mald zména ha-
miltonidnu soustavy zpusobi dostatecné malé zmény jeho vlast-
nich ¢isel (energetickych hladin) i vlastnich funkei (kvantovych
stavli soustavy). Pfislusnd zména hamiltonidnu, zptisobend napf.
zapnutim zminénych vnéjsich poli, se obvykle nazyva porucha
(nebot odpovidd poruseni puvodnich podminek) a k rozliSeni
pojmi vztahujicich se ke studovanému systému pied a po zapnuti



158 KAPITOLA 8. PRIBLIZNE METODY ...

poruchy se pouziva pfivlastki neporuseny a poruseny (napf. ne-
poruseny hamiltonidn, porusené vlnova funkce ap.).

V dalsim vykladu budeme rozliSovat, je-li kvantova soustava
podrobena vnéjsimu pusobeni stalému v Case (stacionarni po-
ruse) nebo vnéjsimu vlivu ¢asové zavislému (nestacionarni po-
ruse). Témto pfipadim odpovidé stacionarni a nestacionarni po-
ruchova metoda, pricemz kazdéa z nich se, jak uvidime, zabyva
jinym typem problému. Navic v pfipadé stacionarni poruchy se
pri vypoctech postupuje odlisné v pripadé, kdy neporuseny sys-
tém ma nedegenerované hladiny energie a v pripadé, kdy je méa
degenerované. Probereme nyni tyto ptipady oddélené.

8.2.1 Stacionarni poruchova metoda pro ne-
degenerovany stav

V poruchové teorii se obvykle vychazi z hamiltonianu zapsaného
ve tvaru

H=Hy+V =Hy+ \W, (8.26)

kde H, je neporuseny hamiltonian, H je poruseny hamiltonian
aV je operator poruchy. Skutecnost, ze porucha 1% je mala je
v vyjadfena jejim rozpisem ve tvaru V =W, tj. vytknu-
tim vhodného malého parametru A. Tento krok v dalsim textu
usnadni vzajemné rozliSovani veli¢in rizného ,fadu malosti®.
Vyjdeme z predpokladu, Ze neporuseny hamiltonian H, od-
povida problému, ktery jiz byl Gplné vyfesen. Znamena to, ze
mame k dispozici Uplny systém normovanych vlastnich funkci
¥© hamiltonianu Hy a 7e jsou znamy i neporusené energie E(©).
Soustfedime se zde na pripad nedegenerovaného neporuseného
spektra, kdy kazdé hlading energie E°) odpovida jediny kvan-
tovy stav popsany funkci 1)(%) a kdy systém viech funkci 1) je
automaticky ortonorméalni. Uvedené pfedpoklady mtizeme shr-
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nout takto:
Hl" = EPYY, (00, 4) =6 (8.27)
P1i feSeni porusené Schrodingerovy rovnice
Hip, = (Hy + AW ), = Bty (8.28)

se soustfedime na chovani n-té energetické hladiny, ktera je v ne-
poruseném piipadé nedegenerovana. V tom pfipadé miize za-
pnuti poruchy zptlisobit pouze zménu energie, ale nikoliv rozsté-
peni hladiny na nékolik podhladin. Navic pti zapnuti dostatecné
malé poruchy je tato zména také mald (chapano napiiklad ve
srovnani s hodnotami diferenci |E',(1Oi)1 — EY) a to znamena, Ze
n-t4 neporusend hladina se zméni v n-tou porusenou hladinu (tj.
ze porucha nezaméni potradi hladin). Budeme tedy pfedpokladat,
ze hodnota energie n-té energetické hladiny F, se v disledku
malé poruchy V zméni o velmi malou korekei, kterou lze vyjad-
it ve tvaru nekonecné mocninné rady v proménné \ a pricist ji
k neporusené energii £(°):

E,=E® + A\EWD + N2E® 4 (8.29)

Je-li tato mocninna fada konvergentni, je mozné vynechanim
vSech Clentl poc¢inaje jistou mocninou N ziskat prijatelnou apro-
ximaci k energii F,,. V takovém ptipadé fikame, Ze jsme provedli
vypocet v p-té aproximaci poruchové teorie.

Podobné mtzeme predpokladat, ze i vlnovou funkci n-tého
stavu lze vyjadrit ve tvaru rozvoje

Un = U+ MR TG (8:30)
Po dosazeni rozvojt (8.29)) a (8.30) do rovnice ({8.28) se do-
stane
00 00 00 00 k
(Ho+AW) 3~ Mgl = 33 APEDGE = 37 A3 Dy,
k=0 1=0 p=0 k=0 =0

(8.31)
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Po prevedeni vSech ¢lent na levou stranu lze tuto rovnici
upravit na tvar:

Co+AO1 +N2Co + ... NCp+... =0, (8.32)

v némz leva strana je nekoneénym mocninnym rozvojem podle
parametru A s ,koeficienty* (), majicimi charakter funkci (ni-
koliv konstant). Pozadavek, aby mocninna fada v rovnici
byla identicky rovna nule vede k podminkdm na nulovou hod-
notu vSech koeficienti C,,. Snadno se ovéii, ze koeficient Cy =
(Hy — E)© je diky platnosti rovnice automaticky nu-
lovy. Pro ostatni koeficienty C), tohoto rozvoje potom musi pla-
tit:

Cy = (Hy— EOYyM + (W — EW)©) (8.33)
k
Cr = (Ho— EO)pP+(W—EM)pFD ST EOyE-D =0, k =2,3,...
=2
(8.34)

Mozny vypocéetni postup pii uréeni réiznjch aproximaci EW) a
¥ *) snéze uvidime, zapiseme-li schematicky podminku (8.32)) ve
tvaru

ACL[ES ,WHAZ W[ED, P, E® 4] +
+A3Cy[ES w“%ES),wn JE® ]+ . =0. (8.35)

V hranatych zavorkach u koeficientt Cj je vzdy uvedeno, na
kterych z téchto korekci zaviseji. Je vidét, ze chceme-li naptiklad
spocitat energie a vlnové funkce v p-té aproximaci teorie poruch,
postaci ,vynulovat® pouze prvnich p koeficientt (1, ..., C,.

Pti vypoctech postupnych aproximaci poruchové teorie je uzi-
tecné mit k dispozici nasledujici dva vztahy platné pro libovolnou
funkci W:

W, (Hy—EOY) = (Hy—EL)”, ) = (E”—EO) (", v),
(8.36)
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U=, )y, (8.37)

l

Prvni z téchto rovnosti snadno plyne z toho, Ze opera-
tor H, (a tedy i Hy — Ey) je hermitovsky a ze @Z)l(o) jsou jeho
vlastni funkce. Rovnice vyjadiuje rozklad libovolné funkce
U podle tplného systému ortonormalnich funkei @ZJZ(O) a overi se
snadno vytvorenim skalarniho soucinu (7?1&0)7‘11) a uplatnénim
podminek ortonormality funkci wl(o).

Pokusme se nejprve o vypocty v prvni aproximaci poruchové
teorie. V tom piipadé staci splnit podminku (8.33). Zac¢neme
s energii E,,. Pro uréeni korekéniho koeficientu £ postaéi ska-

larné vynasobit obé strany rovnice 1} zleva funkci ¥(©:
@, (Hy — EDY ) + (@0, (W — ED)pP) = 0. (8.38)

Srovnanim s pro | = n snadno zjistime, Ze prvni skaldrni
soucin je nulovy a z nulové hodnoty zbyvajicitho vyrazu uz se
snadno vyjadii hledané E,(}) a tim i cela korekce 1. radu )\E,(ll)
ve tvaru

AED = M@0, W) = (0, Vo). (8.39)

Pro vipocet 1. korekce k vinové funkci (V) se opét vratime k
rovnici (8.33)) a tentokrat ji zleva skalarné vynasobime nékterou
z funkci wlo pro [#n. S pouzitim 1) dostaneme vztah

(B = B 9 + (¢ W) = ED @, 9) = 0.
(8.40)
Posledni ¢len na levé strané je nulovy diky ortonormalité funkci
a po jeho vynechani upravime zbytek rovnice na
%m) oh hAn , bytek .

@ w) = 1 #n. (8.41)
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y/ podmlnky - nelze zadnym zptisobem urcit skalarni soucin
(w(o 1/J ) Aniz bychom tedy porusili jeji platnost, pouzijeme k
jeho urceni normovaci podminku, ktera pozaduje, aby

1= ($n,9hn) = <w<°> + AW, @ 4 Ay =
= (W, o) + AW, %0) + A, ) + O(A(B.42)

Abychom zustali konsistentné na pudé 1. fadu poruchové teorie,
vynechame ¢len O(A\?) obsahujici A? a budeme piedpokladat, Ze
neporusené vinové funkce 1) jsou normované. Vyjde ndm po-
zadavek, aby R(© (1)) = 0. Co se tyce I(©, V), ta neni
urc¢ena ani rovnici ani normovaci podminkou a mu-
zeme ji vhodné zvolit, aniz bychom narusili platnost pfedchozich
pozadavkl. Vyuzijeme k tomu skutecnost, ze vinové funkce jsou
vzdy urCeny az na nefyzikalni fazovy faktor. Volbou fazového
faktoru funkce () tedy mfizeme vidy docilit toho, aby platil
vztah

w@>wm>=o. (8.43)
Pouzijeme-li nyni vzorce pro ¥ = (1) a oddélime-li v

sumeé na pravé strané n-ty Clen, dostaneme,

P = @0, pMp© + 3 (v o, (8.44)
l#n

Po dosazeni za skalarni souciny z (8.41)) a (8.43)) vyjde tvar cel-

kové korekce 1. fadu k vinové funkci ve tvaru

(1O, Wy ) (O, Vi )
M = A];En E,@ e —];Ego) ~ E’Eo) . (8.45)

P1i vypoctu energie systému ve druhém fadu poruchové me-

tody vyjdeme z rovnice (8.34) pro k = 2, ktera zni

(Ho = B + (W = ED)) — BEPyD = 0. (8.46)
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Vynésobime-li obé jeji strany zleva skalarné funkei (*) a prove-
deme jednoduché upravy, dostaneme

@O, (Hy—E®)p@)+ 0, W) —ED (0, M) - E@ (0, ) = 0.

(8.47)
V této rovnici vypadne prvni ¢len diky vztahu a tfeti clen
diky . Po dosazeni vysledku pro ) do druhého
élenu a vyuziti normovani funkce (%) uz snadno vypoéitdme
korekci druhého tadu pro energii ve tvaru

I 0 ~ 0
NED = XY (OO, WP _ o [0, V)P (8.48)
o (0) (0) - (0) 0 - .
k#n By — Ek ftn ANg Ek

Vyse popsané algoritmy, které vedly k vysledkim (8.39),
a dostateéné naznacuji, jak postupovat pii vypocétech ko-
rekci vyssich rada. Pii vypoctech v k-tém fadu se pouzije po-
tfebny potiebny pocet rovnic (8.34]) a vsech jiz dfive ziskanych
vysledktl pro korekce nizsich 7adt. Je ziejmé, Ze s rostoucim 1é-
dem poruchové metody vychazeji vysledky pro )\’“E,(L’“) a )\kwﬁlk)
v podobé stale komplikovanéjsich vzorcti.

Tak jako u metod varia¢nich, mtizeme i u poruchovych me-
tod hovorit o jejich vyhodach i nevyhodéach. Hlavni nevyhodou
je predpoklad o tvaru hamiltonianu , ktery omezuje po-
uziti metody jen na situace, které mu odpovidaji. Nevyhodou
je také, ze je casto velmi tézké spolehlivé posoudit konvergenci
poruchovych rozvoji. Naproti tomu se miizeme pii vypoctech
soustfedit jen na zmény vlastnosti vybranych stavi (tfeba i je-
diného). Ptednosti metody pfi jejim pouziti do prvniho nebo
prvnich dvou fadd v nékterych ptripadech byva, zZe je explicitné
vidét zavislost zmén energii a vinovych funkci na parametrech
poruchy (napiiklad na intenzité vnéjsiho elektrického pole).
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8.2.2 Stacionarni poruchova metoda pro de-
generovany stav

V predchozim odstavci jsme se zabyvali uplatnénim poruchové
metody pro vypocet korekci energie a vinové funkce kvantové
soustavy podrobené ptlisobeni poruchy za predpokladu, ze ne-
porusend hladina energie byla nedegenerovana. Znamenalo to,
ze byl-li predmétem vypoctl n-ty kvantovy stav s hladiou ener-
gie £ a hodnoty ostatnich hladin energie byly E,EO), platilo
vzdy pro k # n ze E,EO) # B neboli 7e kazdy kvantovy stav
odlisny od n-tého stavu mél odlisnou energii. Kdyby tomu tak
nebylo, popsany algoritmus by selhal, jak je mozné se presvédcit
pri peclivém sledovani jednotlivych krokt vypocetniho algoritmu
nebo jak je mozné explicitné vidét napiiklad z rovnic (8.45)) nebo
(8.48)), v nichz se vyskytuji zlomky se jmenovateli E(*) — E,(CO) a
hrozi tak déleni nulou. Na zavadu vSak neni, je-li degenerovana
kterékoliv z hladin Elio) pro k # n.

V pripadé vypoctu vlivu poruchy na korekci degenerované ne-
porusené hladiny energie se tedy musi postupovat odlisné. Pred-
pokladejme opét, Ze zndme feSeni neporusené stacionarni Schro-
dingerovy rovnice f[ow = FE, které zpétné dosazeno do jejiho
tvaru vede k rovnostem

Hop© = EOpO) =12, ... d,, (8.49)

n )

kde kvantové cislo n odlisuje rtzné hladiny energie, kvantové
¢islo a odlisuje stavy s toutéz energii a symbol d,, znac¢i stupen
degenerace hladiny E). Pfipomefime na tomto misté, jak jiz
bylo uvedeno diive, Ze i vSechny linearni kombinace

n

v =3 ) (8.50)

a=1

funkci 1©) jsou rovnéz fesenimi rovnice (8.49) piislusnymi téze
energii Eflo) a tvori d,-dimenzionalni stavovy prostor V, C V.
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Funkce ¥(%) dosazené do rovnice (8.49) jsou jen vybrana feent,
zvolena tak, aby tvorila jednu z bazi bazi prostoru V,, o niz
zatim pfedpokladame, Ze je zvolena libovolné az na to, ze je
ortonormalni neboli zZe plati

<w7(1?)4)7 ¢l§?) = 5nk5aﬂ- (851)

Po zapnuti vnéjsi poruchy V = AW bude platit Schrodinge-
rova rovnice ve tvaru

(Hy + A\W)tp = Ep, (8.52)
ktera urci zatim neznama feSeni porusené ulohy F = E,, a
Y = Yno. Ocfekdvand a naznacend pritomnost druhého kvan-

tového ¢isla o u porusené energie F,, ve srovnani s jedinym
kvantovym &islem u degenerované energie £®) znamena, Ze ty-
pickym kvalitativnim efektem zapnuti poruchy bude tzv. stépeni
energetickych hladin. Na d,-nédsobné degenerovanou neporuse-
nou hladinu E( se totiz miizeme také divat jako na d,, riiznych
stavi s hladinami energie ,v zakrytu“, které budou mit po za-
pnuti poruchy energie rizné (rozstépi se). Jestlize se d,,-nésobné
degenerované hladina rozstépi na d, rtznych hladin, hovoiime
o tplném sejmuti degenerace hladiny E®) v dfisledku ptisobeni
poruchy. V pripadé, ze zistanou i nékteré porusené hladiny de-
generované, jedna se o tzv. cdstecné sejmuti degenerace.

Podobné jako v pripadé poruchové teorie pro nedegenerova-
nou hladinu energie mizeme pii zapnuti dostatecné malé poru-
chy i zde ocekavat, zZe porusena feseni pro energie a vinové funkce
se budou od feseni neporusenych lisit o velmi malé korekce d FE
a 01, takze bude platit

Eno = FEY9 + (0E) 0, (8.53)

2ﬂnox = 1;2(2 + (5w)noz (854)
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a ze korekce 0 F a 91p bude mozné vyjadiit v podobé mocninnych
rozvojui podle malého parametru A

(0E)pa = AEW + N2E3) 4 (8.55)
(00)pa = MO 4 N2 (8.56)

Hlavni problém poruchové teorie pro degenerovanou hladinu spo-
¢ivé ve vzorei (8.54). Prvni ¢len na jeho pravé strané znamenajici
nultou aproximaci vinové funkce (nezavislou na A) neni totiz pred
zahdjenim vypoctu urcen. Jeho imyslné oznaceni symbolem @/NJ?(SX)
odlisnym od 4% podtrhuje skutecnost, Ze do vzorce (8.54) nelze
dosadit kteroukoliv z nekonec¢né mnoha funkeci resicich neporuse-
nou tlohu (8.49) (tj. zadnou z funkei (%) ani kteroukoliv z jejich
linedrnich kombinaci (8.50)), ale jednu konkrétni funkei uréenou
typem poruchy V = \W. Plyne to z nasledujici avahy.

Predstavime-li si na okamzik, Ze jiz zname feseni poruseného
problému a budeme-li poruchu postupné vypinat, tj. provedeme-
li prechod A — 0, dojde jisté k nasledujicim limitnim zménam
energii a vlnovych funkei:

Eno —=> EY, (8.57)
Yna ——— D). (8.58)

Prvni z téchto dvou vzorcl nevyzaduje komentare, ale ze vzorce
(8.98)) zietelné plyne, Ze d,, poruSenych vlnovych funkei ¢y, pre-

jde po odstranéni poruchy v d, zcela konkrétnich funkei ()
(oznacenych pro odliSeni vlnovkou), které jisté nemohou byt shodné
s funkcemi 1(?) zvolenymi zna¢né libovolné. P¥itom pravé funkce
1/;,(1(2 potfebujeme znat jesté pred feSenim porusené tlohy, abychom
meéli k dispozici spravny prvni ¢len rozvoje (8.54) pro vlnovou
funkci 1,,,. Tento poznatek mizeme shrnout takto: Nez pristou-
pime k vypoctu prvni, druhé a vyssich aproximaci vlnové funkce,
musime nejprve urcit optimalni nultou aproximaci 227(1002
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Je samoziejmé, Ze funkce 1% musi byt fesenimi neporusené
ulohy, takze je musime hledat ve tvaru

dn
O =3 THY). (8.59)
B=1

Jedné se ve skutecnosti o transformaci od néhodné vybrané or-
tonorméalni baze prostoru V, tvofené funkcemi ¢©) k nové bazi
slozené prave z funkci 1/1 . Budeme pozadovat, aby i funkce w
byly ortonormalni, coz znamené, Ze transformace bude
unitarni transformaci. Pozadavek ortonormality funkci 2,07(?&) plyne
z limitniho prfechodu , nebot porusené vinové funkce 1,
jsou pro rtzné (rozstépené) energie E,,, ortonormalni a takovymi
by mély ziistat i pro A — 0.

Zbyva vytesit problém, jak urcit hledané transformacni ko-
eficienty TO(CZ) v (8.59)) tak, aby byly kompatibilni se zvolenou

poruchou V = AW. Provadi se to dosazenim transforma¢niho
vztahu (8.59) do porusené Schrédingerovy rovnice (8.52))

dn d"l
(Ho+AW) Y Tyglun) = B> T,
p=1 p=1
Pro odvozeni vhodnych vztahti pro vypocet T(ﬂ nejprve po-

stupné vynasobime skalarné zleva obé strany této rovnice funk-
cemi ¢7(10) proy=1,2,...,d,:

dn
Z T8 (0, (Ho + X)) = B T 0, 45).
B=1

Vezmeme-li v ivahu ortogonalitu funkci 7,07(107) a skutecnost, ze jsou

vlastnimi funkcemi neporuseného hamiltonianu H,, dostaneme
vztah

dn
NI = (B~ EOTW = (5E) T

nv 7
ﬁ=1
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kde §E = E—E je vyjadiuje velikost posunu energie. Zavedeme-
li zkracené oznaceni
n) __ z 0
WG = (00, W),
ziskdme nakonec soustavu linearnich rovnic pro vypocet hleda-
nych transformacnich koeficientt TOEZ)

dn
S OWSE — (6B) 6,5)T5 =0, y=1.2,...,d,.  (8.60)
[B=1

z . 7 7 . 3 z n 7
Tato homogenni soustava linearnich rovnic pro neznamé TOE ﬂ) ma

netrivialni feseni pouze pri splnéni podminky
det||( AW — (3E) 6,5)|| = 0, (8.61)

které musi vyhovovat korekce energie E. S rovnici typu (8.61]),
které se tika sekularni rovnice jsme se jiz setkali pti vykladu vari-
acnich pribliznych metod kvantové mechaniky a lze se s ni setkat
i v dalsich fyzikalnich oborech. Tato souvislost miize upozornit
na hlubsi smysl zde nastinéného postupu vedouciho k rovnicim
a — jednda se ve skutecnosti o optimalni vybér ne-
porusenych vinovych funkci Ritzovou varia¢ni metodou.
Explicitni vyjadieni determinantu na levé strané rovnice
mé tvar mnohoclenu d,-tého stupné v proménné 6F. Resenim
rovnice (8.61)) se tedy ziska d,, hodnot veli¢iny 0E = (0E)pa, @ =
1,2,...,d, (doplnény index n je pevny a slouzi k identifikaci pt-
vodni neporusené hladiny energie). Na ¢isla (0 F),, je mozno po-
hlizet také jako na vlastni ¢isla matice ||AW,g||. Resenim systému
rovnic (8.60), do n¢hoz jsme dosadili za §E vypoditané hodnoty
(0E)pq, ziskdme postupné transformacni koeficienty TC(YZ) a po-
moci nich nakonec ze vztahu d,, hledanjch funkei ().
Vysledky, k nimz jsme dospéli, odpovidaji prvnimu fadu po-
ruchové teorie pouze v ptripadé vypoctu energetickych hladin. Z
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rovnice (8.61)) totiz je vidét, Ze korekce (0F),, zaviseji pouze na
prvini mocniné poruchového parametru A, takze plati

Epo = EY 4+ (0E)pa = E© + \E,,Y.

Vypocitanym vinovym funkcim 127(1(2 musime prisoudit charak-
ter nultého pfiblizeni (nazaviseji na \), byt byly vybrany jako
nejlepsi nulté priblizeni.

Popis vypocetnich algoritmti pro ziskani vysledki ve vyssich
fadech poruchové metody pfesahuje moznosti tohoto textu. Cte-
nar si jisté udélal z dosavadniho vykladu zakladni predstavu o fy-
zikalni podstaté metody a v pripadé potfeby miize hledat pou-
¢eni ve specidlnich monografiich. Poznamenejme jen, ze v ptipadé
tplného sejmuti degenerace uz v prvni aproximaci (tj. kdyz jsou
v8echny korekce (0F),, navzajem rizné) je dalsi postup snad-
néjsi nez v pripadé pouze castecného sejmuti degenerace.

8.2.3 Nestacionarni poruchova metoda

Vénujme se nyni kratce pripadu, kdy je kvantovy systém podro-
ben plisobeni vnéjsi poruchy, ktera je casové zavisla. Prikladem
muze byt atom nebo molekula interagujici s elektromagnetickou
vlnou. V takovém piipadé budeme predpokladat hamiltonian ve
tvaru

H(t) = Hy+ AW (t), (8.62)

v némz jsou vyznaceny casové zavislosti poruchového ¢lenu )\W(t)
a tedy i vysledného hamiltonianu H(t). Vytknuti malého para-
metru A z poruchy ma zde stejny smysl jako pti vykladu staci-
onarnich poruchovych metod. Neporuseny hamiltonian H, (na-
priklad atomu nebo molekuly pred dopadem elektromagnetické
vlny) budeme povazovat za ¢asové neproménny. Z vykladu za-
kladnich pojmi kvantové mechaniky vime, ze systém s hamilto-
nidnem Hy m4 staciondrni stavy a budeme vychazet z toho, ze
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jsou nam znamy. Jejich energie F,, a vlnové funkce 1, zapiseme
pfimo do jiz vyfesené neporusené ulohy

Naproti tomu poruseny hamiltonian jiz zadné stacionarni
stavy nema. Z toho je zfejmé, Ze nestacionarni poruchova metoda
je nutné spojena s naprosto odlisSnym typem tlohy nez metoda
stacionarni. NemuiZe byt cilem vypocet novych (porusenych) sta-
cionarnich stavi, které neexistuji (to je také dtivod, pro¢ mizeme
u neporusenych veli¢in E,, a 1, vynechat symboly (0) pouzivané
pro rozliSeni v pfedchozich kapitolach), ale zakladni ilohou bude,
jak uvidime, studovat prechody mezi neporusenymi stavy vyvo-
lané ¢asové zavislou poruchou.

Usnadnime si formulaci problému predpokladem, ze nestaci-
onarni porucha )\W(t) pusobi pouze v c¢asovém intervalu 0 <
t < 7.V takovém pfipadé je v ¢asovych intervalech ¢ < 0 (pred
zapnutim poruchy) a ¢ > 7 (po vypnuti poruchy) )\W(t) =0a
H(t) = Hy a systém v nich ma stacionarni stavy. Miizeme proto
ocekavat, ze je-li systém az do zapnuti poruchy v urcitém po-
¢atecnim stacionarnim stavu, mize se vlivem poruchy po jejim
odeznéni nalézat ve stavu jiném neboli Ze dojde k prechodu mezi
stacionarnimi stavy.

K vySetfeni zmén kvantovych stavii systému v celé casové
skale je nutné fesit nestacionarni Schrodingerovu rovnici. Nejo-
becnéjsi tvar jejiho feseni je

v(r,t) = ch(t)wn(r) exp (—iE;t), (8.64)

nebot je to rozvoj ¥ (r, t) podle funkci v, které tvori bazi ve sta-

vovém prostoru V. Konkrétni feseni se dostane volbou pocatecni

podminky a vypoctem koeficientii (¢asové zavislych!) ¢, (t).
Volbou pocatecni podminky

Y(r,t =0) =1,
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stanovime, ze byl kvantovy systém pred zapnutim poruchy v
p-tém (pocatecnim) staciondrnim stavu popsaném neporusenou
vlnovou funkei v,. Tato volba vede k jedinému konkrétnimu fe-
Seni

PP (r 1) Zc eXp(—iZ;nt), (8.65)
kde pocatecni hodnoty koeficientti ¢(P)(t) se uréi z podminky
PP (r t =0) ZM (1) (1) = 1bp.
Je snadno vidét, ze musi byt
P (t=0) = 6,y

Podaii-li se nam vypocitat vSechny koeficienty c)(t), mi-

zeme pomoci nich urcit veli¢inu

Fpes(r) = |6 (t = 7)[*, (8.66)
které 1ze prisoudit srozumitelnou intepretaci. Pti pohledu na rov-
nici ji miizeme s odvolanim na princip superpozice stavii
opravnéné povazovat za pravdépodobnost, Ze je systém v Ca-
sovém okamziku ¢ = 7 (pfi vypnuti poruchy) v k-tém (konec-
ném) stacionarnim stavu. Protoze vsak byl kvantovy systém pred
zapnutim poruchy az do okamziku ¢ = 0 v pocatecnim stavu
s kvantovym ¢islem p, je P,_x(7) zaroven pravdépodobnost pte-
chodu z poc¢ate¢niho stavu ¢, do kone¢ného stavu 1y.

Vidime, ze nestacionarni poruchova metoda poskytuje pii fe-
seni vyse popsaného problému vyroky typické pro kvantovou me-
chaniku. Neni mozné stanovit, do kterého konkrétniho konec¢ného
stavu systém ptisobenim nestacionarni poruchy ptejde. Vypodi-
tat Ize pouze pravdépodobnosti jednotlivych prechodti. Mize se
stat, ze nékteré pravdépodobnosti pfechodu jsou identicky rovny



172 KAPITOLA 8. PRIBLIZNE METODY ...

nule. Takové pfechody se nazyvaji zakdzané prechody. V ostat-
nich pripadech hovotime o dovolenych prechodech. Souhrn dovo-
lenych a zakadzanych prechodti se nazyva vybérovd pravidla.
Zmeéni-li se stacionarni stav kvantového systému v jiny staci-
onarni stav, je to nutné doprovazeno prebytkem nebo deficitem
energie. Je-li naptiklad poruchou elektromagnetické zareni, pro-
jevi se to emisi nebo absorpci fotonu, kterou miizeme experimen-
talné studovat. Proto je nestacionarni poruchova teorie nejcas-
téji spojovana se spektroskopii atomti, molekul, pevnych latek
aj. Teoreticky vypocitané pravdépodobnosti prechodii a vybeé-
rova pravidla pak mohou byt voditkem pro interpretaci spekter
téchto mikrosystémi za tcelem zikani novych poznatkd o nich.
Pro konfrontaci teoretickych vypocti s experimentalnimi vy-
sledky byva nékdy vyhodnéjsi pocitat misto pravdépdobnosti

prechodi (8.66|) veliciny

Wp_qc(T) == ij—Jg(T)7 (867)
T
které maji vyznam pravdépodobnosti prechodi za jednotku ¢asu
a méif se v jednotkach s=1
Naznac¢me jesté cestu k vypoctu funkei cgf ) (1), jejichz znalost
je zapotiebi pro dosazeni do vzorcu (8.66|) a (8.67). Nejprve se
dosadi piredpokladany tvar feseni do nestaciondrni Schro-

dingerovy rovnice:
0 0 E
P — 55 (p) iy —
zhatw zhatzn:cn Yy exp (—i h t)
E, E E
=ik (o;lt f{”) Yy, exp (—ifnt)—kihz cﬁlp)wn(—i%) exp (—z’%t) =

: P :
= Ho 2P exp (—iZE) + W3 el exp (—i20),
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Druhy ¢len na druhém fadku a prvni ¢len na tfetim radku
jsou diky platnosti rovnice (8.63)) stejné, takze zbyva

E E,
mzdt (e, exp (—i h )\WZC @Dnexp(—z?t)

Utvotime-li skalarni sou¢in funkce vy exp (—iExt/h) s obéma
stranami této rovnice a vyuzijeme-li ortonormality funkci ¢,
dostaneme soustavu rovnic pro vypocet casovych zavislosti ko-
eficientd P (t):

Ey,

iyl (0) = S0 A ) exp (7

Reseni této soustavy diferencialnich rovnic je samoziejmé mozné
az po zadani tvaru poruchy AWV a predstavuje velmi komplikova-
nou ulohu. Je-li porucha dostateéné slaba (malé \), je mozné ji
fesit v prvni aproximaci teorie poruch tak, ze se do pravé strany
jednotlivych rovnic dosadi za nezndmé funkce c)(t) jejich nulté
pribliZzeni, kterym jsou jejich znamé hodnoty v pocatecnim ca-
sovém okamziku t = 0, tj. ¢P)(t) = cP)(t = 0) = §,,,. Dostane se
tak jednodussi diferencialni rovnice
i eP(0) = (e WV (1) exp (222 el 1),

Zajimame-li se pouze o prechody, mizeme se pii jejim TeSeni
omezit na pripady & # p a po jeji integraci vyjadrit hledané
funkce ve tvaru

E, — E,
c§€ h/ wk,AW s)y,) exp ( kh P s)ds.
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Kapitola 9

Osobnosti v kvantove
teorii

Kvantova teorie je velmi rozsahla a stale se rozvijejici oblast fy-
ziky. Je sice pravda, ze jeji zdkladni ¢asti se uz pfili§ neméni (ale
naptiklad mnoho interpretacnich otazek se stale diskutuje), ale
aplikace kvantového pohledu v rtznych oblastech jakymi jsou
napiiklad teorie pevnych latek, struktura a vlastnosti molekul,
mezimolekularni interakce, kvantova elektrodynamika atd., pro-
chazi bouflivym rozvojem za icasti tisicii teoretikil i experimen-
tatorti. V této kapitole chceme struc¢né priblizit alespon nejvy-
znaméjsi tvirce kvantového obrazu svéta.

Compton, Artur Holly (10.9.1892, 15.3.1962). Americky fy-
zik. PTi studiu rontgenovych paprskti roku 1922 objevil
Comptontv jev. Vénoval se intenzivnimu studiu kosmic-
kého zateni. Za druhé svétové valky se podilel na vyvoji
radaru a americké atomové bomby.

Lenard, Philipp (7.6.1862, 20.5.1947). Némecky fyzik. Zkou-
mal katodové paprsky, fotoelektricky jev. Vytvoril tak ex-
perimentalni zaklad, z kterého vysel Albert Einstein pfi
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vysvétleni fotoelektrického jevu. Jesté pred Rutherfordem
prokaazal, ze jadro atomu je velmi malé, vysvétlil fosfo-
rescenci a ukézal, Ze elektron musi mit urc¢itou minimalni
energii, aby mohl ionizovat atomy. Zavedl jednotku elek-
tronvolt (eV). Ve své dobé jeden z nejuznavanéjsich expe-
rimentalnich fyzikd. V roce 1905 obdrzel Nobelovu cenu.



Priloha A

Matematické doplnky

A.1 Diracova d-funkce

V tomto dodatku shrneme hlavni vlastnosti Diracovy d-funkce.
Podrobnéji viz napt. [14].

Diracova d-funkce, kterou lze pfesné zavést s pomoci tzv.
distribuci, ptisobi jako jednotkovy operator pfi integraci

/_ : F(@)3(z — a)dz = f(a). (A1)

Diracovu d-funkei lze vyjadrit napiiklad s pomoci vztaht

(x) = 5 Lwe dk, (A.2)
. sinxlL
i(z) = Lll_rgo — (A.3)
nebo 1
§(z) = lim - — 2. (A.4)

d(z) = 6(—x). (A.5)
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Plati pro ni nasledujici uzitecné vztahy

zd(z) =0, (A.6)

d(ax) = 5‘(;7), (A.7)

f(z)o(z — a) = f(a)d(z — a), (A.8)
/_O:O §(a — 2)3(z — b)dz = 6(a — b), (A.9)
5(z? — a?) = 5(x—a)2—|;|(5(x+a) (A.10)
(@) = ¥ X0 =), (A1)

kde z; jsou kofeny rovnice p(z) = 0.

Tvoti-li funkce v, (x) Gplny ortonorméalni systém hermitov-
ského operatoru s diskrétnim spektrem vlastnich ¢isel, plati tzv.
relace uplnosti

> Ua(@)p(af) = b(x — ). (A.12)

Podobny vztah plati i pro spojité spektrum (viz (A.2))).
Lze zavést i derivaci Diracovy d-funkce §'(x), pro niz plati

/ Y 5 (@) f(a)dr = — fg (A.13)

—00 -0

xd'(x) = —d(x). (A.14)

Tyto vztahy lze ovérit s pomoci integrace per partes.

A.2 Kulové funkce
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Pokracovani tabulky [A.2]
Ll m | Yim(Y,0) Yim(z,y, 2)
3| £1 $\/6%1:17r(5cos219— 1)e*i® ¥ %Wﬂ#
3| +2 \/gsm ) cos YeT2? 105 (Iifg’)z)z
3| 3 | Fy/ 2k sin® 930 T \/6?:1:57r (ﬂcﬂ:éy)‘3
4] 0 | \/33-(35c0s* ¥ — 30cos? ¥ + 3) R
4| +1 :F\/;sm (7 cos® ) — 3cosvartheta))e™ | F 45 > sin g(ziw)(zﬁ
4| 42 \/gsm (7 cos? ) — 1)eti2? \/E(Iiiy)i(fﬁ—r?)
4| £3 | F\/ 25 sin® 0 cos PeFi3? T,/ (“i:§)3z
4| +4 \/g sin® Yetito \/% (ﬂﬂﬂ;iy)“




180 Diracova d-funkce

Tabulka A.1: V tabulce jsou uvedeny kulové funkce, které jsou
uhlovou ¢asti vlnové funkce vodikupodobného atomu. Funkce
jsou uvedeny jak v kulovych soufddnicich (proménné ¢, ¢),
tak v soufadnici kartézskych (soufadnice x,y,z, proménnd

r = /2% + 3% + 22 je velikost polohového vektoru).

! m K,m(ﬂa ¢) Yi,m(x,y,z)
1 1

01 9 7= Vix

11 0 \/gcosﬁ %f

1| £1 | F/2 sinver® /2 i

210 \/161#(3 cos?v — 1) = 3zjgr2
1| £1 | Fy/22 sind cos Yet® ¥/ 182t
1] 49 \/% in? Yeti2e % (a,-irgy)z

310 | \/ik(5eos 0 — Bcos?) | /1520252




Priloha B

Fyzikalni konstanty

Nazev Ozn. | Hodnota v SI Hodnota v CGS
rychlost svétla | ¢ 2,99792458 2,99792458

ve vakuu x108 m s~! %10 ¢m st
naboj e 1,602177 1,602177
protonu x1071 C x10719 stat C
permitivita ) 8,8541878 1

vakua x10712C?2 N1 m~2

Avogadrova Ny | 6,02214 6,02214
konstanta, %x10% mol~! %x10% mol~!
hmotnost Me 9,10939 9,10939
elektronu x1073! kg x107%® g
hmotnost my 1,672623 1,672623
protonu x107%7 kg x107%# g
hmotnost M 1,674929 1,674929
neutronu x10727 kg x107% g
Planckova h 6,62608 6,62608
konstanta x10734 J s x107% erg s
Faradayova F 96485,3

konstanta, C mol~!
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Nézev Ozn. | Hodnota v SI Hodnota v CGS
permeabilita | po dm 1
vakua, x107" N C2% s?

Bohriv ao 5,291772 5,291772

polomér x107"' m x107? cm

Bohriv Be 9,27402

magneton x10724 J T4

jaderny On 5,05079

magneton x10727 J T4

elektronova Je 2,0023193044 2,0023193044
hodnota g

protonova 9p 5,585695 5,085695

hodnota g

plynovéa R 8,3145 8,3145

konstanta J mol~t K1 x107 erg mol~! K1
Boltzmannova | k 1,38066 1,38066

konstanta x10723 J Kt x10716 erg K1
gravitacni G 6,673 6,673

konstanta x107 1 m3 kg7 s72 | x107 8 cm?® g7t 572

Poznamka: F' = Nye, € = e/(4ne¢)/?, ap = ap = h*/(m.e?),
Be = eh/(2m.), Bn = eh/(2m,), h = h/(27), k = R/Na.

Prevodni jednotky energie :

1 erg=10""1J
1 cal=4,184 J

1eV=1,602177x1071° J=1,602177 x 10~'2 erg=23,0605 kcal /mol=

=8,0660x103cm ™1

1 Hartree=4,35975x1071® J=27,2114 eV=627,510 kcal /mol=

=2,1947x10° cm ™!
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Zpracovano podle [12].
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